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À SA  MAJESTE 

LE  ROI 

CHARLES  ALJiERT 


Site, 


OTRE  Majesté  a daigné  m'accorder  la  permission  de 
publier  cet  Ouvrage  sous  ses  auspices.  Je  sens  tout  le 
pria:  de  cet  honneur;  et  après  avoir  exécuté  une  aussi 
vaste  entreprise,  sans  cesse  soutenu  par  une  forte  volonté 
de  mettre  la  théorie  de  la  Lune  en  parfaite  harmonie  avec 
V obser\'ation , je  ne  pouvais  pas  souhaiter  davantage. 
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Voire  Majesté  rna  prévenu  par  des  marques  si  éclatan- 
tes de  sa  protection  et  de  sa  haute  bienveillance^  qu'il  y 
aurait  de  l'ingratitude  de  ma  part^  à ne  pas  loii  témoigner 
publiquement  à quel  point  j'en  suis  touché. 

Le  mouvement  imprimé  par  Votre  Majesté  aux  Sciences 
et  aux  Lettres  par  la  création  d'un  nouvel  Ordre  ^ destiné 
h récompenser^  dans  ses  Etals ^ le  mérite  transcendant^  et  à 
maintenir  sans  cesse  allumé  le  Jlambeau  des  Beaux  Àrls  ^ 
fera  de  Votre  règne  une  époque  à jamais  mémorable  pour 

I 

le  Piémont. 

,fe  m'ac(juitte  aujourd'hui  d'un  devoir^  et  je  profite  de 
la  circonstance  la  plus  glorieuse  de  ma  vie  pour  rendre 
il  ^ niRE  Majesté  un  hommage  pur,  dicté  par  la  plus  vive 
reconnaissance.  A ce  seul  titre,  pose  croire  qu  Elle  dai- 
gnera l'accueillir  avec  bonté. 

Chaque  partie  des  connaissances  humaines  a son  lun- 
gage  et  son  stj  le:  malheureusement , cette  branche  de  la 
Mécanique  Céleste  ne  permet  pas  de  traduire  en  peu  de 
mots,  à l'aide  du  langage  ordinaire,  les  principaux  résul- 
tats, qui  sont  le  fruit  réel  dun  enchaînement  de  calculs 
aussi  compliqués.  J'ai  cependant  essay  é de  surmonter  cette 
difficulté  ; mais  je  dois  Vous  avouer.  Sire,'  l'inutilité  de 
mes  efforts.  J'ai  dti  céder  à l'inflexibilité  de  V Algèbre, 
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pour  ne  point  voir  V obscurité  et  la  complication  prendre 
la  place  de  la  clarté  et  de  la  concision  qui  sont  inhérentes 
au  langage  algébrique;  aux  signes  de  ce  puissant  instru- 
ment de  Ventendement  humain  auquel  on  doit  plusieurs 
de  ces  grandes  décous^ertes  qui^  sous  d'autres  formes , se 
répandent  dans  la  société  par  de  nombreuses  applications 
utiles. 

CT  est  ainsi  que  les  théories  abstraites  de  la  Dynamique 
acquièrent  une  importance  majeure  lorsqu  on  les  applique 
au  mouvement  de  la  Lune.  Cet  astre  ^ quon  a d'‘ abord  cru 
Il  avoir  été  donné  à la  Terre  que  pour  V éclairer  pendant 
les  nuits  ^ " V espèce  humaine  un  avantage  plus  pré- 

cieux. Ilipparque  de  Bithynie^  deux  siècles  avant  notre 
ère^  avait  déjà  compris^  que  les  éclipses  de  Lune  pouvaient 
servir  à la  détermination  des  longitudes  géographiques. 
Seize  siècles  après  lui^  Copernic^  en  établissant  le  double 
mouvement  de  la  Terre^fit  sortir  V Astronomie  de  la  sphère 
étroite  qui  V avait  renfermée  jusqu  alors , et  amena  bientôt 
sur  la  scène  du  monde  savant  V immortel  Galilée^  qui^  met- 
tant à profit  une  de  ses  découvertes^  proposa  pour  le  même 
objets  r observation  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 
Mais  de  pareils  moyens  sont  incertains , et  tout-à-fait 
insuffisans  pour  déterminer  les  longitudes  en  mer.  Les 


yislronnmes  du  1 6/""  siècle  sentirent  déjà  (jue  la  Lune,  par 
la  rapidité  de  son  mouvement , pouvait  fournir  un  moyen 
plus  exact  et  d'un  usage  journalier.  Cette  idée  était  sans 
doute  très-ingénieuse.  Il  est  vrai  (Quelle  ne  fut  d'abord 
quune  spéculation  inutile  aux  besoins  de  la  navigation , et 
que  pendant  trop  long-temps  encore  plusieurs  navigateurs 
périrent  victimes  de  Vestime  incertaine  obtenue  par  le  Loch 
et  la  Boussole.  Mais  après  la  découverte  des  instrumens  à 
réflexion^  faite  en  1731,0»  est  revenu  avec  plus  d'ardeur 
à l'idée  radicale^  d'employer  le  mouvement  de  la  Lune 
pour  déterminer  les  longitudes  ; et  par  des  perfectionne- 
rnens  graduels^  cette  méthode  a enfin  été  portée  de  nos 
jours  au  rang  des  découvertes  qui  réunissent  la  grandeur^ 
l'utilité^  et  le  mérite  de  la  dificulté  vaincue. 

Sire,  c'est  à ces  considérations  ^ c'est  à la  noble  cu- 
riosité qu'excite  en  nous  V explication  de  l'étonnant  phé- 
nomène du  flux  et  reflux  de  l'Océan^  et  le  calcul  exact 
des  éclipses  pour  les  siècles  passés  et  à venir,  quest  due 
l'importance  attachée  aux  travaux  des  Savons  qui  tendent 
à perfectionner  nos  connaissances  sur  le  mouvement  du 
satellite  de  la  Terre. 

.l' ignore  quel  sera  le  sort  de  cette  nouvelle  théorie 
de  la  Lune,  malgré  V avantage  incontestable  qu  elle  a 


Digitized  by  Google 


de  représenter  fidèlement'  ce  genre  de  phénomènes  par 
une  déduction  toujours  conforme  au  grand  principe  de  là 
gravitation  universelle.  Il  y a loin  de  ce  principe  dû  « 
Newton  à ces  craintes  chimériques  causées  autrefois  par 
r apparition  de  certains  phénomènes  célestes  ; il  y a loin 
de  là  à ces  premières  observations  astronomiques  ^ qui  ne 
présentaient  que  des  faits  isolés , presque  sans  attrait  pour 
une  imagination  impatiente  de  remonter  èi  la  cause  qui 
établit  entre  eux  une  liaison  analytique. 

Egalement  éloigné  de  la  crédulité  et  de  la  prévention, 
j'ignore,  si,  la  liberté  avec  laquelle  j'ai  discuté  les  recher- 
ches antérieures  dans  les  points  qui  ne  me  paraissaient 
pas  à l’abri  de  toute  objection , sera , en  général,  blâmée  ou 
approuvée  ; ou  du  moins  permise  « un  ami  sincère  de  la 
vérité , qui  peu  content  de  la  voir  parfois  rencontrée  par 
un  heureux  hasard,  exige  quelle  soit  toujours  solidement 
établie  par  le  calcul  et  par  I observation.  Mais  j'ai  l'intime 
conviction  d'avoir  toujours  émis  l'opinion  que  je  m'étais 
formée  d'après  mes  calculs  et  mes  réflexions  ; de  n'avoir 
rien  négligé,  rien  avancé  légèrement;  et  d'avoir  fait  enfin 
tout  ce  qui  dépendait  de  moi  pour  rendre  cet  Ouvrage 
moins  indigne  d'être  dédié  à Votre  ÎVLuesté. 

Mes  voeux  seraient  remplis,  si,  par  là  f attestais  à 
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la  postérilé,  autant  quil  est  en  mon  pouvoir^  que  Votre 
Majesté  savait  apprécier  et  dignement  encourager  V étude  de 
la  plus  sublime  parmi  les  Sciences  naturelles  ; de  V Astro- 
nomie ^ qui  constitue  le  plus  noble  titre  de  l'intelligence 
humaine. 

Je  supplie  Votre  Majesté  d'agréer  les  sentimens  du  très- 
profond  respect  avec  lequel  je  suis^ 


Sire, 


De  Votre  Majesté, 


À 


Turin  le  7 septembre  i83« 


Lt  Iris-hiimbk  et  tris-obiissanl  serviteur 
et  Jiilile  sujet  JEAN  PLANA. 
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DISCOURS  PRÉLIUnVAIRE. 


La  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune  exposée  dans  cet 
ouvrage  dérive  du  seul  principe  de  la  gravitation  universelle , 
et  n’emprunte  de  l’observation  que  les  données  indispensables, 
c’est-à-dire  les  constantes  arbitraires  du  problème.  Les  trois 
coordonnées  de  cet  astre , dont  la  formation  pour  un  temps 
indéfini  constitue  le  but  que  l’on  veut  atteindre,  se  trouvent, 
en  dernière  analyse , exprimées  par  des  fonctions  littérales  et 
explicites,  qu’il  a suffi  de  réduire  en  nombres  pour  obtenir 
les  cocfficiens  des  inégalités  immédiatement  comparables  avec  le 
résultat  des  observations  astronomiques. 

Les  inégalités  de  la  longitude  vraie  renferment  toutes  celles 
qui  peuvent  se  trouver  dans  son  expression,  depuis  les  quantités 
du  premier  ordre  jusqu’à  celles  du  cinquième  ordre  inclusivement: 
c’est  là  le  terme  de  l'approximation , généralement  parlant. 
Mais  on  a poussé  plus  loin  le  développement  des  coeflSeiens, 
qui , eu  égard  à la  lenteur  de  la  convergence  des  séries  par 
lesquelles  ils  sont  exprimés,  exigent  la  considération  des  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  cinquième.  Telle  est  la  raison  de 
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l’inégalité  que  l’on  voit  régner  dans  cetto  théorie,  relativement 
au  maximum  de  l’ordre  jusqu’auquel  les  coefiiciens  ont  été 
développés.  C'est  ainsi , par  exemple , que  le  coefficient  de 
l’équation  séculaire  de  la  longitude  a exigé  la  considération  des 
quantités  du  septième  ordre. 

Newton,  à l’aide  de  l’analyse  mathématique,  a pu  déduire 
aisément  des  phénomènes  généraux  et  simples  la  loi  de  la  gra- 
vitation de  la  matière , qui  par  son  universalité  et  l égalité  de 
son  action  atteste  l’unité  du  plan  de  l'univers;  mais  l’application 
spéciale  de  cette  loi  aux  effets  ti’ès-composés  qui  ont  lieu  dans  le 
mouvement  des  satellites  entraîne  à des  calculs  immenses.  Ces 
calculs  sont  remarquables  par  la  variété  et  par  la  finesse  des 
considérations  que  leur  exécution  demande,  pour  saisir  la  totalité 
des  termes  qui  demeurent  sensibles  après  les  intégrations , et 
pour  concevoir  par  quelles  combinaisons  s’opère  la  destruction 
plus  ou  moins  complète  de  ceux  qu’on  croirait  sensibles  d’après 
un  examen  moins  approfondi. 

Chaque  coefficient  des  inégalités  lunaires  peut  être  considéi-é 
comme  une  fonction  éminemment  transcendante  des  constantes 
arbitraires,  qu’il  est  impossible  de  présenter  sous  une  forme  finie, 
indépendamment  du  signe  intégral.  Et  cela  ne  paraîtra  pas  sur- 
prenant, si  l’on  réfléchit  que  plusieurs  questions  infiniment  plus 
simples,  sont,  à cet  égard,  dans  un  cas  semblable.  On  ne  peut 
donc  connaître  que  par  leur  développement  les  fonctions,  à 
l’aide  desquelles  on  veut  exprimer  le  mouvement  de  la  Lune, 
soumise  à l’action  simultanée  de  la  Terre  et  du  Soleil.  La 
méthode  des  approximations  successives  peut , seule , fournir 
ces  dévcloppemens  par  un  procédé  uniforme  dans  sa  marche, 
et  mettre  en  évidence  les  différentes  parties  du  premier,  second, 
etc.  ordre,  qui  appartiennent  aux  fonctions  ainsi  développées. 
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La  solution  du  problème  perd  par  là  le  caractère  inhérent 
auK  solutions  en  termes  finis;  mais  elle  ne  cesse  pas  de  de- 
meurer strictement  littérale,  et  d'étre  applicable  même  dans 
les  cas  où  des  causes  accidentelles  changeraient  sensiblement, 
entre  certaines  limites  , les  éléraens  actuels  de  l’orbite  de 
la  Lune.  Certes , rien  n’autorise  une  telle  hypothèse  ; mais , 
en  opérant  comme  si  elle  pouvait  sc  réaliser  dans  les  siècles 
à venir,  on  imprime  à la  solution  du  problème  des  trois 
corps  un  caractère  plus  subordonné  à la  doctrine  des  séries. 
Par  là  on  obtient  non-seulement  les  résultats  qui  peuvent 
satisfaire  aux  besoins  actuels  , mais  on  acquiert  en  outre  des 
connaissances  plus  étendues  sur  le  mode  de  leur  liaison  avec  les 
élémens  dont  ils  sont  fonction.  De  là  dérive  aussi  l'avantage  non 
moins  précieux  de  pouvoir  mesurer  le  degré  de  convergence  des 
différentes  séries,  qui,  réduites  en  nombres,  fournissent  les  cociB- 
ciens  cherchés,  en  offrant,  pai'  leur  gradation  même,  un  moyen 
simple  pour  estimer  avec  assez  de  justesse  la  partie  négligée. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  déterminer  les  coeffi- 
ciens  des  inégalités  lunaires  est  analogue,  sous  un  certain  point 
de  vue,  à la  méthode  exégëtique  que  f^iète  demandait  pour 
trouver,  par  des  opérations  successives,  toutes  les  parties  de  cha- 
que racine  d'une  équation  algébrique.  Newton , sans  abandonner 
la  condition  d'une  solution  purement  littérale,  a donné  pour 
cet  objet  une  règle  connue  sous  le  nom  de  parallélogramme 
analytique , qui  fut  ensuite  démontrée  et  simplifiée  par  Lagrange. 
Cette  même  méthode  a été  reprise,  perfectionnée,  et  étendue 
par  l'illustre  Auteur  de  la  Théorie  de  la  Chaleur.  Cependant 
on  ne  peut  se  dissimuler  que,  dans  la  théorie  des  courbes 
(pour  laquelle  celte  méthode  a été  inventée)  il  y a une  cir- 
constance qui,  en  général,  lui  procure  un  avantage.  Ici,  la 
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lettre' qlii  réglé  le  développement  étant  l'abscisse , n’est  pas  un 
{wramètre  proprement  dit , et  on  peut  aisément  lui  donner  des 
Valeurs!  tonvenables  pour  la  convergence  des  séries  : mais  en 
appliquant  la  même  méthode  à une  équation  littérale,  renfer- 
mant une  seule  inconnue , on  aurait  souvent  un  développe- 
ment illusoire , sans  un  choix  préalable  du  paramètre  par 
rapport  auquel  il  convient  de  développer  la  racine  qu’on  aurait 
en  vue:  et  ce  choix  est  en  lui  même  un  problème  difficile. 

L’idée  du  développement  des  fonctions  est  d’une  fécondité 
inépuisable.  L’opération  de  la  division  algébrique  en  offre  le 
premier  exemple  ; et  c’est  en  l'approfondissant  que  Newton 
et  Leibnitz  ont  ouvert  une  carrière  immense  aux  applications 
de  l’analyse  mathématique.  Le  principe  radical  sur  lequel  tous 
les  développemens  reposent,  tire  son  origine  de  Taxiome,  que 
toute  quantité  peut  être  partagée  en  deux  parties  d'une  infinité 
de  manières.  Ein  arithmétique,  le  parti  qu’on  en  peut  tirer  est 
fort  borné;  mais  en  transportant  le  même  axiome  dans  l'algèbre, 
il  prend  un  caractère  imposant  par  le  contraste  entre  les  formes 
des  deux  parties  qui  composent  le  total.  Ici,  les  opérations  sont 
diversifiées,  et  peuvent  être  conduites  de  manière  que,  au  lieu 
de  choisir  arbitrairement  la  seconde  partie , on  tèchc  de  la 
rendre  fort  petite  en  comparaison  de  la  première:  et,  par  des 
artifices  convenables , on  s'efforce  d'exprimer  celle-ci  par  une 
suite  de  ternies  dont  la  succession  est  réglée  par  une  loi  plus  ou 
moins  difficile  à saisir.  Alors,  la  seconde  partie  qui  constitue 
ce  qu’on  nomme  le  reste  de  la  série,  peut  être  rendue  inférieure 
à une  limite  donnée;  et  comme  telle,  tout  en  conservant  dans 
son  plein  la  difficulté  intrinsèque  qui  empêche  d'exprimer  la 
fonction  sous  forme  finie  , elle  rend  nulle  l'influence  de  cet 
obstacle,  en  la  faisant  tomber  sur  des  quantités  qu'il  est  permis 
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de  négliger. . C’est  oins»  que' le  périwètre  d’un  polygone’ régulier 
peut  être  pris  pour  le  périinùtro  du  corde  -jcirconscrit,  dés 
que  l'on  permet  de  négliger  les  quantités  . décimales: d'un  rang 
déterminé.  , ' ..t 

Si  les  restes  des  fonctions^  transcendantes:  ne;  peuvent  pas 
disparaître  lorsqu’on  les  considère  isolément,  il  importe  d’observer 
qu’il  n'én  est  pas  ainsi  à l’égard  de  leurs  combinaisons,  faites 
par  voie  d'addition,  ou  autrement.  Les  exemples  de  combinai- 
sons de  fonctions  transcendantes  suscepfibles  d’ôire  exprimées 
sous  forme  finie,  à l’aide  de  quantités  transcendantes  d’un  ordre 
inférieur  et  de  quantités  algébriques,  sont  fréquens  dans  les 
recherches  d’analyse  pure.  Les  transcendantes  elliptiques  offraient 
déjà  des  exemples  fort  remarquables  des  réductions  de  ce  genre; 
mais  le  tliéorème  découvert  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Abel 
en  offre  un  exemple  éminemment  frappant , qui  ouvre  une  car- 
rière nouvelle  aux  recherches  sur  le  calcul  intégral.  C'est  ainsi 
que  Viète  et  llarriot,  dans  le  16.''“  siècle,  ont  reculé  les  bornes 
de  la  théorie  des  équations  algébriques  par  la  découverte  de 
leurs  théorèmes  sur  la  composition  des  coefficiens. 

La  nécessité  d’avoir  séparément  les  coefficiens  des  inégalités 
lunaires , jointe  à la  complication  des  équations  composées  d’un 
nombre  infini  de  termes , par  lesquelles  ils  peuvent  être  liés 
ne  permet  pas  , dans  l’état  actuel  de  la  science , d'imiter  les 
beaux  exemples  qu’on  vient  de  citer,  lorsqu’on  veut  en  tirer 
un  parti  réel  sans  être  séduit  par  des  idées  trop  spéculatives. 
Après  avoir  erré  dans  les  régions  sublimes  de  l’analyse,  après 
avoir  heurté  contre  les  écueils  qui  échappaient  à la  vue  par  leur 
éloignement,  on  se  voit  contraint  de  replier  son  imagination, 
fatiguée  par  ces  efforts  inutiles,  sur  les  principes  élémentaires  de 
la  science,  pour  y trouver  des  moyens  d’exécution,  qui,  par 
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leur  simplicité  même.,  ne  soient  pas  arrêtés  par  les  opérations 
qu’ils  laissent  indiquées.  Alors  on  découvre  peu-à-peu,  que  la 
difficulté  réelle  de  la  théorie  de  la  Lune  tient  à l’excessive 
complication  du  sujet , et  on  regarde  comme  une  faveur  de  la 
fortune,  attachée  à la  disposition  actuelle  du  système  solaire, 
la  possibilité  d’un  développement  effectif  des  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  symboles  purement  algébriques  et 
convergens.  Un  examen  plus  approfondi  fait  ensuite  connaître 
que,  même  avec  celte  limitation,  on  a des  obstacles  assez 
considérables  à surmonter,  lorsqu’on  s’impose  la  condition  de 
déterminer , avec  la  précision  mathématique , les  coefficiens 
numériques  absolus  qui  affectent  les  quantités  littérales.  Ces 
coefficiens  sont  une  conséquence  nécessaire  du  principe  même 
de  la  pesanteur  universelle:  ù leur  égard,  l’idée  d’une  appro- 
ximation ne  peut  pas  être  tolérée,  puisqu’on  sait  qu’ils  sont 
composés  d'un  nombre  fini  de  parties  rationnelles , résultantes 
du  nombre  plus  ou  moins  grand  de  combinaisons  entre  les 
argumens,  susceptibles  de  les  produire  relativement  à chacun 
des  termes  pris  en  considération.  Il  est  vrai  qu’ici  la  possibilité 
démontrée  d’avoir  ces  nombres  mathématiquement , est , en 
quelque  sorte,  combattue  par  la  difficulté  d’une  exécution  qui  croît 
à mesure  que  l’on  passe  d’une  approximation  à la  subséquente. 
Mais  il  n’y  a là  rien  de  surprenant  pour  ceux  qui  ont  réfléchi 
sur  la  puissance  et  sur  la  faiblesse  de  l’analyse  mathématique  : 
ils  auront  remarqué,  que  la  plupart  des  problèmes  de  l’astronomie 
physique  présentent  des  difficultés  d’exécution  qui  en  ont  souvent 
rallenti  les  progrès.  La  recherche  de  l’expression  du  mouvement 
du  périgée  lunaire  en  offre  un  exemple  frappant.  La  première 
approximation  a pu  suffire  à Newton , pour  avoir  le  mouvement 
progressif  du  noeud;  mais  elle  était  absolument  insuffisante  pour 
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celai  du  périgée.  Au  lieu  de  passer  à la  seconde , sans  être 
retenu  par  la  dilTiculté  de  l'exéculion , plusieurs  Géomètres  se 
sont  jétés  dans  bien  des  recherches  divergentes.  Enfin  ClairaiU 
fit  cesser  les  doutes,  en  montrant  la  grandeur  absolue  du  second 
terme  de  ce  mouvement.  Le  problème  dos  inégalités  séculaires 
des  planètes  est  un  des  plus  simples,  sous  le  rapport  de  la 
conception  des  termes  périodiques  qui  représentent  les  intégra» 
les  complètes  des  équations  linéaires,  dont  sa  solution  dépend. 
Cependant  on  n’ose  pas  l’attaquer  de  front , à cause  de  la 
complication  inhérente  à la  formation  d’une  équation  algébrique 
d’un  degré  égal  au  nombre  des  planètes,  dont  il  faudrait  dé- 
terminer numériquement  les  racines.  L’incertitude  actuellement 
existante  sur  la  valeur  des  masses  des  planètes  peut  justifier  en 
partie  cette  lacune  laissée  par  les  Géomètres  dans  l’astronomie 
physique.  Mais  si  l’on  songe  qu’il  s’agit  de  fonctions  du  temps 
dont  la  période  embrasse  un  très-grand  nombre  de  siècles,  on 
sentira  naitre  en  soi  un  vif  désir  de  suppléer  à la  brièveté  de 
la  vie  par  un  travail  qui  pourrait  déjà  satisfaire , jusqu’à  un 
certain  point,  la  noble  curiosité  des  contemporains.  Une  foule 
de  questions  d’analyse  pure  présentent  des  obstacles  analogues  ; 
mais  leur  existence  arrête  rarement  les  applications  aux  sciences 
physico-matliématiques. 

Après  la  citation  de  ces  exemples , je  me  hâte  de  faire 
observer  (pour  prévenir  les  objections),  que  bien  souvent,  les 
obstacles  (fui  se  rencontrent  à la  naissance  des  théories  ma- 
thématiques , tiennent  moins  à l’exécution  des  calculs  qu’à  la 
juste  définition  de  ceux  qu’il  faudrait  entreprendre.  Le  calcul 
des  rlifferentes  réductions  qu’on  doit  appliquer  aux  longueurs 
observées  d’un  pendule  composé  pour  être  ramenées  à l’état 
idéal  d’un  pendule  simple  isochrone  oscillant  dans  le  vide  au 
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niveau  de  Ja  mer -en  ol&c  un  exemple  digne  de  la  médita- 
tion des  Géomètres  philosophes.  Dans  les  théories  de  Physique 
mathématique  sur-tout,  l'introduction  de  toutes  les  forces  qui 
concourent  à la' production  des  phénomènes  constitue  la  prin- 
cipale difficulté,  sans  parler  de  celles  qui  tiennent  au  calcul 
intégral  qu'il  faut  souvent  envisager  sous  un  nouveau  point  de 
vue.  S'il  fallait  produire  une  preuve  de  cette  vérité,  nous  la 
trouverions  dans  la  gradation  des  pas  franchis  par  Clairautf 
Laplace  et  Poisson  pour  établir  solidement  la  théorie  de  l’action 
capillaire.  La  loi  de  la  gravitation  n’a  point  ces  difficultés;  les 
équations  dilTérentielles  qui  renferment  les  lois  spéciales  des 
phénomènes  sont  faciles  à former;  mais  la  déduction  efiective 
de  ces  lois,  quoique  réglée  incontestablement  par  des  fonctions 
circulaires,  devient,  au  de  lè  des  premiers  termes,  difficile  à 
I découvrir  par  l’cspccc  d’action  et  de  réaction  qui  existe  entre 
les  argumens  et  les  coefficiens  des  inégalités  à longue  période. 
Ici , les  séries  se  ramifient  de  plus  en  plus  à cause  de  rabais- 
sement d’ordre  produit  par  les  intégrations,  et  leur  enchaînement 
n’est  pas  moins  indestructible  que  l'existence  de  ces  mêmes 
argumens. 

Les  théories  de  la  Lune  publiées  jusqu’ici  n’olTrent  pas  une 
expression  littérale  et  explicite  des  trois  coordonnées:  elles  portent 
toutes  le  caractère  d'une  solution  qu’on  pourrait  appeler  mixte, 
en  réfléch'issant  qu’on  y procède  par  des  opérations  algébriques 
entrelacées  avec  des  opérations  arithmétiques  ; où  les  quantités 
numériques  absolues  se  trouvent  enveloppées  avec  les  valeurs 
spéciales  des  constantes  arbitraires.  Outre  cela,  on  ne  peut  pas 
dire,  à la  rigueur,  que  l’approximation  ait  été  conduite  de 
manière,  que  les  coefficiens  y sont  exacts  dans  les  quantités 
d'un  ordre  déterminé;  du  moins  au  de  là  du  troisième  ordre, 
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généralement  parlant."  Les  preuves  de  cette  assertioil  se  déduisent 
des  résultats  mêmes  de  ces  théories,  en  les  ramenant  > à la 
forme  précise  que  nous  avons  adoptée.  Alors  on  'voit  souvent 
des  différences  entre  les  coefficiens  num^ques  absolus  ' qui 
disparaissent  par  un  examen  fait  avec  soin  sur  les  différentes 
parties  qui  concourent  à leur  formation;  et  cela,  en  dévoilant 
l’omission  de  celles  résultantes  du  développement  de  quelques 
termes  du  même  ordre  et  de  la  même  forme  que  ceux  qu'on  a 
conservés.  Nous  avons  donné  plusieurs  exemples  de  comparaisons 
de  cette  espèce  dans  le  cours  de  cet  ouvrage  ; et  il  faut  en 
examiner  les  détails  pour  se  persuader  de  leur  justesse.  Notre 
but,  dans  ces  comparaisons,  a été  de  faire  voir  seulement,  que 
le  principe , par  sa  nature  inviolable,  de  tenir  compte  de  toutes 
les  quantités  du  même  ordre  n’a  pas  été  toujours  suivi;  et  que 
par  fois , on  s’en  est  affranchi  en  commettant  l’inconséquence  de 
conserver  des  termes  plus  petits  que  ceux  que  l’on  avait  négligés. 
Mais  nous  admettons  que,  non  obstant  de  pareils  défauts,  il 
est  possible , que , par  des  heureuses  compensations , on  soit 
tombé  sur  des  résultats  sensiblement  d’accord  avec  l’observation. 
Car  on  sait  bien,  que  les  erreurs  de  ce  genre  seront  considé- 
rablement atténuées  après  la  réduction  en  nombres  des  facteurs 
qui  conservent  naturellement  la  forme  littérale  jusqu’à  la  fin 
de  l’intégration.  Mais  cela  n’empéche  pas , que  leur  existence 
ne  soit  un  motif  suffisant  pour  rendre  la  solution  plus  ou 
moins  contraire  à la  doctrine  des  séries , et  faire  attribuer  le 
succès  à des  relations  fortuites  entre  les  grandeurs  données 
par  l’observaüon. 

Un  moyen  efficace  que  noos  avons  employé  pour  soustraire 
notre  théorie  à l’influence  de  ces  erreurs  faciles  à commettre  dans 
une  recherche  aussi  compliquée , fut  celui  de  développer  sans 
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cesse  les  diviseurs  qui  naissent  de  l'intégration,  et  d’arrêter  les 
produits  des  difTércntes  fonctions  là  où  les  termes  subséquens 
seraient  d’un  ordre  supérieur  à celui  que  l’on  considère.  Alors, 
on  peut  effectivement  sommer  on  fort  grand  nombre  de  termes 
de  la  même  espèce  et  par  là  diminuer  la  complication.  Mais 
il  est  possible  que  l’application  trop  réitérée  d’un  tel  principe 
ait  en  lui-même  l'inconvénient  de  diminuer  1^  convergence  des 
séries.  Sur  cela  nous  n’avons  rien  à opposer.  Nous  accorderons 
sans  peine  qu’il  est  possible  de  présenter  les  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  fonctions  des  élémens  sous  une  forme 
différente  de  la  notre,  qui  aurait  l’avantage  de  les  rendre  plus 
convergens , tout  en  demeurant  dans  les  quantités  du  même 
ordre.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  fonct'ion  Log.  (i-t-ar) 
existe  développée  sous  les  deux  formes 
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dont  la  seconde  est  plus  convergente  que  la  première  pour 
toute  valeur  de  x qui  soit  une  fraction  proprement  dite.  Mais, 
s’il  est  facile  d’imaginer,  en  général,  l’existence  des  formes 
ainsi  variées  ; il  faut  avouer  qu’il  est  très-difficile  de  réaliser 
avec  succès  une  telle  conception  dans  la  Théorie  de  la  Lune. 
La  complication  inhérente  aux  formes  qui  conservent  les  signes 
d’opérations  non  exécutées  deviendrait  bientôt  un  obstacle  insur- 
montable pour  une  solution  littérale  telle  que  nous  la  voulions; 
où  l’approximatictti  devait  être  poussée  assez  loin  pour  mettre 
la  théorie  d’accord  avec  l’observation.  La  forme  que  nous  avons 
adoptée  permet  du  moins  d’atteindre  lentement  cette  bmite. 

Cette  dernière  phrase  demande  un  dévcloppcinenl  propre  à 
expliquer  ici  en  peu  de  mots  à quoi  tient  la  circonstance  du 
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grand  nombre  de  pages  dont  est  composée  cette  Théorie  de  la 
Lune.  Pour  cela,  il  faut  avant  tout  observer,  que  nous  avons 
voulu  montrer  l'origine  même  de  cette  théorie,  et  ses  états 
successifs.  Or,  pour  un  problème  comme  celui-ci,  que  l’on  est 
forcé  de  résoudre  par  approximation,  il  ne  suffit  pas  de  donner  les 
derniers  résultats  en  indiquant  la  marche  suivie  pour  les  ubteuir: 
on  peut  encore  souhaiter  d’avoir  préparés  les  moyens  propres 
à pousser  plus  loin  les  séries  qui  expriment  les  cocfficiens. 
Alors  on  sent  Tutilité  des  résultats  intermédiaires  que  nous 
publions  : et  d’ailleurs  cette  publication  devenait  indispensable 
pour  faciliter  autant  que  possible  les  moyens  de  vérification. 

À ce  sujet  je  ne  puis  mieux  déclarer  ma  pensée , qu’en 
appliquant  ici  à la  totalité  de  l’ouvrage  ce  que  j’ai  dit  ailleurs 
en  CCS  termes.  11  m’eut  été  facile  de  présenter  les  résultats  qui 
y sont  renfermés  dans  un  nombre  de  pages  beaucoup  plus  petit, 
si  j’avais  voulu  supprimer  les  produits  partiels  qui  mettent  en 
évidence  les  dilTérenles  combinaisons  entre  les  argumens.  Mais, 
après  bien  des  réflexions,  j’ai  rejeté  ce  parti,  comme  nuisible 
aux  véritables  progrès  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  comme  peu 
conforme  aux  règles  d’une  stricte  loyauté  qui , à mon  avis , 
doivent  être  observées  dans  un  ouvrage  de  cette  nature.  La 
puissance  de  l’analyse  ne  m’a  pas  paru  assez  énergique  pour  péné- 
trer dans  cette  théorie  avec  une  marche  à la  fois  sûre  et  rapide. 
II  est  rare  qu’on  soit  disposé  à vérifier  des  résultats  aussi  éloignés 
de  leur  origine , lorsqu’il  faut  reconstruire  presqu’en  entier 
l’édifice  : et  ceux  qui  se  livrent  à un  semblable  travail  doutent 
par  fois  d’avoir,  réellement  épuisé  toutes  les  combinaisons 
qui  concourent  à la  formation  d’un  terme  déterminé.  C’est 
d’après  ces  considérations , que  j’ai  pensé  qu’il  valait  mieux 
multiplier  les  points  de  repos  en  publiant  la  totalité  des  jésultats 
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intermédiaires.!  J'ose  espérer  que  les  erreurs  qui  me  seront 
échappées  seront  excusées,  eu  égard  à l'excessive  complication  du 
sujet.  Je  n’ai  pu  me  faire  aider  par  personne;  j’ai  dù  traverser 
seul  cette  longue  chaîne  de  calculs,  et  il  n'est  pas  étonnant, 
si , par  inadvertance , j'ai  omis  quelques  termes  qu'il  fallait 
considérer  ponr  me  conformer  à la  rigueur  de  mes  propres  prin- 
cipes. J'ai  lait  tous  mes  efforts  pour  établir  avec  la  précision 
mathématique , au  moins  les  premiers  termes  des  coefficiens 
des  inégalités  lunaires.  Sans  cette  condition  capitale,  qui  peut 
avoir  de  l'influence  sur  les  progrès  futurs  de  l'analyse,  et  s'il 
était  uniquement  qnestion  de  démontrer , qne  la  loi  de  la 
gravitation  universelle  suffit  pour  rendre  raison  des  principaux 
phénomènes  qu’on  observe  dans  le  mouvement  de  la  Lune , 
j'aurais  regardé  comme  à-peu-pres  inutile  l'entreprise  de  m’engager 
dans  des  développemcns  d'une  exécution  aussi  difficile.  Après 
les  travaux  de  Clairaut,  de  D' .Alembert , à' Euler , de  Tobie 
Muyer  et  de  Laplace , cette  question  était  irrévocablement 
décidée  en  faveur  de  l'attraction  Newtonienne.  Mais  il  fallait 
atteindre,  par  la  théorie,  le  degré  de  précision  que  donne  l'obser- 
vation, et  il  fallait  mettre  en  évidence  le  nombre  effrayant  des 
combinaisons  auxquelles  il  est  nécessaire  d'avoir  égard  pour 
découvrir  avec  certitude  les  premiers  termes,  qui,  comme  je  l'ai  ^ 
déjà  dit,  peuvent  être  considérés  comme  nés  du  développement 
des  fonctions  éminemment  transcendantes  qui  sont  l’expression 
des  coefficiens  des  perturbations  lunaires.  C'est  l'accomplissement 
de  cette  tâche  qui  m’a  forcé  de  considérer  une  foule  de  termes 
qui  n’ont  aucune  existence  dans  la  classe  des  quantités  sensibles, 
quoiqu’ils  soient  du  même  ordre  qu’une  foule  d'autres  termes 
dont  la  considération  est  absolument  nécessaire.  Le  travail  serait, 
moindre,  s’il  était  permis  d’estimer  la  grandeur  des  inégalités 
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d'après  la  simple  connaissance  de  l’ordre  analytique  da  coeffi- 
cient; alors,  on  pourrait  renfermer  les  règles  'à  suivre  pour 
cet  objet  dans  un  petit  nombre  de  préceptes  d’une  application 
• facile.  Mais  lorsqu’on  pousse  fort  loin  le  calcul , les  cocfficie  ns 
numériques  absolus  nés  des  développemens  sont  d’une  grandeur 
tellement  différente  entr’eux,  qu’on  pourrait  être  entraîné  dans 
des  erreurs  graves  , si  l’on  n’avait  pas  égard  à leur  influence. 
Tout  cela  tend  à dilater  l’ouvrage,  et  quoique  souvent  l’avan- 
tage se  réduise  à dissiper  des  doutes,  on  doit  être  satisfait  d’avoir 
ainsi  dilaté  des  idées  théoriques,  dont  l’existence  est  dissimulée 
dans  le  résultat  des  observations. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  jusqu’ici,  peut  donner  une  idée 
de  la  nature  de  ces  recherches,  de  leur  étendue  et  de  l’esprit 
dans  lequel  elles  ont  été  entreprises;  mais  la  lecture  de  la  table 
des  matières  placée  à la  tête  de  chaque  volume  peut , seule  , 
donner  la  connaissance  des  différentes  parties  qui  composent 
cet  ouvrage.  Neanmoins  il  peut  être  utile  d’avertir  ici,  que  le 
premier  volume  se  compose  de  deux  parties  distinctes.  La  pre- 
mière comprend  l’exposition  purement  théorique  de  tout  ce 
qui  concerne  la  formation  des  équations  différentielles,  qui,  par 
leur  intégration,  doivent  fournir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune, 
en  prenant , comme  IfAhmbcrt , la  longitude  vraie  pour  la 
variable  indépendante.  La  seconde  partie  comprend  le  per- 
fectionnement ultérieur  qu’on  peut  donner  à ces  coordonnées , 
lorsqu’on  suppose  connue  leur  expression  analytique  pour  ce 
qui  tient  à l'action  de  la  Terre  censée  sphérique,  et  à la  force 
perturbatrice  du  Soleil.  Le  premier  volume  renferme  par  là 
tous  les  principaux  résultats  qui  se  rattachent  à cette  théorie, 
savoir;  les  trois  coordonnées  en  fonctions  de  la  longitude  vraie  et 
en  fonctions  explicites  du  temps,  ainsi  que  les  expressions  du 
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mouvement  du  noeud  -et  du  périgée  accompagnées  de  la  partie 
séculaire  qui  les  affecte.  Toutes  ces  formules  sont  réduites  en 
nombres,  et  complétées  par  les  formules  propres  au  calcul  du 
mouvement  horaire.  La  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune 
autour  de  Son  centre  de  gravité  a été  exposée  vers  la  fin  du 
même  volume. 

Je  n’ai  pas  développé  les  petites  inégalités  produites  par 
faction  directe  des  planètes  sur  la  Lune  : à cet  égard  les  ré-' 
sultats  connus  ont  toute  la  précision  qu'on  peut  souhaiter. 

Le  second  volume  renferme  les  développeinens  nécessaires 
pour  parvenir  aux  trois  coordonnées  de  la  Lune,  en  poussant 
l’approximation  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre  inclu- 
sivement. 

Le  troisième  volume  comprend  les  développeraens  propres 
à fournir  les  quantités  d’un  oidre  supérieur  au  cinquième,  qui 
ont  été  ajoutées  aux  trois  coordonnées  pour  obvier  aux  inconvé- 
niens  qui  naissent  du  j>eu  de  convergence  de  plusieurs  séries. 

La  distribution  du  travail  m’a  forcé  de  placer  vers  le  commen- 
cement de  ce  volume  plusieurs  recherches  relatives  à la  constante 
de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  au  rap- 
port de  la  masse  de  la  Lune  à celle  de  la  Terre.  Cette  dernière 
question  m’a  entraîné  dans  une  digression  sur  la  {n’oposition 
XXXVI  du  3.^  livre  des  Principes  de  Newton,  dont  l’objet 
est , de  trouver  la  force  du  Soleil  pour  mouvoir  les  eaux  de 
la  mer.  J'ai  repris  ensuite  la  recherche  des  développemens 
ultérieurs  qui  se  rapportent  au  mouvement  du  noeud,  et  je 
l’ai  terminée  par  l’analjrse  des  considérations  très-fines  par 
lesquelles  Newton  a saisi , en  hmnme  de  génie , l’analogie 
existante  entre  le  mouvement  du  noeud  et  le  mouvement  de 
précessioD  des  équinoxes. 
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J‘aî  trouvé  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à ccllo  de 
la  Terre  égal  à la  fraction  à l’aide  d’une  nouvelle  déter- 
mination du  coefficient  de  la  nutation  lunaire  fondée  sur  deux 
séries  de  déclinaisons  de  l’étoile  polaire  observées  en  i8ii,  et 
en  18:23-24.  " ‘ 

La  première  de  ces  deux  séries  a été  faite  à Milan  par  le 
célèbre  astronome  M/  Oriani,  que  la  mort  vient  d’enlever  aux 
sciences.  Ses  grands  taleiis,  par  lesquels  il  a illustré  l’Observatoire 
de  Milan  et  toute  Pllalie,  le  rendaient  respectable,  et  feront 
regretter  sa  perte.  Honoré  de  sa  confiance  et  de  son  amitié  , 
j’ai  eu  occasion  d’admirer  souvent  la  pureté  et  la  noblesse  de 
son  caractère.  La  modestie  rehaussait  son  mérite,  le  sentiment 
de  la  jalousie  du  mérite  d'autrui  lui  était  inconnu.  Nul  homme 
n’était  plus  indifférent  que  M.’’  Oriani  pour  ces  dignités  qui 
Lavaient  porté  dans  une  sphère  de  la  société  où  les  honneurs  sont 
attachés  au  char  de  la  fortune.  Mais  le  philosophe  demeura  fidèle 
à ses  principes  et  à ses  habitudes;  rien  ne  put  atténuer  son 
ardeur  pour  l’étude,  ni  vaincre  son  penchant  pour  la  solitude. 

L’ouvrage  que  je  publie  aujourd'hui  sur  la  Théorie  de  la 
Lune  est  le  fruit  d’un  long  travail  que  j’ai  entrepris  depuis 
plusieurs  années , et  que  j’ai  suivi , en  diminuant  les  interruptions 
autant  qu’il  m’a  été  possible  au  milieu  de  mes  occupations 
diverses.  J’ose  penser  qu’il  contribuera  à mieux  fixer  les  idées 
sur  la  Théorie  de  la  Lune  proprement  dite;  et  que,  la  réunion 
d’une  expression  purement  littérale  et  explicite  des  cocfficiens 
des  inégalités  avec  leur  valeur  numérique  conforme  à l’obser- 
vation, sera  désormais  regardée  comme  la  base  d’une  juste 
appréciation  des  recherches  sur  cette  matière. 

L’énumération  de  toutes  les  causes  qui  ont  retardé  la  publi- 
cation de  cet  ouvrage  serait  inutile  ; mais  dans  ce  nombre , 
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il  y en  a une  dontjc  souvenir  pesera  toujours  douloureusement 
sur  mon  cœur.  Au  moment  où  j'allais  toucher  le  terme  de  cette 
longue  carrière,  la  mort  frappa  (la  journée  du  ay  mars  i83a) 
l'unique  fils  qui  aurait  pu  consoler  ma  vieillesse,  en  se  livrant 
à l'etude  des  sciences  exactes. 

À Turin  le  i6  décembre  i83a. 


\ 
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THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

S I- 

Équations  différentielles  entre  les  coordonnées  orthogonales. 


I.  OoiENT  M,  Af,  M"  les  masses  respectives  de  la  Lune,  du  Soleil 
et  de  la  Terre.  On  suppose  que  ces  trois  corps  s’attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance  mutuelle , et  il  s’agit  de  trouver  les 
équations  du  mouvement  de  M autour  de  M".  Pour  procéder  avec 
ordre  nous  supposerons  d’abord  que  ces  trois  corps  sont  formés  de 
couches  parfaitement  sphériques , homogènes  et  concentriques  ; alors 
la  masse  de  chacun  d’eux  sera  censée  concentrée  dans  le  centre  de 
gravité , ce  qui  réduit  le  problème  à déterminer  le  mouvement  de  trois 
points  matériels,  dont  M,  M',  M"  désignent  le  pouvoir  attractif  ab- 
solu à l’unité  de  distance. 

a.  Cela  posé , rapportons  le  mouvement  de  M"  à trois  axes  rectan- 
gulaires fixes  dans  l’espace  par  les  trois  coordonnées  X,Y,  Z\  et  pour 
déterminer  la  position  du  corps  M,  imaginons  trois  axes  mobiles 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  M",  respectivement  parallèles  aux 
premiers i de  sorte  que  x,  j,  z soient  les  coordonnées  de  M,  et  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  M',  relativement  à ces  axes.  11  est  évident  que, 
par  rapport  aux  axes  fixes , l’on  aura  X-t~x,  Y y , Z-*-z  pour  les 
cSordonnées  du  corps  M , et  X-f  x',  Y y,  Z-*-z  pour  les  coordonnées 
Tome  /.  I 
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du  corps  M'.  Maintenant  si  nous  nommons  r la  distance  de  Af  à AT',  r la 
dbtance  de  A/*  à M\  et  A la  distance  de  Af  à M\  il  est  clair  que  Ton  a 

r*  = x*  y*  2“;  r * = x’*  y*  z\  A*  = (x*  — x)*  {y  — y)*  (z  — 2)*. 
Af”  AT 

3.  Puisque  et  ^ désignent  les  forces  avec  lesquelles  le  corps 
M est  attiré  par  les  corps  AT'  et  AT,  il  en  résulte  que  l’on  a 


A/"  ^ , Af"^,  M"  ^ pour  les  composantes  de  la  force  , et 

AT^^^  pour  les  composantes  de  la  force 

Actuellement , pour  fixe(  les  idées , imaginons  que  la  Lune  et  le 
Soleil  soient  placés  dans  la  région  des  coordonnées  positives , la  Lune 
se  trouvera  dans  un  point  intermédiaire  entre  la  Terre  et  le  Soleil  ; 
M" 

r* 

données  de  la  Lune,  tandis  que  la  force  ^ et  scs  composantes  ten- 
dront à les  augmenter.  Donc , pour  avoir  la  valeur  absolue  des  com- 
posantes qui  agissent  sur  le  corps  Af,  il  faudra  prendre  la  différence  * 
des  composantes  précédentes,  respectivement  parallèles  aux  mêmes  axes, 
c’est-à-dire  les  fonctions 

y — X 


ainsi  la  force  ^ et  ses  composantes  tendront  à diminuer  les  coor- 

jir 


M' 


-Af" 


- iTÿ-  ; 


Comme  il  s’agit  d’un  système  libre,  l’on  sait  par  les  principes  de 
la  dynamique  que  les  forces  accélératrices  doivent  être  respectivement 
égales  aux  coefiiciens  différentiels  du  second  ordre  des  trois  coor- 
données ATw-x,  r-t-y,  Z -4- 2,  qui  déterminent  la  position  de  la  Lune 
par  rapport  à un  point  fixe  dans  l’espace.  Donc  en  désignant  par  dt 
l’élément  du  tems,  nous  aurons  les  équations 


i£X 

iie 


d'x 

dt- 


= A/ 


, xf  —x 


d‘Y 

dt“ 

dF 


£1 

dt‘ 

d'z 

dt‘ 


M'i=i  -j\r  y - 


rî 
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desquelles  il  est  facile 
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. d‘X  d'T 
a €liiniu6r  » "^r  > 


di" 


par  la  considération 


suivante. 

Le  corps  M“  étant  attiré  par  M et  par  AT  avec  des  forces  respecti- 
vement  égales  à .pr  et  p,  il  est  clair  que  l’on  doit  avoir 


dtr 

d'Y 

de 

d'Z 

de 


= H-  AT  i,. 


Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes , et  en 
nommant  ff  la  somme  Af-t-A/'  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune, 
l’on  aura 


(I)  = 

ÿ -H  H.  Ar^  - A/'?;^  = O. 


4.  Considérons  maintenant  la  Terre  et  la  Lune  comme  des  corps 
tels  que  leur  surface  extérieure,  ainsi  que  celle  des  couches  de  den- 
sité variable  dont  ils  sont  formés,  soit  peu  différente  de  la  figure 
sphérique.  Si  l’on  désigne  par  *,  > y,  1 z, . r,  les  coordonnées  et  le 
rayon  vecteur  d’un  point  donné  de  la  Lune,  par  K la  distance  de  ce 
même  point  à une  quelcopque  des  molécules  de  la  Terre,  et  par  ü 

l’intégrale  S qui  détermine  la  somme  des  molécules  de  la  Terre 
divisées  par  leur  distance  respective,  Jî,  au  point  pris  dans  la  masse  de 
la  Lune,  l’on  aura  = *-  U\  où  U'  est  une  fonction  susceptible 

d’être  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  , propre  à 
représenter  la  partie  de  due  à l’écart  de  la  figure  de  la  Terre  de 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DO  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 


la  figure  sphérique.  On  sait  que  les  dijSérentielles  partielles  — , 

dU  dU  \ . ^ 

— ^ déterminent  les  composantes  ( parallèles  aux  axes  qui 

se  coupent  au  centre  de  gravité  de  la  Terre  ) de  la  force  avec  laquelle 
serait  attiré  par  la  Terre  un  point  matériel  quelconque  de  la  Lune  ; 
donc  nous  aurons  ^ 


pour  leà  composantes  de  la  force  avec  laquelle  l’attraction  de  la  Terre 
fait  mouvoir  le  centre  de  gravité  de  la  Lune  ; les  intégrales  étant 
censées  étendues  à la  masse  totale  de  la  Lune.  Or,  en  substituant  la 
valeur  de  U, , l’on  a 

• > 

d — 


dü. 


dU. 


M dx. 


M 


l^dM  ^ S^dM-, 

dx,  M dx,  ^ 


mais  en  posant  x^  — y,  = y ^ * z,  = 2*^y»  et  par  con- 

séquent Tj  = l/[(x  -4-  a)*  (y  /3)*  (z  -4-  y)*]  , il  est  clair  que  l’on  a 


d--  d- 


dx. 


d — 

''i.  = _Î1 

dx 


d-  — 


da, 

d^l. 


et 


d.si^ 

S^dM  = S-^dM  = . ; 

dx.  dx  dx 


et  puisque  U'  est  une  fonction  de  x^,  y,»  z,»  l’on  aura  par  la  même  raison 

odü' odU'  d-SU'dM 

S J — dm  = S -7-  dm  = — t 

dx^  da  dx 

Donc,  en  appelant  l’intégrale  t c’est-à-dire  la  somme  des 

molécules  de  la  Lune  divisées  respectivement  par  leur  distance  au 
centre  de  gravité  de  la  Terre , l’on  aura 

d.-i 

S 


T JJ..  dV , 

dt  = si' 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  posée  plus  haut , il  viendra 
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I c.dü,  AT'  dV,  1 d-SÜ’dM 

~ Af  dr.  ^ ~ U’  dx  AI'  dx 
M 

Maintenant  si  l’on  fait  V^  = ~*  V,  l’équation  précédente  se  changera  eu 

I odü,  jTt,  M"x  AI"  dV'  1 d-SV'dM 
AI  ^ ~ M ' dx  Al'  dx  ' 


et  l'on  aura  de  même  par  rapport  aux  variables  y^,  z, ; 

« cdU,„r  M"y  AI"  dV'  I d-SÜ’dM  . 

AI  ^ dy,  ^ “7^  M'  dy  Al'  dy 

> c-dO,,.,  M"z  M"  dr  I d-SÜ’dM 

--  -M'-^-  M'  dz  ' 


On  voit  par-là  que  pour  obtenir  les  trois  intégrales  qui  entrent  dans 
les  seconds  membres  de  ces  équations,  il  suffit  d’évaluer  l’intégrale 
SlfdM  par  rapport  aux  coordonnées  a,  y qui  déterminent  la  po- 
sition d’une  molécule  quelconque  de  la  Lune , en  prenant  pour  origine 
son  centre  de  gravité. 

5.  Actuellement  si  l’on  nomme  y^,  z^,  les  coordonnées  et 
le  rayon  vecteur  d’une  molécule  quelconque  de  la  Terre , et  que  l’on 

désigne  par  la  somme  (c’est-à-dire  l’intégrale  molé- 


cules de  la  Lune  divisées  respectivement  par  leur  distance  à ce  point , 
l'on  pourra  supposer  = — -t-  U"-,  U"  étant  la  partie  de  pro- 
venante de  l’écart  de  la  figure  de  la  Lune  de  la  figure  sphérique. 
Cela  posé , l’on  aura 


M’’ 


d-1. 

S-^dM 

dx. 


I 


pour  la  composante  de  la  force  avec  laquelle  la  masse  de  la  Lune  attire 

le  centre  de  gravité  de  la  Terre  parallèlement  à l’axe  des  *.  Donc  en  po- 

- dAI"  AI" 

sant  Fj  = S -J—,  et  en  remarquant  que  l’on  peut  supposer  — V ", 

il'  viendra 


' O dü,j^^„  Mx  M dV"  I d-SÜ’’dM" 

AI"  ^ ~d^^  - ~ ~ IT"'  ~di  Id"  ^ ' 
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et  il  est  clair  que  l’on  trouvera  de  la  même  manière 


L.  S .^d.M"  = 

Aly 

AI 

dV  _ 

1 

d ■ s U ’dAV 

AI"  ^ dy  , 

M" 

dy 

lr‘ 

dy 

L 5 = 

Alz 

M 

dr" 

I 

d-SO"dAV 

M ^ dz. 

r>  ■" 

AV  ' 

di 

IP  ' 

dz 

Pour  obtenir  l’intégrale  Sü"d^f'  qui  entre  dans  ces  équations,  il  faudra 
faire  *=  x a',  — J z,  = 2 y,  et  ensuite  exécuter 

l’intégration  par  rapport  aux  coordonnées  a,  0,  y qui  déterminent  la 
position  de  la  molécule  d^f  de  la  Terre , relativement  aux  axes  qui 
ont  son  centre  de  gravité  pour  origine. 

6.  En  substituant  ces  forces  à celles  que  nous  avons  considérées 
dans  ic  n.°  3,  nous  aurons 


,PX  d'x 

M IT’ 

dV< 

I 

d-SU'd.M 

iU'  dt- 

~ST 

AI 

dx 

d'.V 

— **  M — — — . 

dV" 

I 

C/.5C/V.V" 

dt‘ 

dx 

w> 

dx 

Donc  eu  retranchant  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  première , 
il  viendra 


tPx  ir*’ — * «T*  *'  * 

-j-r  ~ M -XT-  — ' di  -T»  — ff  ^ Tr  • 

(U  A*  r ’ r»  M dx 


I d-SV'dM 

M ■ 


I d-SU"d.V" 

JU”  ' 


dx  AT  dx 

Il  est  évident  que  l’on  a par  les  mêmes  raisons 


dt‘ 


d'z 

<!t‘ 


AT 


M 


.11 


d-Sa'dAI 

I 

d.  S V"dAV 

dy 

-JP" 



71  — 

. 

AV  dV' 

<^r> 

HT  ' dz 

d-SU'dAI 

I 

d.SU"d.1V 

dz 

Iv  ' 

dz 

AT  dV 
H”'  dx 


Af  dV" 
AV  ' dy 


AT  dV” 

.11"  ' dT 
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7.  L’intégrale  Sü'dM  peut  être  aisément  développée  en  série,  au' 
moyen  de  la  fonction  désignée  par  V“.  En  effet  nous  avons  fait  pré- 
cédemment ( n.°  4 et  5 ) 


U.  = S 


JM" 

R 


V 

» r. 


M" 

»■. 

M" 


u\ 

V"-, 


ainsi  il  est  évident  que  la  fonction  If  s’obtient  en  changeant  respective- 
ment les  coordonnées  x , y , s en  1, , , z,  dans  la  fonction  dési- 

gnée par  V".  U suit  de  là  que  si  noue  posons 

V = fonct.(x,  y,  z) 

l'on  en  conclura 

U'  = fonct.  (x-*-a,  y-t-j8,  z-*-y). 


Mais  les  coordonnées  a,  fi,  y sont  évidemment  fort  petites  par  rap- 
port aux  coordonnées  x , y , z ; ainsi  l’on  pourra  développer  cette 
dernière  expression  de  U'  par  le  tliéorème  de  Taylor,  ce  qui  donne 


U'=  F". 


JF"  „ 
oc— T—  -f  0 — r— 
Jy 


dx 


y-jT 


etc.; 


donc  en  multipliant  par  dM  et  en  intégrant,  il  viendra 


AF"  AF"  AV" 

SU'dM  = V SdM*  ^ SccdM*  ^ SfidM  ~ SydM  etc. 

Cela  posé , si  l’on  remarque  que  l’origine  des  coordonnées  a,  fi,  y 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la  Lune , l’on  en  conclura  que 
l’on  a SxdM  = o,  SfidM  o,  SydM  = o;  et  par  conséquent 


MV  - . ^Sx^dM  * - ■ ^SfiTdM*  - . ~Sy\LM 

a dx  2 dy  ^ 2 dz  * 

- ^SxydM^  '^JfiydM 


En  raisonnant  de  même  par  rapport  à l’intégrale  Sü"dM",  l’on  dé' 
montrera  que  l’on  a 
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SlTdM"  = M“r  ^ i.^5a WV  l.^s0'dM"^  L.^syw 

a dx  3 dy  2.  dz  ' 


d'V' 

dxdy 

etc. 


Sx^dM' 


Sxyàm  -;j^S^ydM 


dxdz 


àydz 


Ces  valeurs  de  Sü'dM  et  SU"dM”  étant  diâtérenciées  et  substituées  dans 
celle  l’on  aura  • 


d*x  51^*'  * <f  dV"  U 

~dë  ~ ^ IP'  ~dT  ■**  M 


1 æv' 


a d^ 

dx 


2M 

l 


dx^ 


Sx^dM 


<PV" 


xM"  dx^ 


Sx'dM" 


xM  dxdy 
d'V 


■îS^^dM  etc. 


I 

xM' 


dxdy 


etc. 


Le  second  membre  de  cette  équation  et  les  analogues  qui  constituent 
les  valeurs  de  peuvent  être  exprimés  par  les  différentielles 

partielles  d'une  meme  fonction;  car  en  posant 

■.J  M 

Â’ 


= - M' 


XX 


•yy 


(’) 


£1"  — — V"  ^ — V 
~ M"  ^ 


xM  doc 
I 


"‘ÇSaVi.f 


‘'‘ÇSa'W. 


xM 

I 


xM."  dy' 


^Spi^dM  ^ etc. 
"^'^■^SpS^dM" etc. 


xM"  dx' 

* 

etc, 

il  est  clair  qu’au  lieu  des  équations  (I)  du  n.°  4 , l’on  a celles-ci  : 


d'x 

de 


d-r  — 


dx 


(H) 


. - y_  _ da' 

dt'  ^ r3  — dy 
d'z 

de 


ff-r  = 


dz 


dÙT 
dx  » 
dÙP 
dy  ’ 

dor 

dz  * 


(*)  Le»  deux  premier»  terme»  de  notre  expret*  I a obtenu  par  les  considérations  exposée»  aux 
sion  de  O"  sont  les  seuls  que  M.  de  baplace  [.  pages  18a  et  |83  du  tome  III  de  U Méc.  ccl. 
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Il  nous  reste  à chercher  l'expression  des  fonctions  désignées  par  V"  et  V. 

8.  D’après  la  théorie  connue  de  l'aetraction  des  sphéroïdes  recouverts 
par  un  Jlwde  en  équilibre,  l’on  a 

i)  <1/  ^ ^ etc  ] 

où  désigne  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  gravité 
sous  l’équateur,  A la  déclinaison  du  centre  de  gravité  de  la  Lune , et 
D la  partie  constante  de  l’expression  du  rayon  de  la  Terre  partant 
de  son  centre  de  gravité  et  développé  dans  une  série  de  la  forme 

î'(»,  y, J,  -*■  etc.  ) 

Ces  expressions  résultent  de  celles  données  par  M.  Laplace  dans  la 
Mécanique  céleste,  tome  II,  page  3o  et  io3,  en  y faisant 

^(0)  = ®»  = ^(1)  — ~ 3}' 

— O , — O , etc.  -g JJ-  ■ — —,  , 

W 

et  en  observant  que  lorsqu’on  ne  prend  pas  pour  unité  la  constante 
que  nous  désignons  par  D , l’on  doit  substituer  l’équation 

£-Sf>.d(a‘*%^)  = ^I>Y^^Sed.a^-D-*'Z,, 
à l’équation 

£r,Srd  _ f r„  « f d ■ - z„. 

Les  fonctions  F^jj,  etc.  s’obtiennent  an  moyen  de  cette  formule 

générale  ; soit  sin\=  p , cos  \ = q , 

ffi  • lïi  \ * Jti  3 * m 3 


m • m — I m « * 

l’on  aura 

(i^(,,cosaw 


a * 4 • 3M  — > 1 


nrrP 


' — etc.  ; 


Y — À P 

* («)  ~ •"(c)  Um) 


( cos  3at  sin  3®  ^ q 


dp' 

1 <PP(m) 


dp^ 

d^P,. 


( ^4)  4»  - ^(4)  ««  4®  ) q‘‘ 


etc. 


Toim  /. 
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OÙ  5|3j,  etc.  désignent  des  constantes  arbitraires, 

et  Gr  l’angle  formé  par  la  projection  du  rayon  vecteur  r sur  l’équateur 
terrestre  avec  un  des  deux  axes  principaux  placés  sur  ce  même  équa- 
teur ( Voyez  Legendre , Exercices  de  calcul  intégral , tome  II,  page  270). 
Les  termes  multipliés  par  cos  ■a,  sinas , sin  asr  sont  éliminés  de  cette 
expression , afin  de  pouvoir  satisfaire  aux  conditions  démontrées  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste,  page  90-93. 

Q.  Pour  avoir  explicitement  cette  valeur  en  fonction  des  coor- 
données X,  y,  Z,  remarquons  d’abord  que  en  nommant  x,  ÿ,  z les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes 
principaux  de  la  Terre , l’on  a 

X = rcosAcoscs,  y = r COJ  A {(A  ta,  Z = rsinX. 

mf 

Mais,  par  la  transformation  des  coordonnées , si  l’on  nomme  w l'incli- 
naison de  l’équateur  terrestre  relativement  au  plan  fixe  des  x,  y; 
(p  l’angle  formé  avec  l'axe  des  x par  son  intersection  avec  ce  même 
plan , et  â l’angle  formé  par  un  des  deux  axes  principaux , qui  se 
trouvent  dans  l’équateur,  avec  cette  même  intersection,  l’on  a 

^ = cos  X COI  ta  = q COSIS 

J = cos7^  sin  ta  = qsinis 

J = sin  \ — P 

où  l'on  a fait  pour  plus  de  simplicité 

//_  = cos  a sin  ^ sin  6 cos  (pcos6  -,  5 = cos  a cos  (p  sin  6 — sin  <p  cos  6 ; 

A _ t=  cos  U sin  <p  cos  6 — costpsùiâÿ  = cosucos  (p  cos6  sinp  sin6  ; 

= sin  U)  sin  P •,  • = tin  a>  cos  P j 

C = — sÎA  w sin  d ',  C _ = — sin  w cos  6 ; C = cos  w . 

Cela  posé,  si  l’on  remarque  que 


Ci, 

• r ‘ r ' r ’ 

= A i -B  ^ * C i, 

«r  "r  «r  ’ 

= A i -B  ^ * c i, 

tftf  •ftf  <»»f  ' 
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q" cos  nia  = ^ g C05  t?  -t*  q sinm^  ■*•  ^q  cos  ta  — q sin  ; 

q^sinniB  = ^^^q  cosia  ■*■  q sinxa'^  — ^^^q  cosia  — /^qsinia^  , 
l’on  en  conclut  immédiatement  que 

q"cos  nia  = ■*■  Ay^)x  ■*■  (5^  -♦•  By^)y  ^ (C  Cy^)^ 

.q^sin  nia  = ■•*  A^i^)x  ■*•  (B^  -*•  By^)y  -*•  (C  ■*■  Cy^)^ 

Ainsi,  à l'aide  de  ces  deux  formules  et  de  Féquation 

P = ^sinu  sin<p  •*•  ^sind)  cos  <p  ^ cos  m , 

l’on  pourra  aisément  exprimer  par  x,  y,  z,  r ]a  valeur  de  la  fonction 
10.  L’expression  de  V"  posé  au  commencement  du  n.°  8 donne 

dV"  m«D'x(,  , I,  , SAT'JTx^ 

lü  = P—  ((;>  - 3)  4/  * r,3, pr-  - etc. 

, dp  rfy„,  D dY„,  D-  rfr„,  , \ 
et  en  différenciant  la  valeur  de  par  rapport  à *,  l’on  a 

-{{A*A^ÿ=î)x*{B*B^i^yHC*C_iri)z^^^^ 

H.  (^A*A_y=i^  ((^^.t-^„>/^)i+(5*5,>^)j+(C+C-  /:î)3) 
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où',  pour  simplifier  l’écriture  de  cette  formule , l’on  n’a  pas  poussé  le 
développement  au-delà  des  termes  multipliés  par  En  substituant 

pour  ^ sa  valeur 

-sinwsinp — -jy  suuD sin<p  — sinu  cos(p  — cosu  , 

il  devient  évident  que  l’expression  précédente  de  est  réductible  à 
une  fonction  des  rapports  * » ^ ^ multipliée  par  ^ • 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  la  fonction  donne  un  ré- 
sultat de  la  forme  <?  = ^ Q . dans  lequel  la  lettre  Q 

« 

représente  une  fonction  des  rapports  * , ^ Ainsi  ce  terme  est , 
analytiquement  parlant,  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  fonction 
(qui  constitue  le  terme  principal  introduit,  dans  l’expression  de 
par  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune)  multipliée  par 
le  carré  de  la  petite  fraction  ^ • 

1 1 . Il  est  maintenant  facile  de  faire  voir  que  les  termes  multipliés 
par  les  coefiieiens  différentiels  de  V",  du  troisième  ordre,  sont  beau- 
coup plus  petits  que  celui  donné  par  le-  coefficient  différentiel  du  pre- 
mier ordre  de  la  même  fonction.  En  effet , une  simple  réflexion  sur  le 
procédé  même  de  cette  différentiation  suffit  pour  faire  voir  que  les 

valeurs  de  , etc.  seront  données  par  des  expressions  de 

la  forme  Q , le  facteur  Q étant , comme  précédemment , une 

fonction  des  rapports  ï,  -î.  En  outre,  si  l'on  imagine  le  rayon 

de  la  surface  du  sphéroïde  lunaire  développé  suivant  une  série  de  la 
forme  D(^\^  etc.),  l’on  peut  aisément  démontrer  que 

So^dj^  ^ 

la  quantité  — est , par  sa  nature , de  l’ordre  du  carré  de  ZX  ; ainsi 
le  produit  Sa  dM  sera  de  la  forme  — • -p-  • — Q » c’est-à-dire 
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une  quantité  de  l’ordre  du  produit  de  la  fonction  ^ par  le  carré 
de  la  fraction  ^ • Il  est  évident  que  la  même  conclusion  subsiste  à 
l’égard  des  autres  termes  multipliés  par  des  coefficiens  différentiels  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  V"  ; et  il  n’est  pas  moins  clair  que  les 
termes  ultérieurs  doivent  être  nécessairement  plus  petits. 

Les  formules  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples  lorsqu’on 
suppose  la  Terre  un  sphéroïde  de  révolution.  Alors , le  rayon  vecteur 
étant  indépendant  de  l’angle  w,  l’on  doit  supprimer  dans  tous  les 
termes  qui  sont  fonction  de  cet  angle , ce  qui  réduit  son  expression  à 


(m) 


m » m — I m.a 
a • am  — * i ^ 


m*  m — 1 . 
a • 4*  am 


— a » m 3 m-4 
1 • am  — 3 ^ 


En  faisant  successivement  m — ü,  3 , 4 , etc. , cette  formule  donne 
^(3)  ~ '^(3)(  ^ , 

à ) ’ 

etc. 

où  — AJj),  etc  désignent  les  valeurs  successives  de  la  con- 

stante : l’on  a affecté  du  signe  négatif  le  coefficient  afin  de 
rapprocher  davantage  l’expression  du  rayon  vecteur  de  celle  qui  aurait 
lieu  en  supposant  la  Terre  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles. 
Dans  ^cette  dernière  hypothèse  tous  les  coefficiens  , etc.  sont 

nuis  ; de  sorte  que,  en  nommant  a le  rayon  vecteur  du  sphéroïde,  l’on  a 


Cette  expression  donne  a = D ^ Y f®'sant  X = o , et 

a = D — en  y faisant  X = 90°i  donc  DK^^^  désigne  la  diffé- 
rence de  ces  deux  rayons , et  ^ l’aplatissement  en  parties  du 

rayon  de  l’équateur.  D’après  la  mesure  des  degrés  de  latitude  l'on 
peut  adopter  pour  l’aplatissement  la  fraction  , et  par  conséquent 

^0)  ^ 3ë^' 
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12.  Occupons  nous  maintenant  des  ternes  introduits  dans  la  valent 
de  par  la  fonction  désignée  par  V.  Le  sphéroïde  lunaire  n’étant 
pas  tel  qu’il  puisse  être  considéré  comme  recouvert  d’un  fluide  en 
équilibre,  il  faut,  conformément  à la  théorie  générale  de  l’attraction 
des  sphéroïdes  formés  par  des  couches  de  densité  variable  de  l’une 
à l’autre,  prendre  pour  l’expression 


i.%  r 


àa 


i,*  r 

5rj/ da 


da 


jr*J  ^ da 


da  etc. 


( Voyez  la  formule  (5)  de  la  page  38  du  II  volume  de  la  Méc.  cél.  ) ; 
où  Tl  représente  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , et  les 
intégrales  doivent  être  prises  depuis  a=o  jusqu’à  a — D.  Pour  par- 
venir à cette  expression  l’on  suppose  le  rayon  vecteur  , a , d’une  couche 
quelconque  développé  dans  une  série  de  la  forme 

a = a(i  * ^ etc.)  . 


dans  laquelle  etc.  sont  des  fonctions  semblables  à celles  dé- 

signées précédemment  par  F(3j,  etc.,  pourvu  que  l’on  y considère 
les  constantes  , etc.  comme  autant  de  fonctions  du 

paramètre  a-,  et  la  densité  p d’une  couche  quelconque  exprimée  par 
une  fonction  du  même  paramètre  a. 

Relativement  à la  fonction  désignée  par  Y^'\  il  est  important  d’ob- 
server que  l’origine  des  rayons  vecteurs , a , étant  placée  au  centre 


y'  d* 

P ^ de 

l’expression  précédente  de  F,  devient  nul  par  les  propriétés  de  ce 
même  centre  ; mais  on  doit  en  même  tems  remarquer  que  cette 
équation  n’emporte  pas  avec  elle  la  condition  de  = o , comme 
cela  arriverait  si  la  Lune  était  recouverte  par  un  fluide  en  équilibre. 

i3.  La  masse  M du  sphéroïde  lunaire  est  donnée  par  la  triple  in- 
tégrale M = -1 5p  cüi  dw’ dA' d • a’,  prise  entre  les  limites 


a = O ; A'  t=3  _ ^ 

o = D ' -,  a'  = J «■  ; 

de  sorte  que  il  est  évident  que  son  terme 


ta’  = o 
ta'  = aff , 
principal  est  égal 


à 
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Donc  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  M ~ \nhD^\ 


da 


da 


= b' ~ h"D^f  etc.,  il  viendra 


iif  ,_3A'  /y*  ,,3&" 

V = — •*•  Mtt  • -r-  -*-M- 


5b 


76 


El 


•4-  etc.' 


où  b est  une  quantité  peu  différente  de  l’unité,  et  b\  b'\  etc.  des 
fonctions  de  sin?^  et  de  cosxsj'  du  même  ordre  et  de  la  même  forme 
que  les  quantités  désignées  généralement  par 

Il  est  maintenant  clair  que  l’on  peut  déduire  de  cette  expression 
de  V des  conséquences  tout-à-fait  analogues  à celles  qui  ont  été  dé- 
veloppées dans  les  num.  10,  1 1,  par  rapport  à l’ordre  de  la  grandeur 

relative  des  termes  introduits  dans  la  valeur  de  ^ par  la  fonction 
14.  La  considération  de  la  Terre  recouverte  par  un  fluide  en  équi- 
libre à sa  surface  nous  a fourni  une  expression  de  V"  indépendante 
de  la  loi  de  la  densité  de  ses  couches , en  ramenant  la  recherche  de  la 
valeur  numérique  des  coefficiens  qui  entrent  dans  l’expression  de 

etc.  à celle  de  sa  figure  extérieure  et  de  la  loi  de  la  pesanteur 
à sa  surface.  Par  rapport  à la  Lune , cette  circonstance  n’a  pas  lieu , 
et  l’on  ne  connaît  aucun  phénomène  propre  à donner  les  coefficiens 
qui  entrent  dans  les  fonctions  b",  b"\  etc.  ; mais  l’on  peut , jusqu’à  un 
^ certain  point , évaluer  ceux  qui  entrent  dans  la  fonction  désignée  par 
b\  en  vertu  >de  l’influence  qu’elle  a sur  les  mouvemens  de  la  Lune 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

En  effet , représentons  par  y/,  C les  momens  d’inertie  de  la  Lune 
par  rapport  à ses  axes  principaux , C se  rapportant  à l’axe  principal 
perpendiculaire  au  plan  de  son  équateur;  d’après  les  formules  de  la 
page  3o3  du  tome  II  de  la  Mécanique  céleste,  l’on  a,  conformément 
.à  nos  dénominations. 


A 

B 

C 


8x  n d'O,^ 


= 


da 


8sr  d-  a® 


da 


da 


da 


8x  ç,  d-a^  , 


»S  — coiVcoi^tîr’^pcosX'  — ^ — dad?^  d-sj  , 
5 — C05V  sin-a/^  pco5X'— da  dx'  dxs  , 

5 — sin^yl^  P C05 X' ^ da  dK'  d xs  ; 


da 
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OÙ , pour  satisfaire  à la  propriété  des  axes  principaux , l’on  doit  prendre 
pour  une  expression  de  cette  forme 

5 ) •*■  cos  a w', 

étant  des  fonctions  de  a. 

Or,  en  substituant  cette  même  valeur  de  Y^‘\  l’on  a 


,,„,5  i\ 


■d-a^A'‘> 


2C0S  hCOSirff 


,'fi 


•d-a^À" 

da 


da; 


mais  par  la  combinaison  des  valeurs  précédentes  de  A,  B,  C l’on 
obtient 

aC  — B — A = J'Jiûrs'K — ^)  ( 3 cosV  — a ) cos  dA'  dis  X j'f  — da 

cos’a’  — a)  cos^a'  cos  a tsr'  d\‘  des  X ^ '■> 

B — A — J' J\  5 ) cos  "K  cos  a xa  d A'  d®'  X da 

cos’  2w'  dx"  dxa  X do  ; 
donc,  en  observant  que  entre  les  limites  A'  = — Jw,  ®'  = o 

®'  = 2 TT, 


a'  = ixr. 


l’on  a 


il  viendra 


— ^)(3cosV-  a)cosA'dA'd®’=  ^tr 
jy\îcos^>! — a)  cos^a'  cos  a®'  dA'  d®'  = o 
yy^ûn^X' — ^)  cos^X' cos  2ar  dx' dxa  = O 
f/cos^X  cos’  a ®'  d a'  d ®' 


3a 

= -vff  , 

iS 


«r  D A fd.a-A'^',  D V 3a  f d-a^A'^  , 

^C-B-A=  -^nj^-^da,  B-A=  ^^njf—^da, 

et  par  conséquent 

b'D^  ^ ^^aC— 5 — /^^I^sîo’a' — cos’ a' cos  a®' . 


i5.  D’après  les  dernières  recherches  de  M.  Nicollet  (V.  Connaissance 
des  tems,  année  i8a3,  page  340),  l'on  a 

%C—B  — A = o,ooo63oio4  -C  B — A = 0,000563916  • C , 
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et  par  conséquent 

b'D‘^=  i|^^o,ooo63oio4(«nV  — |) -H  0,00056891 6 coj“x' cos  2®'^ 

Comme  C est  évidemment  une  quantité  de  l’ordre  de  la  masse  mul- 
tipliée par  le  carré  dé  Z7,  faisons 

C = KD^M  = ^nKD'h-, 

alors  l’on  aura  pour  la  valeur  du  coefficient  ^ , qui  entre  dans  l’expres- 
sion de  V,  • ' 

^ ^^0,000680104  (sinV  — |)  0,000568916 cos’a' cos  2 . 

Le  coefficient  désigné  par  K est  un  nombre  absolu  qui  dépend  de 
la  loi  de  la  densité  pi  car  l’on  a K = et  en  négligeant  les  termes 

très-petits  dus  à l’écart  de  la  figure  sphérique , ÜT  = ^ • 

Pour  avoir  une  idée  de  la  grandeur  de  ce  coefficient,  il  n’y  a qu’à 
supposer  la  densité  p constante,  et  alors  l’on  a A'=f.  Mais  en  sup- 
posant la  densité  des  couches  croissante  de  la  surface  au  centre,  l’on 
peut  démontrer  que  la  valeur  de  K est  plus  petite  que  la  fraction  l ', 
car  en  intégrant  par  parties  depuis  a = o jusqu'à  a = D',  et  en  nom- 
mant p'  la  densité  à la  surface,  l’on  a 


Sprf-a'  pa* — /a’dp 

Spd'O}  pa^  — fa^dp 


D 


Or  la  diiférentielle  dp  est  nécessairement  négative  dans  l’hypothèse 
actuelle,  et  ^ est  toujours  une  fraction  ; ainsi  la  puissance  étant 

une  quantité  plus  petite  que  pour  chacun  ' des  élémens  de  ces 

deux  intégrales , il  faut  en  conclure  que  ®st  une  quantité 

positive  moindre  que  l’intégrale  — /('rtWp>  pareillement  positive;  et 


que 


est  toujours  une  quantité  plus  petite  que  l’unité. 
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16.  Pour  n’avoir  à considérer  que  des  coordonnées  orthogonales,  il 

n’y  a qu’à  prendre  pour  cojV-coiaw'  les  valeurs  qui  résultent 

des  formules  posées  dans  le  n.°  9 , en  y faisant 

= cosa  sin^' ânèt  cos^'cotd -,  5 = coî«  cor  (f'iiii  6'— «n<f)' cos  ô'; 

A^^  = cos  0)  sin  ^'cosff  — cos  <fi'  sût  & ^ = cos  m cos  <p'cos  d -*•  rûi  Ç'rin  ô”  ; 

A^^^  = sia  m sin  <p'  ; = sin  « co$  (f'  i 

C = — sin  (»' sin  6' -,  C — sini»  cos  6' -,  C =cos»>-, 

et  observant  que  « représente  l’inclinaison  de  l’équateur  lunaire  par 
rapport  au  plan  de  l’écliptique  ; <p'  l’angle  formé  par  l’intersection  du 
plan  de  l’équateur  lunaire  avec  l’axe  des  x\  éi  l’angle  formé  entre  l’un 
des  deux  axes  principaux  placés  dans  l’équateur  lunaire  et  la  ligne 
d’intersection  de  ce  même  équateur  avec  le  plan  des  x,  y. 

Les  développemens  que  nous  venons  d’exposer  sur  l’influence  de  la 
non  sphéricité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  font  voir  assez  clairement 
qu’il  serait  inutile  d’avoir  égard  aux  termes  provenans  de  l'écart  de 
la  figure  du  Soleil  de  la  figure  sphérique,  puisqu’ils  seraient  de  l’ordre 
du  produit  de  ce  même  écart  par  le  carré  de  sa  parallaxe. 

17.  Après  les  forces  agissantes  sur  la  Lune  que  nous  avons  consi- 
déré jusqu'ici , celle  qui  se  présente  naturellement  est  sans  doute 
l’action  des  planètes  du  système  solaire.  Four  en  comprendre  l’effet 
dans  les  équations  différentielles,  nommons  m",  m",  etc.  les  masses 
dés  planètes , et  désignons  par  x",  y",  z\  x",  y",  z",  etc.  leurs  coor- 
données géocentriques  respectives.  Il  est  évident  que  l’action  de  chaque 
planète  doit  introduire  dans  les  seconds  membres  des  équations  (II) 
du  n.‘  7 un  terme  semblable  à celui  qui  provient  de  la  masse  M"  du 
Soleil.  Donc  si  l’on  fait 


r — X y Z , r ^ X y -*-a  , etc. ; 

A' ’ = (*'-x)V  (y^-yf-*-  {z'-z)\  A" * = {x"-xY->-  {y'"-yf->-  (z"'-z)\  etc.  ; 

a = — m ^ ——m  ^ H-  ^ — etc. , 
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l’on  aura  àu  lieu  des  équations  (II)  celles-ci  : 

d'x  X dûl  rfû"  dû"' 

•r  dx  dx  dx 

^ y_  _da  dû!'  dû"' 
dt*  tfy  dy  dy  ^ 

dV  Z dû'  dû"  dû" 

dt*"***^?^  dz  dx  dz  ' 

Comme  les  mouvemais  des  planètes  sont  donnés  par  des  coordon- 
nées héliocentriqnes , en  nommant  ces  dernières  X'\  Y" y Z\  il  est 
clair  quç  l’on  aura 

X = X"  •*•  X y y"  S=  Y"  y y z“  = Z"  -*•  Z 

et  des  équations  semblables  pour  les  autres  planètes. 


S a- 

Équations  différentielles  entre  les  coordonnées  polaires. 


18.  Nommons  p la  projection  du  rayon  vecteur  r de  la  Lune  sur 
un  plan  qui  coïncidait  avec  l’écliptique  à une  époque  déterminée  j la 
loi^itude  comptée  sur  ce  même  plan  depuis  un  équinoxe  fixe,  et  s 
la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune;  on  aura  d’après  cela 


X = pcOfP,  y = 

En  dififérentiant  deux  fois 

d'x  d‘p 

IF  = 


psinpy  Z = pi,  r = f>/(i-*-ss). 

de  suite  la  valeur  de  x et  de  y,  on  obtient 

_ . dp  do  dp*  d*p 

a«n  ^ _ pcoiP^  - psuip^  , 


dy  . d*p  dp  dp  . dp*  d*p 

^ = iw  P^  acoîP^  • rf?  - P P“^ • 


Donc,  en  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  coip,  et  l’ajou- 
tant à la  seconde  multipliée  par  sin  p , on  aura 


d‘x 


d*y  . d*p  dp* 
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et  par  un  procédé  analogue 

t 

d*y  . d*x  . d*v  do  dv 

d^x  d*v 

En  substituant  dans  ces  équations  pour  leurs  valeurs  tirées 

des  équations  (III),  et  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
îi  = Ci  -t-ÇÜ'-t-  Qi"i  il  viendra  • 


d*p  dv' 

de  ^ de 


da 


dû, 


T = -J^cosv^ 


d'v 

^ de 


dp  dv 
^ dit' di 


p*{i-t-ss)^ 

dû  dû 

-J— COS  if  — -y~sinv 
dy  dx 


La  seconde  de  ces  équations  revient  évidemment  à 
d.p'dv  dû  dû 

L’équation  2 = p s donne 


^ _ £p_ 

de  ~~  de 


dp  ds  d*s  dû  s , 

-s  * Pï?  = 


55) 


d^û 

On  peut  éliminer  de  cette  équation  le  terme  ~ à l’aide  de  sa  valeur 
trouvée  plus  haut  ; alors  l’on  aura  entre  les  variables  p,  p,  s les  trois 
équations  suivantes  : • 

d*s  dv*  i dp  ds  J dû  s-cosv  dû  s-sitiv  dû' 

dë 


dv*  a dp  ds  1 dû  s-cosv  dû 

^ de  p dt  de  p dz  p 


(W) 


O ^ 

de  de 


dû 


dx 

dû 


p*(t-*-ssÿ 


T = COSP-;—  smv-j— 
* dx 


dy  ’ 


d>  p*dv  dû  . dû 


C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange  a employé  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  des  planètes  dans  son  Mémoire  sur  les  per- 
turbations de  Jupiter  et  Saturne  imprimé  dans  le  troisième  volume 
( année  1762  ) des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  page  321.' 

19.  Si  l’on  nomme  ô la  latitude  de  la  Lune,  l’on  a 

s 

s =3  tW7ff  ô , ' p = r C05  ô ; 
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ainsi  il  est  clair  que  les  équations  précédentes  peuvent  être  transfor- 
mées dans  d'autres , dans  lesquelles  les  trois  variables  seront  r,  6 et  v. 
Pour  cela , observons  que  l’on  a 


ds 

* 

dp 

dt 

ds  dp 
dt  ■ St 
d‘s 
dt* 

IV 

dt' 


1 

cot'd  ' dt  ’ 


.dr  . * dfl  . 


dr  d9 


fin  9 d9* 


cof9  dt  dt  ^ «01*9  dt*  ’ 


1 d*9 

«01*9  " dt* 


aiin9  dt'  _ 
eoi’  9 dt*  ’ 


. d*r  . .d9  dr  . d5*  . . d*9 

= coiÔ^-3«nâ^.^-rco5Ô^-r5,nâ^; 


2 ds  dp  a dr  d9 

P dt  dt  rcos't  dt  dt 


aiûi9  d9* 

* dF’ 


En  substituant  les  valeurs  de  et  de  ~ ^ ^ ^^ns  la  première 
des  équations  (IV),  nous  aurons 

sintcase  dû  sintsiiie  dû 


I d*9  a dr  dt  ^ du' 

cos't  dt'  rcos't  dt  dt  dt* 


I dû 
rcost  dz 


rcos't  dx  rcos't  dj 

Pour  simplifier  le  résultat  que  l’on  aurait  en  substituant  la  valeur 
précédente  de  ^ = d'-rmt  seconde  des  équations  (IV), 

remarquons  que  l’on  a z — rsinô,  et 


d*-  rsint  dû  f . . ■ a d'r  .dt  dr 

.^SUIÔ  = Stn6.^  ^ 2C0s6^.  ^ 


.d‘t  . A dt' 

rcost^-rsint-^. 


En  multipliant  cette  équation  par  siné,  et  l’ajoutant  à la  valeur  de 
^ , multipliée  par  cos  6 , l’on  aura 

d'r  dt'  SA  do'  <r  . . 

^ = rewô-^  - ««« 


dû 


. dû 
cos  6 cos  0-7- 

dx 


. . dû 

- , W VW  tr  —t—  COS  (f  Slt%  ~T~‘  * 

a Z dx  ily 

Les  trois  équations  dans  ce  système  de  coordonnées  seront  donc 
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de* 


(V) 
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sinùcost>  tiiX  sindsinv  dû 
r " dx  r tfy 


% dr  d^  . f. 

-•t-’jT  •♦‘««OCOWT-i  = 

r de  de  de 


cotù  dû 
r dz^ 


d*r  rf0*  a*  <*>•  <r  * dû 

■dF  ” r-^^rcos6-jpr-*--^  = eos6cos9^ 

d‘ (r^cos'ùdv)  . . dû  < dû 

— = — rcosôsuiv^  reos$co&i^^  • 


cosôsinVj-  •*‘Sind:r  » 

dy  dz 


20.  Si  Ton  remarque  maintenant  que  Fou  a ici 

X = rcosùcosv,  y = rcosôsinv,  z = rsin$t 

Ton  en  conclura  que  en  multipliant  respectivement  ces  trois  équations 
par  Fdô,  dr  ^ dv y et  les  ajoutant  ensuite.  Ton  a 

rfô  rfr’rfô  ï , a e -,  dr  I rffl*  , a <*»*  , a a-  d»  d*v 

Z'W* 

dû 


. —J. a-r  cos  ô-7:r-^-a*-rT -jyd-r  ■*‘-r^-rcosQ’*-2j->-^jrcos  B 

de  de  % de  ^ de  2 dr  dt  dx  de 


ou  bien 

dr* 


dr 

= - 


dû  J dû  J 
-j-dx  -*•  -r~dy 
dx  ' dy  •' 


dz 


dz , 


I * <tr  ^ J â dO  I 7 a Sa 

-d‘-^-*‘-d-r  -rr-*“-a-r  coi  = — a-y 
d^  i de  Z dt  r 


dr 


dû  J dû  J dû  J 

■dx  ~^dy 


dx  7"^  dy  ' dz 

Cette  équation  est  analogue  à la  troisième  des  équations  (V)  sous  le 
rapport  de  l’immédiate  intégrabilité  des  premiers  membres  qui  com- 
posent ces  .deux  équations.  H est  d’ailleurs  clair  qu’en  considérant  SI 
comme  une  fonction  de  r , p , ô , l’on  a ’ • 


I J (àr' 


a dd* 

^ de' 


a 3A<^*\  dr  dû  J 


dû  J.  dû  J 


et  que  les  seconds  membres  des  équations  (V)  peuvent  être  respective- 
ment exprimés  par  les  coefficiens  différentiels  partiels  ^ ^ ^ • 

n suit  de  là  qu’en  substituant  les  valeurs  de  x,  y,  z,  l’ou  a ces 
quatre  équations 

dt>*  dû 
de 


(VI) 


fd.r'dè 

de* 

— 

r sut  a cos  a 

d'r 

d&* 

de 

— r 

de' 

— rcos 

d.  (r*«M*ôrfp) 

dû 

de* 

~ d»  * 

-d.i 

<de 

a dB* 

-“U* 

<de* 

•f*  r 

dp* 

de* 


dù  ’ 
_ 

~ dr 


dû  J.  dû  J 
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En  intégrant  la  dernière  de  ces  équations , et  posant  plus  de  simplicité 


l’on  a 


ti£x  J 9A  • 


Jr‘  , rfâ* 


t^coi‘6^  = ^ ^ a y^'û  ; 


où  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  symbole  différentiel  d'  ne 
regarde  que  les  variables  r,  6,  v explicitement  contenues  dans  la 
fonction  û,  an  lieu  que  l’intégration  marquée  par  le  signe jf'  est  re- 
lative à la  variable  o considérée  soit  explicitement , soit  implicitement 
dans  la  même  fonction. 

ai.  Maintenant  si  l’on  ajoute  cette  équation  à la  seconde  des  équa- 
tions (VI)  multipliée  par  r,  il  viendra 


rfV 

W 


«fr* 

<&* 


dr 


ou  bien 


I dV 

V~dT  = 


7.Jd‘Ù, 

’-W 


Cette  équation  du  second  ordre  offre  la  plus  simple  combinaison 
qu’il  soit  possible  de  former  immédiatement  avec  les  équations  (VT). 

Pour  éliminer  de  la  dernière  équation  du  numéro  précédent  la  va- 
riable fl , il  suffit  d’observer  que  l’équation  tai^û  = s donne  dfl  = 
et  que  par  conséquent  l’on  a 

dr'  ^i/dt>*  I A*  I \ « ao’  /j  n 

En  écrivant  la  troisième  des  équations  (VI)  sous  la  forme 


^1  = 0 


l’on  en  conclura  que  ces  équations  sont  équivalentes  à celles-ci: 
/ 1 iTr*  <r 

â’  “ r 


(viy 


* = (I-«)/^<*. 

\ dt*  dt'  "**  (!-•-»»)*’  dv')  T J 
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22.  La  troisième  des  équations  (IV)  étant  la  même  que  la  troisième 
des  équations  (VI),  il  est  clair  que  l’on  a 

rf  • p'cU>  dü 

dt‘  du 


Pour  peu  que  l’on  examine  cette  équation , on  voit  qu’elle  peut  être 
intégrée  .de  deux  manières  différentes:  i.°  en  la  multipliant  par  de, 

ce  qui  donne  ^ ~ multipliant  par  2pVi», 

ce  qui  donne 

y "• 

Cette  équation  est  propre  à donner  immédiatement  le  tems  en 
fonction  de  la  longitude  t>  ; mais  comme  cette  intégration  dépend  im- 
plicitement des  valeurs  de  p et  de  5 , il  est  nécessaire  de  transformer 
les  deux  premières  des  équations  (IV)  de  manière  que  ç soit  la  va- 
riable principale. 

Pour  cesser  de  regarder  de  comme  constant,  on  doit  changer 
d'p  _L  ,7  V <^P  d't  _ 


** 


en 


dt  dt 


dt  dt' 


mais  l’équation  -dt  — d^^,  étant  différentiéc , donne 


di>  dv 


du 


Partant  l’on  a 

^ = /J_  . ^ _ a 2 

dt'  \p*  dv‘  p^dv’ ) dv 

d'p  du*  i/i  d*p  /^‘idù  J dp 

dt'  ^ dt'  ~p\P  p‘dv')  f du  p'dv 

Cette  expression  se  simplifie  en  posant  « = - ; car  elle  devient 

d'p  dv'  3/  d'u\  /'dû  J du  dQ 

11  suit  de  là  que  la  seconde  des  équations  (IV)  donne 

/d'u  \ A ctû  J <r  I du  dü  cos  v dù  sût  p dü 

V'à'*  / ^Judv  **  . i»’</p  du  «*  dx  rfj  ‘ 
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Pour  transformer  d’une  manière  semblable  la  première  des  équa- 

d‘s 

tiens  (IV) , il  faudra  changer  ^ en 


Sd  — — 

dt  “■  dt*  — dt‘ 


d'i 


È. 

dt 


Éll 

dt‘  • 


Cela  posé,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  d’t  et  de  dt,  l’on  aura 


d's  I 

ds 

dû 

dpds 

de'  “ P* 

' dÜ  ‘ 

dtf 

- p’-dv' 

do'  a 

dp 

ds 

_ dpds 

dt'  P 

dt  ' 

dt 

~ p>do' 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  aura 

da 


dsf 


ds  f / d' s \ /'a  dH  , i 


dz 


dx 


da 

dy 


Mais  nous  avons  fait  précédemment  u -=z  donc,  en  résumant  le 
résultat  de  ces  transformations , l’on  aura 


S/d‘s  \ /'da  J I ds  da  s-cosv 

^/d'ti  \ / da  , et  1 du 

dv' 

dt  t / /da  J \-i 


4^Û  S’sinv  dO>  1 
dx  dy  dz  ' 

dù  rostf  dd  sinv  dH 

dv  U*  dx  «•  <iy  ’ 


a3.  Pour  éliminer  les  coordonnées  x,  y,  z,  remarquons  quen 


comme 

1 fonction 

de 

S,  tt. 

l’on  a 

da 

da' 

‘ rfp 

da 

du 

da 

ds 

dx  ■ 

dv 

’ dx 

du 

dx 

ds 

' Si  * 

da  _ 

da 

. * 

da 

du 

da 

ds 

<fy 

du 

' ffy 

du 

' ^ 

ds 

da  _ 

da 

do 

da 

du 

da 

ds 

dz 

dt> 

dz 

du 

dz 

ds 

dz* 

s tang 

s>  = 

y 

IL 

\ 

X 

1 

‘-i-y*’ 

s = 

= ZU,  1 

Tome  l. 
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dv 

• 

dv 

dv 

di  “ 

— U suit». 

dy 

UCOSç  , 

dz 

= 0, 

du  

U 

da  

A * 

du 

dx 

— U cos  ç y 

— U sinv  f 

dz 

= 0, 

ds  _ 

ds 

ds 

dx 

— US'COSO, 

— us-siiu^y 

dz 

= U, 

et  par  conséquent 


da 

da 

, dû 

da 

dx  ~ 

— usinv-p- 

dv 

— U C0SV‘-J— 
du 

— uscosv-^ 

da 

da 

a . da 

da 

dy  “ 

U cos  V -r- 
dv 

^ U smv  -T~ 
du 

— us-stnv—r 

ds 

rffl 

dz. 


da 

ds 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (VÏI),  Ton  aura  • 

/ \ f'dSX  J \ ds  dd  s dd  I ss  dd 

^ \dv'  ii‘du  ^ «*  dv  dv  U du  a*~  ds  ’ 

/d’u  \ rdd  J 


(VIII) 


-s,y 


du 

dv 


da 

dv 


du 


ds 


A 

dv 


On  doit  à D’Alembert  et  à Clairaut  la  forme  de  la  seconde  et  de 
la  troisième  de  ces  équations.  Comme  ces  auteurs  > à l'exemple  de 
Newton , cherchaient  les  variations  de  la  latitude  de  la  Lune  par 
celles  des  nœuds  et  de  l’inclinaison , ils  n’ont  point  formé  directement 
l’équation  différentielle  en  s , laquelle  nous  paraît  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Lagrange  ( Voyez  page  3a5  du  tome  III 
des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin  ). 

24.  On  peut  aussi  déduire  des  équations  (VI)'  données  dans  le 
n.°  21  un  nouveau  système  d’équations  «yant  v pour  variable  prin- 
cipale. En  considérant  dt  comme  variable,  l’on  doit  changer 

d'-r'  d‘r*  ds*  d't 

df  dt‘  Â ‘ ’ 


donc,  en  substituant  pour  dt  et  d^t  leurs  valeurs  données  dans  le 
11.®  22,  il  viendra 
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dv 


•TV  /I  rf'.r’  a dp  d i^\  /* , rfû  , i <i-r* 

dt*  <A>*  p^  dv  dv  ) ^ dv  **"*"/>*  rfo 

OU  bien , en  remarquant  que  p = i , 

d'.t*  /d'-t*  a rfu  dr*\  ./'dû  J J 

\ dv*  U dv  ' dv  / u*(A<  “ 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (VI)',  Ton  aura 


,d-r*  da 

dv  dv 


1 d^ 
â ‘ dv‘ 


I da  d->* 
U dv  dv 


<r 

r 


r—  — — 


dr 


da  dt* 

dv  dv 


Or  les  équations 


dv 


da  da  da  da 

'HF  ^yw  * 


et 


dv 


/(<■*•»») 


donnent 


da  da 
^~dF  = -“ÂT 


et 


dv 


as  ds 
U*  dv 


a(i 


■s  s)  du 
® dv 


. donc , en  substituant  ces  valeurs , l’on  obtiendra 

I d‘-r*  a du/  ds  i-*-ss  du\ 

a dv*  u’  rfv  \ rff  U dv  / 


I vu  da 

] li/(i-»-ss)  **  du 


-^-î) 


y (/y 


^VlFdv^''- 


Si  dans  la  troisième  des  équations  (VI)'  l’on  flût  pour  plus  de  sim- 
plicité d(pc=dvf/ ^ , l’on  a l’équation 


Él 

dt* 


dt* 


ou,  en  substituant  pour  dt  sa  valeur. 


di*  idjl* 

dv*  dF 


ifd'Sh 


au 


En  combinant  cette  équation  avec  la  i^écédente  qui  donne  la  valeur 

I d*-T* 


de 


; • , et  remarquant  que 


1 d^  _ £t 
a'  dv*  ~ dp* 


dr* 
dv*  ’ 
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l’on  trouvera 


au 


d*r  ' i du  / ds  j-t-ss  du\  

dv*  ^ dv^  li*  \ dp  U dv  ) 

(ds  i-*-ss  du\  dû 

-1— 


/•dû  , 


j/(i-+-jj)  du  \“  dv  U dp/dpja 

25.  Si  dans  les  équations  (TV)  trouvées  dans  le  n.®  i8  on  substitue 

dû  dû 
dx  ^ dy  ^ dz 


au  lieu  des  fonctions  ^eurs  valeurs  exprimées  pai^ 

dû  dû  dû  ,, 

-r- 1 -r- 1 -7-  ^ 1 on  aura 

dp  du  ds 


dp*  ^ dp  ds 

dû 

I 

dû\ 

^ dF  p'dt’dt 

d,)’ 

dp*  <r  / 

5 ai 

<dÛ  # 

dû\ 

7V'*'" 

' -f-  — • 

U 

d5  y ’ 

° dt  J dsf 

En  faisant  p = “ <îans  le  premier  membre  de  ces  équations , on  les 
transforme  dans  celles-ci  : 


d*j 

dp* 

3 

du  ds  A / 1 

dû 

I J 

dû\ 

dF 

U 

. . _ = f - . 
dt  dt  \u 

du 

■ “*" 

' di  j ’ 

d’tt 

dp* 

a 

du'  au"' 

rdû 

f dû 

U — - ' 

d^  U 

^ (!•♦-«)> 

= “ 1 

^d« 

« • - I 

U ds 

rfT 

^rda 
~~  “y  dp 

de  ; 

lesquelles  doivent  être  considérées  comme  les  réciproques  des  équa- 
tions (vm). 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  les  équations  (V)  peuvent 
être  mises  sous  cette  forme  : 


d*.  r*dd  a • A a dv^  dû 

—dT  ■**'■  = lis-^ 


, . dû 


(’■”'«)*  =y^*- 


C05  ô 


dû 
d«  ’ 
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S 3. 

Développement  préliminaire  des  fonctions  des  forces  perturbatrices. 


a6.  Les  équations  (VIII)  seront  la  base  de  notre  Théorie  de  la  Lune  ; 
ainsi  il  est  nécessaire  de  considérer  les  fonctions  H',  li",  fX",  afin 
d'exprimer  par  les  coordonnées  u , v,  s les  termes  qu’elles  introduisent 
dans  nos  équations  différentielles. 

Nous  avons  fait  ( n."  7 ) 

JU' 


a = ~Af 
mais  l’on  a 

X = 


-t-yf-*-  zt! 


(/[(*-  - x)‘  ^ (y-  - y)*  H-  (s-  _ *)•]  ’ 


sinv 

U 


Z = -, 

U 


et  rien  ii’empéche  d’exprimer  par  des  fonctions  semblables  les  coor- 
données du  Soleil,  en  posant 

, y 


X = 


, sinv^ 

y = -;r’ 


Alors  V représente  la  longitude  du  Soleil  comptée  sur  une  écliptique 
fixe , depuis  un  équinoxe  fixe  ; la  projection  de  son  rayon  vecteur 
sur  le  même  plan , et  s'  la  tangente  de  l’angle  formé  par  le  rayon 
vecteitr  r avec  cette  même  projection. 

En  substituant  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  la  première  partie 
de  £1‘  devient 


«'*  t s'  eos{v  —v") 


M'u' 


et  la  seconde,  posant  pour  plus  de  simplicité 


■SS  -*•  s s ^ 


n = - ^cos(v-v)  *ss)- 

de  sorte  que  l’on  a 

M'u!  ss'-*-cos{v  — v') 

En  prenant  les  différences  partielles  de  ft',  nous  aurons 
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dQ!  .V'»"'’/  rtx-l  / nx-l\ 

-=.-M -((1-^*0  »-(i-^n) 


(Voù  l’on  conclut 

j_  ^ 

«•  ■ dv 


= ^7 P stn(o  — v) ^(i  -4- iV)“»  — (i  n)"a^  1 
t dO,'  j-*-ss  dû!  jn-u"/  / -\  <\//  ' >x-î  / rr\-3\ 


du 


L 

U ds 


27.  Afin  d’établir  une  limite  dans  les  développemens  ultérieurs  de 
CCS  dernières  fonctions , nous  conviendrons  de  négliger  le  carré  de  s, 

fjn 

le  produit  s,  et  de  ne  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
( 1-4- II)”»  que  les  termes  multipliés  par  u,  u‘,  en  se  rappelant 
que  U représente  l'unité  divisée  par  la  distance  du  Soleil  à la  Terre 
projectée  sur  l’écliptique  fixe  i ainsi  nous  aurons 


où  l’on  a 


(i*n)-i=  i-|n. 


16 


n =— — coi(t>  — v) 


14  , . au'  , 

4“” 


n’=  cos(2v  ss)  cos(y  — v)  ■ 

et  par  conséquent 

(i*n)  - _ _.^55-4-  3 

-4-  C0s(2l>  — 2v)  (-4.  ^ 

, ,.  / 5 tt'  45  k”  i5  k” 

-4-  COi(  P — t>)l-4-3  — -f  ; 

' ' \ « O li*  au’ 

-4-coj(3p-3p')(-4-^.^’^. 


etc.. 


8a'*  , , ,, 

SS  C0i(p  — p). 


«'  A 

— i î I 
« / 


55 


.sjtî) 
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En  faisant  les  muliiplications  indiquées , on  aura 


3i 


U*  ’ dy 


«♦ 


U ’ du 


1 -*-ss  d£i’ 


a» 


COS  O 


/ * “**  ^ »*'•  / 9 o’  f'  \ 

co.(v— .')(_Ç.JV|.ï's,_3.*.,-+39 

co.(3.-3.')(-¥-v) 

co*C4v-40(-S-S) 


— -ul  ^ 

</«  u'  ds 


COS  O 


m’K 


/ 1 9 •*'»  9 a'»  9 «'  ' ,\' 

\ 2~Î6--nr-»-î -1:î"“~2 ) 

(- 1 -I . î'  ^ • ^'  ) 

CO*  (m_o')  (_  I . I . ;■  „_3.*.*'+  .5 ^ 
cos(3i.-3o')(-ÿ.^') 
co*(4.-4v)(-s;^).  ' ■ 

28.  Considérons  maintenant  la  fonction  û™ , qui  est  par  sa  nature 
analogue  à la  foncüon  û'.  U suffira  de  développer  la  partie  de  û" 

Tome  I N 

' 4 


3a  TlirORIE  DU  moivement  de  i,.\  line 

relative  à la  planète  m'  \ car  il  est  évident  que  par  un  simple  cltan- 
gemeut  de  lettres  ou  pourra  eu  déduire  les  termes  dus  à l’action 
des  autres  planètes. 

En  substituant  pour  x" ,y , z"  leurs  valcnrs  X" -i-x' , E”-»-y , Z"-^z^ 
dans  la  valeur  de  Û"  trouvée  dans  le  n.”  1 7 , on  aura 

!‘"=ï-5^,((A"W)co.v+(r'+y)™v+(r+!')i), 

Cette  expression  de  a"  donne 

f =-à(z'+«'-J)  ■ 

Cela  posé,  il  est  facile  de  trouver  les  expressions  suivantes: 

^ =V‘  (i'T'^-x')cosi>^-{Y’'-^ysinvyZ'-hz')s) 

rfû"' m"  / . j\/  1 1 \ ’n"s 

Actuellement  si  l’on  fait 


j^tt^^eosv''  T/y^ sin  v s 

u"  ^ tt"  * ^ u"  ^ 


m"  / $m(v — y")  sin(t/ — ‘*^)\/  ^ * \ 

« \ m"  ~ u'  / \ r"*  A'*  / ^ *■ 

m"[~COt(l/  — y")  _ co,(y_y')  _ / f*  \ ,~1  / 1 1 \ . »l' ‘ f , . 

rfP” _ _t  \ 

itu  tt  \u"  / o*A'*  * 
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n suit  de  là  que  nous  avons 

I rfû"'  mV  I . / I . , -v\/  I » \ 

Pour  achever  d’exprimer  ces  trois  fonctions  par  nos  coordonnées 
polaires,  il  faut  remarquer  que  l’on  a 

I-.-JV  ^ a-»V'  ^ 3 «)»(•/ -O 

^ 1,'^  ***  !*"•  uV'  ' 

A'i  "»  a co»(o  — p")  a CTj(p  — O a-i/ y *''\ 

^ ^ ~~ipr~  n.ufi  u-ul  U V «'  u")  ' 

d’où  l’on  déduit 

1 / I I \ u’’/  au'  , • »,  < - / - -,  u'*  a.y/'-u'\-| 

û>(r^  - Â^»)  = tA'  •*■  -P  -(I  - ^ * — ;?r-j  " 

Ces  deux  expressions  peuvent  être  développées  en  série  convergente 
lorsqu’il  s’agit  d’une  planète  inférieure:  pour  une  planète  supérieure  il 
faudra  leurs  donner  pour  facteur  commun , et  alors  l’on  aura 

1 u"’  / „i  -a  au"  , -,  au"*  , -,  u"*,  , au"x/  - j'u'',\_J 

■ . . ■ ; T-i  r II  — COIlt»  — 1>  I — — rrOefU  — Ü (i  I • ^ s 


1 u"’  / -a  -a  au"  , -,  au"*  , -,  u"*,  , 3u"x/  - 

i/i  i\  u"V  au"  -,  „„  - u'»*  a.y.j".uVJ 

u"Y  -a  -3  au"  / -,  au"*  , -,  u"*  , , au'i/  „ ,'u",\_ 


aq.  La  fonction  îi"  étant  assez  compliquée , il  convient  de  considérer 
à part  chacun  des  termes  qui  la  composent  -,  ainsi  nous  la  réduirons 
d’abord  à £1"  = ~ F"  (n.°  7).  De  plus,  nous  ne  retiendrons  dans  F" 
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que  les  trois  premiers  termes  ; et  nous  supposerons  la  Terre  un  sphé- 
roïde de  révolution.  Dans  ces  hypothèses  l’on  a 

1);  — |ïinA)i  (V-n.^Setii). 

En  substituant  ces  valeurs  de  , 7^,^  et  remarquant  que  r = , 

nous  aurons 

»''=  <1— %(4/- 

( I Jj)  a ^ f 

En  substituant  nos  valeurs  de  x,  y,  z dans  celle  de  tin\<=p, 
trouvée  dans  le  n.®  9 , il  viendra 

. . . . «w  O .sine  s 

sin\  = sintt  stn<(>^, -t-  suit»cos(b^, -4-  cosu-r, r 

sinosin{if’*^(p)  s»coso 

“ »/(!-►*')  ^ /(t  -*■  »4)  ’ 

et  par  conséquent 

il-sinX  sût  O eos[v (p)  d-siaX  d-tinX  coto  — s.sûi  o sût{v 

~y(T^ss)  ’ “dü  ® ’ ~dTs 

Cela  posé , si  l’on  forme  les  différences  partielles  de  la  fonction  ü", 
l’on  trouvera 

dü"  __  a<r(^  — Kit^iyg^ûn X d-sûtX  3 trX^t,D'»*(tûi"X  — | ) d.sûtX 

dv  -î  de  (1  -*-ss)"  rft»  ’ 


dv 

dü 


(i-ss)^ 


dü"  Zvitji  — X,,,)/>'u’(/ôi’A — — iSÛiX) 

ïT  “ , (1-4-4X)* 

dû"  a<r(^  — Kf,^D'u^sinX  d-tinX  3 <r Kii^D^u*{sût'X  — s ) d • tût X 


(I  -i-x/)V 


— K(,^t lyu^isia'X — 3)  ^irX(i^D^u*s(sûi^X — IxinA), 

/ \T  ' 

(i  -*-xx)4  ' ' 

et  de  là  il  est  facile  de  conclure  les  expressions  suivantes  : 
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I dû"  — Kfty)D‘uiinX  dtinX  3ffKfifi^u'(sin'X — |)  d-sinX 

u‘'  dv  ~ , .4  di>  (i-t-ss)‘  dv  ’ 


i dû"  dû"  20\tj/—  K^%^D*usinX  d-sinX  — 3)  d-sinX 

tt  ’ rfa  «•  ’ /rf»  ± • "~JT“  ’~T  ’ 


ds 


(1  H-/#)» 


ds 


ds 


dû' 


. 1 da"  _e{,p~  K,.,)  n'u'/3(sm‘X-l)  . ...:_,d.,«A\ 

(i-<-»/)*\  1-1- fi  V 5/  ds  / 

Les  formules  précédentes  donnent 

sin*X  4 •*■  ss-cos'o  isin  O eos  o-s-sin{p s-  if)  — i sin'o  cos(Ms-ilp) 

l-t-si  ~ (I  -*-  si)'  ’ 

sinX  dsinX  _ —^sin'o)s  {i—ss)sino  cos e sin{vs-(f)->- ^s-sin'ocos(M -s- ^<fi) 

. ^ 


(i->-ss)s 

-3.  \ -/^  - . 11  -î  _3_ 


fûi*X  dsinX  ^ i^^05W5ül^«-5j(C0ia)-aC05  w)-*-5(a5t/lû)- Of)5m(p-»-(p)J  J 
ifs»  ds  I - cos<v  sûi‘a>(^-ss)cos(2f>-t- 2<p)  ■*■  lsin^ai-s-sin(3t>-t- 

sinX  d- sinX  s- sino  cos  0 cos(v  s- (fl) -s- ^ sin'a  sist(3v  i(fi) 

~“T  ’ “jTI  — ' 1 . . . ^ 


(1 


i*A  d-sinX  i i^^‘>>*fS'sif‘<»cos‘u*s-si/i‘a)cosi>isin(ai>*  2^)]  , 


(I  -♦-«)*  <&> 


-4 


isin^ucos(3o  * 3(f>) 


sùl^X 

l-*-SS 


I sin^tti  cos  <us*  cos  U s*  ( J sinai  3sin  ai  cos‘u  ss)sin(v  ■<-  $)  J , 

I ~l,sin^a)  cosiêi  s-cos(2v*2<f>)  — J sin\  sin(3t>  ■*■  3<f>)  (('•"-»»)“ 


3o.  A l’aide  de  ces  développemens , l’on  obtiendra  les  résultats 
qui  suivent: 


» 
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TcoiC  (i  — lsin'u>)s 

i . ^ n=  ~ ^(^)(i  — ss)sin(ttCOS(t) 

U dit  U*  di  ^i^ftÿS  1 

[co5(at> 2(f)  ( ^ s-sin^w) 

cos  O [J  cosa  —^COS^Itt  — (I  COSi)  — 2C0i^»)is]' 

îtn  (*>-»-<{>) [(I strt a»  — y siri <#)  i -►  J sinu  s ] 
coi(2t>-*-2(f))[—  C0iwiin’«(j  — i«)] 
sin(Sv-*-  3ç)[  -t-  J sinw  i]  / 


3<rK,j,Z>’«’ 

(i  -t-  ff)» 


du  f<  ds 


<7  D^ti^  K^if 

u->-stÿ  , 


f cos  O [ — l-t-5swi“«a-4-(4  — 6sin*«)ss3 

tr  J)  ^ \ r • /O  _ 3vt 

= — J— ‘-Z  sin(v  <f>  ) [smcD  cosw{os  — 2s  )] 

I 

[ cos(2P  -«-  2(f  ) [sin’a)(  — | s s)] 

cos  O [— 3cosw -t- y sin^tt)  cosw — (6cosùi — iocos’i«)ss]  ^ 
sin(v  -t-  <f))[ — \*sinai-*-  3sin^w -►•  (VsmM-*^^stn^w)ss  + |si/i«  s'^Jr 
cos(2K* 2(p)[stn’a)  cos<»(—  -*-  3 ss)  s]  l 

sj/i(3i'+3<f))[sin*<u(— I |ss)3  J 


: ^ 

U*  dv 


3 <rP'u(^  — K^t^ 


cos  ( O ) {sinai  cos  w s )j 
sin(2P 2(f>)  (isiVoi)  I 


icos  O 
cos(o 
sin{2v 
cos(3i' 


f Jsin^w  ss-sinu  cos’<*]' 
(f)  [ — |sinai(l  ss)] 

2$>)  [ sift’o)  cos  » s] 
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3i.  Le  coefTicIent  qui  entre  dans  ces  formules  est  sans  doute 
très-petit  ; mais  pour  ne  rien  avancer  sans  démonstration  nous  allons 
faire  voir  qu’eu  général  les  coefficiens  A'j; , , etc.  sont  chacun 

plus  petits  que  le  coefficient 

Les  observations  de  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les 
secondes  faites  à difiereutes  latitudes  ont  fait  voir  que  cette  longueur 
varie  à très-peu-près  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  la- 
titude. En  partant  de  cette  donnée  voici  comment  M.  Poisson  parvient 
à fixer  la  limite  des  fouciious  Y^y^ , , etc.  sans  même  supposer  que 

la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolation  ( Voyez  Connaissance  des 
tems  pour  1821  , page  264). 

D’après  la  théorie  de  l’attraction  des  sphéroïdes , l'expression  de  la 
longueur  du  pendule  est  donnée  a priori  par  une  fonction  de  cette  forme 
L{_\  K(3)-t-3y(4)-t-4E(i)-t-etc  ]] , 

oh  L désigne  une  quantité  constante  , et  X la  latitude  géographique. 
Supposons  maintenant  que  la  véritable  expression  de  cette  longueur 
sous  forme  finie  soit 

^ ^ ^s//t*X  — 4^ -t- J 

désignant  un  coefEcient  constant , et  Q une  fonction  de  la  latitude 
et  de  la  longitude  , qui  d’après  les  observations  est  résultée  toujours 
plus  petite  que  yï.  Eu  égalant  ces  deux  expressions  l’on  obtient 
Q=K(,)-s-(5  f — ^)(tiVX — 4)-t-2  K(4)-+-4  F^sj-t-etc. , 

dans  laquelle  la  fonction  F(a)-+-(54— ^)(s/>i'X— 4)  doit  être  consi- 
dérée comme  assujettie  aux  propriétés  générales  de  la  fonction  F(,j. 

3a.  Actuellement  imaginons  la  fonction 

(1  — 2 x[stnXfï«(X)-»-cosXcoi  (X)coî  (®  — 
développée  suivant  les  puissances  de  x , et  nommons  le  coefficient 
de  x" -,  M.  Legenrfce  ( Exercices  de  calcul  intégral , vol.  Il,  pag.  271)  a 
démontré  que  les  deux  fonctions  satisfont  toujours  à l'équation 

F(*)C0îX.dXdîI=:O 

entre  les  limites  0 = 0“  ; X = <)o*  ; 

«ssdGo";  X=250*; 

Tome  l % 
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pourvu  que  les  indices  m ei  n soleiu  deux  nombres  difTérens.  Donc , 
eu  vertu  de  celle  propriété  , si  l'on  multiplie  la  valeur  de  Q par 
A(n)COs'>.,dXd‘a  , l’on  aura,  en  intégrant  entre  les  mêmes  limites  , 

^^J'QX\„)C0sX.d'/.di3  = (^m — i ')J'l'Y^„iX(^„)COsX.dXdvi . 

Mais  dans  l’ouvrage  que  l’on  vient  de  citer  il  est  démontré  (pag.  272)  que 
Y :„> cos t.dXdzs  =-5;^ ( ) , 

(Î^(m))  étant  ce  qui  devient  F{„)  par  le  changement  de  X et  er  en 
(X)  et  (o)  , en  désignant  par  ces  deux  dernières  quantités  deux  valeurs 
arbitraires  que  l’on  peut  donner  à X et  à 17.  Ainsi  nous  aurons 

Si  l’on  remarque  maintenant  que,  relativement  aux  limites  de  cette 
intégrale , le  coefficient  demeure  toujours  compris  entre  -+- 1 et  — i , 
l’on  eu  conclut , en  faisant  i , que  l’on  a , abstraction  faite  du  signe, 

( ^ (-))  < — gÎI.^-dJJQ cosX.dXdrs. 

Donc,  en  nommant  B la  plus  grande  valeur  de  Q,  laquelle  par  l’hypo- 
thèse établie  doit  être  plus  peüte  que  A , l'on  aura  à plus  forte  raison 

(^(-))<  ^sX.dXdo  , 

ou  bien,  en  observant  qu’ici  jycosX.dXdv  = — , 

" m— 1 ‘ 

Pour  mieux  fixer  les  idées  sur  ce  point  nous  ajouterons  que  M.  Bessel 
en  comparant  avec  la  formule 

i [ I -+-  5 (tm*X  — -J.  ) -t-  2 F(j)  etc.  ] 

les  longueurs  du  pendule  observées  dans  les  deux  hémisphères  a trouvé 
que  1 on  peut  représenter  ces  observations  en  prenant 
F(j)  = (sm’X  — ^sinX.") 

A(,)  = 0,0003345  , 

et  en  supposant  nulles  toutes  les  autres  fonctions  Y^^^ , F^3j  , etc. 
( Veyez  Astrononuae  Jimdamenla  , page  i3i  ). 
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33.  Actuellement  développons  la  seconde  partie  de  û",  c’est-à-dire 
la  fonction  En  retenant  seulement  le  premier  terme  de  la  va- 

leur de  F',  nous  aurons 


6 


et,  en  substituant  pour  b'  sa  valeur  rapportée  dans  le  n.°  14,  il  viendra 

11  est  évident  que  les  termes  introduits  dans  les  équations  différen- 
tielles par  le  premier  terme  de  cette  e.tpression  peuvent  être  formés 
immédiatement  en  changeant  le  facteur 


en 


JZ. 

16  3C 


dans'  la  première  partie  de  chacun  des  résultats  rapportés  dans  le 
n.°  3o , qui  nous  ont  été  fournis  par  la  valeur  spéciale  de  il"  définie 
dans  le  n.°  29.  Il  suffit  donc  de  nous  occuper  ici  de  la  fonction 

u^cos‘Z'eoi2v' 

J — que  nous  désignerons  par  Ç . 

(l-x,)’ 

D'après  les  formules  du  n.”  9 , nous  avons 

^ U»  t ((^,  co$v  (5  -•-  sinv-t-  (C  C,  I 

* ((A—À^^i/=î)cost>  * (B~By=i)sûu>  (C  - C 

= — i(i(À'-A^)cos\*-i(B^-B*)sin*v*-2(CZ-C^)ss*^(A  B-A^B)sUu>cost> 

* 4(^4  C - AjC)  s cose  + A(BC^ - BC)  s sin  v\ 

= -^((A^-A^*B^-B^)*(AyAl-B^*Byos2v*2(AB-AByin2i> 

a(  V ...... 

2{AC—A^C)s-cosv*  2{BC  — B C)s-sinv-t-2(C*— 

Donc , en  prenant  les  différentielles  partielles  de  ^ , il  viendra 
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;« = * i^{AB,-A  B yosii,  - (AC-ÀCJssi 

Il  — . (A^’-A’^~B^-*‘B^)cos2.v  •*■  2(A  B -A  B )$imv 

J — ilv  . U ' »■/  V < <1  . <//  \ I i I,  ,if 


. 2{AC^  - AC)s<osi>-*-  ^{BC^  - Bp)s-sinv-*-  a(C“  - Cf  ) 

= —!^([{AC^A  CJcosp*(5 C-5  C>m.](i-455).(Cf-Cf.)(a5-3/)) 

~^‘"'%({A^-Al-*-ByB^,y{A^-Al--ByB^)cos2v  %{AB-AB)sin^v\ 


34,  Les  valeurs- de  5,  C;  ^ , 5,/C,  posées  dans  le  n.®  16 
donnent 


A^  = cos^oJ  sin^(p'  siriô'  -*•  cos^<p'  cos^ô'  -+-  2 cos  w sin  a<^)  sin  2Ô 

/ff  t=  cos’w'  sin*(p'  cos*ô'  -+-  cos"*^'  sin“ô'  — i cos  w sin  2(p‘  sin  2Ô' 

= cos^(a!  cos*(p*  si/i*ô'  sin^(p'  cos^ô'  — 2 cos  « sin  2(p  sin  2Ô 

J?f  = cosV  cos*(p'  cos^ô'  -•-  sin^<p'  sin&  J cos  « si/i  sin  aô 

A B cos^(a'sin2(p'sin^ô' -*-^cosùi>cos^<p'sin26'  —^cosu sin*Ç> sinaô  — .^sina(p cos  ô 
A B =\ cos*cü'cosa(f)*cos*ô'—  2Cosw*cos*(|) sinaô  •♦-  ^cosw sin  sinaô  — ^sinaep  sin  ô 


C = — J ii^i  a «'  sin  (p'  sin’ô'  — ^ sin  u co  s (f)'  sin  a ô' 
= — I sin  a « sin  Ç>'  cos’ô'  1 sin  w'  cos  <f)'  sin  a ô' 


B C^  = • — 2^in  a«  cos  ({>'  sin“ô'  — ^sin  w sin  sin  aô 
B C = — ^ sin  a w'  cos  (?>'  cos^ô'  — Usinai  sin  <p'  sin  2 6 
C*  = siniàsinô' 

C*  = sin“w'  cos*ô" 
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et  par  conséquent 

— A*^  B*  — j5*  ±=  iira”  <à  cos  26’ 

= (i  coiV)coi2(f»'coi2Ô'  f icosm  siti2.<^'  sino.<) 
AB^  — A B^^  = - i(i  ^ cosV)sw2?»'  cosaâ'  -<-  coiw'  cos2(p'  anaô' 

= 2^in2ui  sin(p  cosn6  — jinoi  cos(p' sin2Ô' 

= isin2w'cos(f)  C0S2Ô'  ■*■  sim»'  sin(p'  sinzô' 

= — siniMCOs  aô'  = — .+.  5»  _ 


AC  —A  C 

* * *!  U 

BC -B  C 

* • s*  H 

C*  - C* 

» I» 

Partant  l'on  a 


i ^ 

U du 


d s 


HS  * / 

”*  ~ ~ coi  20  2 {A  B — A^B)  sin  2k^ 


<^1 

du 


u’(3  — ia«) 

a(i  -t-«) 
•(3 -a. 

a(i  .*-«) 


i.ih 

U ds 


;ïr  (K"  — A^^  — B'  ■*•  5*)  C0S2V  U.  2{A  B — A B)  sin  2v) 

~ ^ *“  CW  P *♦■  (•®,C',  — B C ) sin  v)  ; 

(1  ■+•«)>  ' y 


d’où  l’on  conclut 


Tome  I. 


^ i-*-w  rff 

U du  u‘  ds  ~ 

1 

3 sin^ui'  cos  26' 

us  " 

j '*■  (i  costal)  cos  2Ô'  cos( 20  ->- 
•*■  2 cos i»‘  sin  2 6'  sin{ 2v  ■*■  2p') 

s ( 

(i*ss)^  1 

u(l  — f5)  \ 

J ^ sin  21»’  cos  26'  sin  ( t>  Ç)') 

(l 

^ — fin  U sin  26'  cos  {0  ■+■  (p') 
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il  ^ L .îk 

du  U ds 


u’(3 — I2m)  / 
i ( 

^«nV  cos  26'^ 
< / 

7i*(3  — a ss) 

f (i  cosV)cos2Ô’  C0S(2P  -t-  2(f>') 

a(i  -<-«)“ 

y 2cosw'  sin  2Ô'  sin  ( 2p  2(fi') 

U*  (4  J Jî)  ' 

1 l_sinl(a  cos  2&  sin(v  (f>') 

(I-^■ssÿ  1 

^ — sin  ai'  sin  2 ô'  cos  ( v (p' ) 

±.Ü  = 

«•  <fp 

U 

( (i  cos^oi)  cos  26'  sin(2i>  2(f)') 

(i-ftsÿ 

y -4-  cos  ai'  sin  2 ô'  cos(2P  2(fi') 

“JL-' 

[ J sin  2 ai'  cos  2 ô'  cos  ( p (f)'  ) 

***  i 

(t-t-fi)i* 

1 sin  ai'  sin  2 & sin  ( p <f>’  ) 

35.  En  réunissant  les  fonctions  données  par  ces  deux  termes , et 
ordonnant  par  rapport  aux  sinus  et  cosinus  des  angles  formés  par  la 
combinaison  de  ô,  w,  p,  l’on  trouvera 


I 


dv 


<)u<r 

WÔH,  ' 


t)u<r 

lOnlf^b  ' 


riC-B-A 

B-A 


cos(v  (p'  ) sinui'  cos  a>  si 
sin  ( 2p  -t-  a<f>')  I sin^w  S 

sin{%V  2(f>'  -t-  2Ô')  (—  a I C05w'  — i COi^ù)  ) 

sin(2P  2(f>'  — 2Ô')  (—  a “ â — â 

coi  ( P (f)'  26')  (—  J sirt  « -*-  J sin  2 oi'  ) 5 

coi(  P (fl’  — 2Ô)  (-♦-  J sin  (O  \ sin  nai)  s 
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X ^ 

U du  U*  dt 


9U  (T 


r coi  O (t  — |iin*«')i 

aC-/?  ^ ( 0 -<■  <î>*  ) (ii«  tu'  coi  <u')  ( I — i i) 

(l-t-Xf)»  1 ,3 

r 005(2»)  2(f>')  ( J iin“  tu'  i) 


guirs 

i6jrZ)'’A 


QUC(l— xj) 
lùxD’^b 


r coî  2 ô'  ( 3 iw*  »'  ) 

— 7 ? C0i(20  -t-  2({)'  2 ô')  ( I — COi  tu'  I COiV) 

J , . . a > 

r coi(20  a,(p' — 2Ô)  ( a COi tu'  -t-  ^ C0i“tu) 

B— A ^ sin(v  U-  (p'  -t-  2Ô')  (—J  sinu  -v  ^ itVi2iu') 
(1  j sin(v  <p'  — 2Ô')  ( J îi/itu'  -t-  ^ sin  2tu') 

</u  U ds 


[-  i + |iirt’tu'*is(4— 6ii/iV)]’j 


9 U (T 

ixjy^b 


2C-B-A 


ï < cos(p  (f>')  [ îtntu'  coîtu'(8i  — 2i  )J 
( cos(2p-h2<p')  [ iin’tu'(—  I -t-  îs)] 


<)u*<r(3-i3xi) 

cos  2 ê‘(sin‘a)^ 

3a  xiy‘b 

(l-4- Jj)* 

qit’fr(3—  ai») 

B^A  i 

1 C0s(2P  ■*■  2(f>'  ■+•  26')  (J  — COÎ  tu'  -^4  COiV)  i 

%2-xD^b 

(«-*-«)“  I 

1 C0î(2  0 -t-  2 (p‘  — 26')  COÎ  tu'  -t-  J COîV)  ^ 

*/ 

9uV(4x  — xx) 

I îtrt(o  -i-  (f)'  26')  (—  \ sinu)  i îin  2iu’)  i 

x^TcD^b 

(I-I-IX)Ï| 

1 îin(o  -t-  <f)'  — 2Ô')  ( J îirttu'  i îin  2iu)  ^ 

Digitized  by  Google 


44  IIIÉOIUE  nu  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

36.  Nous  sentons  que  l’on  aurait  pu  abréger  de  beaucoup  l’écriture 
de  ces  formules  en  les  réduisant , d’abord , aux  seuls  termes  qui , par 
la  nature  particulière  des  argumens , sont  susceptibles  d’augmenter 
par  les  intégrations;  mais  le  choix  de  tels  argumens  suppose  tacite- 
ment la  discussion  de  tous  les  termes  qui  sont  d’un  même  ordre 
avant  les  intégrations.  A la  vérité  l’on  peut,  après  avoir  acquis  une 
certaine  habitude  de  cette  analyse , prévoir , sans  un  développement 
complet,  les  termes  qu’il  convient  de  conserver;  mais  en  opérant  de 
cette  manière  l’on  aurait  épargné  un  calcul,  qui  dans  le  fond  n’est 
pas  difficile,  aux  dépens  de  la  clarté  et  en  laissant  des  doutes  que  la 
plupart  des  lecteurs  n’auraient  pu  dissiper  qu’en  exécutant  en  détail 
les  développemens  supprimés. 

La  discussion  des  termes  donnés  par  la  figure  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  ne  pourra  être  reprise  qu’après  que  nous  aurons  développé  la 
partie  principale  des  inégalités  de  la  Lune  qui  dépend  de  la  force 
perturbatrice  du  Soleil.  Alors  on  examinera  de  près  l’influence  des 
fonctions  F"  et  V,  en  ayant  meme  égard  aux  petites  modifications 
qui  peuvent  être  produites  par  les  termes  de  ü,"  affectés  des  coeffi- 
ciens  différentiels  du  second  ordre  de  ces  mêmes  fonctions. 
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EXPRESSIONS  DES  COORDONNÉES  DU  SOLEIL  ET  DE  LA  LUNE 

ULàTIVlS  AU  KOWBMBNT  BLLIPTIQÜB 

ET  THÉORIE  DE  LÂ  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


S I- 


Intégration  des  équations  différentielles  en  supposant  radies 
les  forces  perturbatrices. 


37.  En  faisant  abstraction  de  toute  force  perturbatrice,  l’oir  a îî  = 0; 
ce  qui  réduit  l’intégrale  2 / dv  à une  constante  arbitraire  po- 
sitive que  nous  représenterons  par  A’.  Les  équations  (VIII)  du  n.°  2 3 
se  réduisent  par  conséquent  à cette  foiln»: 


dK* 


==  0; 


d*u 


dv' 


T U 


J ^ 


Il  est  évident  que  l’intégrale  de  la  première  de  ces  équations  est 

s = y sin{v  — â)  , 

où  y et  ô désignent  deux,  constantes  arbitraires,  telles  que  y repré- 
sente la  tangente  de  l’inclinaison  de  l’orbite  par  rapport  au  plan  fixe, 
et  d la  longitude  du  nœud  ascendant. 

d*u 

L’équation  en  u est  un  cas  particulier  de  l’équation  ^ du  = R, 
dans  laquelle  i désigne  un  coefficient  constant , et  R une  fonction 
explicite  de  p.  Or  l’on  sait  que  l’intégrale  complète  de  cette  équation  est 

M =f=  Acos{iv  — tsr)  -I-  jini^R  cos  iv-dv  — çgs_i^R  siniv  - dv  ; 

A et  ür  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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Donc,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  nous  aurons 


U = A cosi 


, . <r  . rcosv  J a p ùnv  . 

(y  — ns)  -t-  -ry  sinv  / rav  — cosv  / jdv 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  ces  deux  intégrales,  il  faut  expri- 
mer sitif,  cosv  en  fonction  de  s.  Pour  cela  remarquons  que  l’on  a 

- = sin(v-6)  = sinvcosd-cosvsinô  -,  — ~ = cos(v-d)  = cosvcos6-*-sinvsin6-, 

d’où  l’on  tire 

COf  d 


cos  V = — i’)  — - ii/i  ô i 


lin  V = i’)  ÿ cosô. 

Donc , en  différentiant  ces  expressions , l’on  aura 

J / sin  6 s • cotû  \ J J / cos  6 s-sind  \ , 

ce  qui  change  l’expression  précédente  de  u en 

« = ^ cos(v-w)  iÉl 5 Y 

Or  l’on  a 

y''  ds  __  i ^ sds  (/(y* — *’) 

Donc  la  valeur  de  u se  réduit  à 

u = A cos(v  — is)  -*•  -r»  • — • 

' ' h 1 -t-  yy 

Pour  simplifier  l’écriture  de  cette  formule , l’on  peut  introduire  une 
nouvelle  constante  arbitraire  c , en  posant  A — ■>  T**  donne 

(^i*ss  e cos(v  — ar)^ • 


Cette  expression  de  u est  remarquable  par  sa  forme;  quoiqu’elle  soit 
une  conséquence  immédiate  de  la  théorie  du  mouvement  elliptique , 
il  paraît  qu’aucun  auteur  ne  l’ait  publiée  avant  Lagrange , qui  l’a  donnée 
en  1762  (Voyez  tome  III  des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Tu- 
riu  , page  323  ). 
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38.  Si  l’on  voulait  avoir  cette  valeur  de  u exprimée  par  une  suite 
de  termes  périodiques  il  n’y  aurait  qu’a  développer  la  fonction 

/i-t-ss  = iy"‘cos(2i>  — 26)] 

dans  une  suite  de  la  forme 

C -*■  C cos{2v — 26)  ■+■  C”coi(4P  — 46)  ■+■  etc. 


Pour  donner  aux  coefficiens  C,  C,  C'\  etc.  une  forme  régulière, 
faisons  ~ * = x , ce  qui  donne 

j/— — _ (/j-j  — 2 J.  cos(2V  — 2Ô)  X^]. 

Maintenant  si  l'on  suppose 

/[l  — 2X  cos(2(>  — 26)  2P^^^cos{2v—  26)  a/’(jjCOi(4P  — 46)  etc. , 

l’on  a en  général , d’après  les  formules  données  par  M.  Legendre 
( E.xercices  de  calcul  intégral,  tome  II,  page  274), 


P{>.)  = 


1-1-3S. 


i.a-3-4 


(a^-3) 


©T' 


wqa^-0 


(Ah 


HÎÛ-a) 
6 


i-i-3.(a^-i)(jA*i)(aA-<-3)  / «x” 

1 -a-S-  (4-*-i ) (4-i-a)  (4-*-3)  \a/ 

et  dans  le  cas  de  ^ = o 


©' 

te.  J 1 


Ces  coefficiens  peuvent  être  exprimés  par  des  intégrales  définies  eu 
observant  que  l’on  a en  général 

■^(M  = J ^d<pcoiX(p/(i  — 2*  coi  2<f> 

l’intégrale  étant  prise  entre  les  limites  = o et  <p  = tt. 

L’on  peut  ramener  ces  intégrales  à des  transcendantes  elliptiques , 
ainsi  que  M.  Legendre  l’a  fait  voir  dans  l’endroit  cité.  Dans  le  cas 
de  X.  = O cette  transformation  donne 

en  intégrant  depuis  (^  = o jusqu’à  (fi  = J,  ff. 


48  THÉORIE  DD  MODVEMENT  DE  LA  LDÎIE. 

En  développant  la  valeur  de  x en  série,  l’on  a 

^ [(/(■- - > i3  (rrV‘,  11-3-s  /rr\^ 

y*  i-a  a i-a-3  \a/  i-a3-4  Va/  ’ 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  etc.,  et  ordon- 

nant les  résultats,  suivant  les  puissances  de  y,  l’on  aura 

= I etc- 

coi(a V — 2Ô)  ( — 4 y*  -►  U 7^  etc. 

cos(4p  — 4d)  (—  ^y”*  etc. 

etc. , 


et  par  conséquent 


4/-À/- 


etc. 

cos  (v  — w)  ( e . ) 
coî(2v  — ad)  ( — 4 y’ 
cos(4v  — 4d)(— ^y** 
etc. 

89.  En  substituant  la  valeur  de  u dans  l’équation 

dv  „ dt  h*(t  -^yy)* 


hy*- 

etc. 


etc. 


fft  = 


hu‘ 


l’on  a 


dv 


(l'  1 H-jf  ecos(y—X!s)) 


Maintenant  si  l’on  remplace  /t^,s  par  sa  valeur  en  série , et  que 
l’on  suppose 

— a7*"^¥e^-*-iy^  — | e’y*  ■**  i e*y*coj(a  w — ad)  -*•  etc. 


JV 

= 

— ae  — 3e^  etc. 

IV 

= 

1 e“  •+•  1 — 1 c’y*  **■  etc. 

N" 

= 

ày’-t-  |e*y*  — a/'*'**  etc. 

IV" 

= 

3 

— e etc. 

N" 

= 

— â e y*  etc. 

N” 

= 

-t- 1 e'*  etc. 

N^' 

= 

-t-  1 y'*  -t-  etc. 

y" 

= 

5 e y -»•  etc, , 
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l'on  trouvera 

i/4-t-Acoî(t'-tir)+A^coi(2t*-2tîr)+A^'cos(ap-2Ô)+A^"'coi(3p-3tîr)'j 
JV"cos{Sv  — w—  lé)  4-  N'^cosiy  4-  ■bt  — aô) 4- N'^coi{^v  — 4w)  (» 
4- A^”cof(4v—  4^)  4-  N'"cos{^/^v—  aw  — aô)  ) 

où  l’on  a poussé  l’approximation  jusqu’aux  quantités  de  la  quatrième 
dimension  inclusivement  par  rapport  à e et  /.  En  intégrant  le 
second  membre  de  cette  équation,  et  appelant  / la  constante  arbi- 
traire , l’on  aura  la  valeur  de  t -*-  / par  une  fonction  explicite  de  v 
développée  en  série  infinie.  Mais  l’on  peut  aussi  avoir  la  valeur  de 
cette  intégrale  sous  forme  finie  en  employant  deux  angles  auxiliaires. 
40.  Â cet  effet  faisons 

tang{ç~é)  = ’ 

étant  la  nouvelle  variable  ; cette  équation  donne 

J cos‘(v-6)  de,  . ,/r  j . ,,  fo/(u  — fl) 

dv=  — 17 — • -77 — ‘ — ri  Kl  4-M  = Kit-'-)'  «n  (t>— Ô)1  == — ) 

cos  (v^-6)  (/(i-'-j'y)  L 1 \ /J  coj(i>, — ô) 

En  écrivant  (i'  — 4)  — (ta  — 6)  au  lieu  de  i>  — ta , l’on  aura 

e cos(y — ta)  = e cos(w  — 4)  cos(o  — 4)  [ i tang(ss  — ô)  tang{y  — 6)]  ; 

et  en  substituant  pour  tang(t>  — 4)  sa  valeur  , il  viendra 

c C04(n  — ta)  = ecoi(ta— ô)  co4(n  — 4) 

Eu  supposant  la  quantité  constante  ~ tang(T—é),  et  con- 

sidérant r comme  une  nouvelle  constante  arbitraire , l’équation  pré- 
cédente deviendra 


e cos(i>  — ta) 


eos(v — fl)  cos(v — 9)  , , 

=■  e — ) 1 izcosiv  — r). 

eoj(T  — 6)  coj(w, — fl)  ' * ' 

eoi(«r—  fl)  ,,  


Donc,  en  posant  * = io”  ^ura 

eco4(<i-ta)=  f^g=^co4(v-4), 
et  /i^ss  e co4(k  - ta)  = 1 f C04<i' - r))- 
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Eu  divisant  la  valeur  de  do,  trouvée  plus  haut,  par  le  carré  de 
cette  quantité,  l’on  obtient 


dv 


de, 


— «)]*  k'(ï-^î'y)  — t)]*  * 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  dt,  et  intégrant, 
l’on  trouvera 

£ 

, r _ ^ / ~tim{e,—  T)  t P de,  \ 

■'<  <7*  \,(l  —*“)[*  T)]  1 — «y  IH-«  eO»(v,  — T)y  ’ 

désignant  une  constante  arbitraire. 

Or  l’on  sait  que 

de,  I 


fr- 


I . . l/(i  — e£)iui(p,  — t) 

, - = T Arc.  sut  — , . • 

ecos{e  — r)  «O  i e au{,e  —r) 


Donc , en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

sin  ^ = 1^0  ~ f t)  ^ ^ i ^ = tcmg'^^  ■ \/ , 

’ 1 -t-  £ co»(P|  — t)  ^ 3 fr  i-t-e 

l’on  aura 


«r*(i  _££)>' 


41.  Ces  deux  équations  donnent,  comme  on  le  voit,  les  relations 
connues  entre  le  tems , l’anomalie  excentrique  et  l’anomalie  vraie  rap- 
portée au  plan  même  de  l’orbite.  En  nommant  a le  demi-grand-axe 
de  l’orbite,  l’on  doit  avoir  par  la  propriété  du  mouvement  elliptique 

- ou  bien  a = —5 — LU.  . 


1/7 


V*(l— ££)» 


a{i — et) 


Pour  éliminer  e de  cette  expression  de  a , reprenons  les  deux  équations 
et  remarquons  qu’elles  donnent 

(/(!.+- yy) 

et  que  par  conséquent  l’on  a 


e = £ /[ I -f- y“5Mi“(r  — 6)]  , et  a = iri — 

<r[i -f-y  — « — e y «w  (fl  — 


«)] 
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Soit  A le  terme  constant  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
e co5(i»  — ur)]"®;  il  est  clair  que  l’on  a 

A ■=  ï ecos(t>  — ®))  dt>, 

l’intégrale  étant  prise  entre  deux  valeurs  de  p qui  different  entre  elles 
de  36o®.  Or,  en  exprimant  cette  intégrale  par  la  variable  p^  , l’ou  a 

4 - » r 

— T)]*  ’ 

donc,  en  prenant  pour  limites  de  cette  intégrale  p,=  r ; p^=  r -t-  36o®, 
il  est  clair  que  les  limites  correspondantes  de  p différeront  de  36o®; 
ainsi  l’on  aura 

^ » f 

a*(i  — i * <-oj(p,  — t) 

Mais  entre  ces  limites  la  valeur  de  l’intégrale  est  égale  à 
donc  nous  avons  ^ ^ ^ 

(i  — 

et  en  substituant  par  e sa  valeur  trouvée  plus  haut,  il  viendra 
A ^ '*ÏY 

[t  -K  y* — «*  - e*y  W(w  - 0)]^ 

ce  qui  donne  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  t -*-  / déve- 
loppée en  série  de  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  p, 

h\i-*-rry ^ _ h\\-*-yyŸ ^ „ \/—  i 

^ ir’[i-*-y’— e*— e’y*fo»*(w— 0)]>  ' 

la  formule  du  n.°  3g  devient  par-là 

Si-*-cof(p — w)(— ae Jey“)  ] 

-I-  coi(ap— aw)  ( |e*—  — J e*/*)  ( 

C05(ap—  aô)(  eV”)  ( 


4a.  Avant  de  terminer  ce  paragraphe  nous  allons  faire  voir  comment 
l’on  pourrait  prolonger  indé&niment  la  série  qui  exprime  la  valeur 
de  t en  fonction  de  p,  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  constantes 
arbitraires  qui  ont  été  considérés  dans  l’intégration  précédente. 
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Observons  d’abord  que , en  intégrant  l’équadon 


V 


(l  — te)^dv, 

— T)]* 


l'on  obtient  la  série  régulière 


dans  laquelle  j at"[i  ■*■  m/(t  — tp] 

[i-^  1/(1-*  or  ■ 

Mais,  en  résolvant  par  la  série  connue  l’équation 

t<Ulg{v^^6)  = ô), 

l’on  trouve  que,  en  posant 

B = //d-  yy)-t\" 


l’on  a 


(»  = •+•  5(jjSina(v  — ô) -t- — â) -t- — ô)  etc. 

Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


9 = a (v  — 6)  -4-  i 4 (v  — ô)  J 6(v  — ô)-*-  etc. , 

J'iv)  = — A^^^sin  (v  — r)-*-i/l(,jiOTa(p— r)  — — r)-*- etc.. 


nous  avons 


ou  bien  , en  développant  F(y  •* 


• 9)  par  la  série  de  Taylor , 

d-F{v)  ^ d‘-f(0  9»  d».f(0 

dp  a </t>*  a -3  rfp* 


-►etc. 


43.  Comme  9 est  une  quantité  du  second  ordre  par  rapport  à y , 
et  F{v)  une  quantité  du  premier  ordre  par  rapport  à f,  il  est  clair 
que  le  produit  .9  est  une  quantité  du  troisième  ordre.  Il  suit 

de  là  que  depuis  ce  terme  la  série  (i)  est  composée  de  quantités  dont 
l’ordre  augmente  de  trois  en  trois  unités , ce  qui  la  rend  fort-conver- 
gente. Maintenant,  pour  introduire  dans  cette  série  les  constantes 
arbitraires  v,  e , remarquons  que  l’équation 


tang(T~6) 


tang(v  — fl  ) 

/(•  77) 
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donne  r = u—p , en  posant  pour  plus  de  simplicité 

P = 5,jjsi/»2(tsr  — fl)  — — — ô)  — etc. 
Donc,  si  nous  faisons 

f(y)  = — w)  — \À^^^sin3(p  — is)  etc., 

l’on  aura  F{v)  =f{o -t- p) , ou  bien,  en  développant. 


F(.)=.f(y)^p.±m 


P_ 

3 


dv' 


p3  d^f{v) 


etc. 


3-3  dv^ 

En  substituant  cette  série  dans  l’équation  (i),  il  viendra 
(a) /'y/ ^i-dt  V f{v)  q 

P^\  dv'  3 3-3  dv'^  ) 

^ O!  ^ ^ ^ ^ etc.) 

S \ ap*  ai?’  a-3  / 

noS  * \ 

■*•  û ^ Z • -jM  ) -*• 

44.  n ne  reste  plus  qu’à  éliminer  de  cette  équation  la  constante  arbi- 
traire f,  ce  qui  revient  à substituer  dans  au  lieu  de  s sa  valeur 
trouvée  dans  le  n.®  41. 

Mais  pour  effectuer  cette  substitution  d’une  manière  plus  régulière , 
il  convient  de  développer  suivant  les  puissances  de  e.  Pour  cela 
remarquons  que  la  valeur  de  peut  être  mise  sous  cette  forme 
^ a(ï  — m)«"  3m«" 

Or  l’on  a en  général 


n/,  , * n(/t-«-3)/«Y 


4 ^ n(rt"*-  3)  (n-*-5) 

I • a*3 


(0 


etc. 


ainsi  il  est  clair  que 


4 m(m-fl-3)  (m-*-5) /«' 


1 • a • 3 


(;)  *«■»■] 


[".y  ^(0  -»“]■ 
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m 

c’est-à-dire  que  l’on  a pour  une  série  de  cette  forme 

Actuellement  si  l’on  remarque  que,  en  faisant  k = 

l’on  a £ = (/[i  - fc*  - aA;co5(aur-  afl)]  ^ 

l’on  pourra  développer  la  valeur  de  e"  par  une  série  de  la  forme 

f^(o)  “ ~»(,^C0S(2XSt-26) 

a k‘-  n{n  — a)  , 


-ryiy 

V a/(i-Hyy)  ) 


a-.  I . a <a) 
ai’-n(n-a)  (n-  4) 
a’<  1 • a • 3 
• etc. 


H(^)CO£(4«r— 4â) 

■îfpjCOi(6sr-6ô) 


où  l’on  a 


"(0  = > 


i-a-3  (• -►  i)  (« .+- a)  (t -t- 3) 

— etc. 

(Voyez  Esercices  de  calcul  intégral  par  M.  Legendre,  tome  II,  page  ay6). 

45.  Actuellement  si  l'on  désigne  par  r(<>)  la  fonction  de  v qui  ré- 
sulte du  développement  du  second  membre  de  l’équation  (2) , abstrac- 
tion faite  de  la  partie  v -*■  q f(y) , l’on  aura 


Donc,  en  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation,  nous  aurons 
dv 


Mais  nous  avons  d’un  autre  côté 


il 

dv 


h\\  • 


X ^ c cos 


((-  - sr)^ 


Donc,  en  égalant  ces  deux  expressions,  l’on  obtiendra  le  développe- 
ment de  la  fonction  e cos{v  — ®)J“*  par  une  série  suscep- 

tible d’être  continuée  indéfiniment. 
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S a. 


Coordonnées  du  Soleil  dans  l’ellipse  fixe  et  dans  l’ellipse  mobile. 


46.  Les  coordonnées  que  Ton  considère  ordinairement  dans  la  théorie 
du  Soleil,  sont  données  en  fonction  du  tems  et  dans  un  système  de 
constantes  arbitraires  qui  lui  est  propre.  Ainsi  il  est  nécessaire  d’en 
déduire  les  valeurs  des  coordonnées  sous  la  forme  la  plus  convenable 
pour  les  employer  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

L’on  sait  que  la  perturbation  du  Soleil  est  composée  de  deux  par* 
ties  : la  première  peut  être  toujours  représentée  par  les  variations  sé- 
culaires des  élémens  de  l’orbite  elliptique;  la  seconde  s’exprime  ordi- 
nairement par  une  suite  de  termes  périodiques  dépendans  de  la  con- 
figuration des  planètes.  Dans  ce  paragraphe  il  ne  sera  question  que 
de  la  première  partie , qui  par  sa  nature  ne  pourrait  pas  être  négligée , 
même  dans  une  première  appro.ximation. 

Considérons  d’abord  le  mouvement  du  Soleil  dans  une  orbite  ellip- 
tique immobile  ; alors  les  valeurs  de  s et  u trouvées  dans  le  paragraphe 
précédent  donnent  pour  *'  et  u deux  expressions  de  cette  forme 


(0 •*'  = y rm(v  — 6 ); 


• e cos 


(v  — w'))  . 


où  a représente  la  somme  AT  M"  des  masses  du  Soleil  et  de  la  Lune. 

En  désignant  par  a le  demi-grand-axe  de  l’orbite , les  formules  du 
n.°  41  donnent 


a 


e'  = € Y[  I -H  sin(r  - 6')]  . 


Donc,  en  éliminant  A'  et  e',  l’expression  de  u deviendra 

“ ^ coî(p'-w'))  . 

L’équation  tang(ss — 6')  = (/,  ^ yy  tang{r  — 6') , que  l’on  déduit  de 
celle  du  n.°  4*^?  donne  par  la  série  connue 
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V — ■a  — V — T ~ xsùi(2T  — 2Ô')  — J x’sin(^T  — 4Ô')  etc.  • 

où  l’on  a fait 


Il  suit  de  là  que  si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  y'*,  l’on  a 
(a)  « = J /7T7V  t'(i  ir")côs(v—r)-^coi(y'->-T-26‘)^- 

47.  La  formule  du  n.°  40  nous  donne 

cang(v'—6')  = utng(ÿ  — ô') , 

d’où  l’on  tire 

y'  — V X sin^xv  aô')  •*-  ix”iifi(4v  — 40')  etc.; 
mais  par  le  même  numéro  nous  avons 

_ rfpj I / ^ (1  — fV)». dv\ 

• li-*-t'cos{y‘_  — %')Y~y  ir'  ' [1 — t')]*  ’ 

donc , en  développant  cette  fonction  et  intégrant  ensuite  , l’on  trouvera 

n'(c*/)  = v/  — À'^^^sinÇv'- r)  A' ^^^sin{%v' - 2/)  — A'f^^sin{iv‘-  3r')  etc., 

où  l’on  a désigné  par  /'  la  constante  arbitraire  ajoutée  au  tems  t , 
et  l’on  a posé 

. i / <r'  J,  a ,a  — «'«') 

^ ^ y lü''  “ "iS"  ^ * 

Si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  7’^  Fon  a 

x'  = \y'y  et  p'  r=  V -t-  sin(2v  — 26')  i 
donc , en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 

n'(t = V —A(j^sin(y  -t)  Af^^sin{2v  — xt)  — A^^^sin(iv  - 3r')  etc. 

* sin(xv-  26')  [ I — A^^^cos(v  - t)  xA^^^cos  {2v  - 2t)  — etc.J , 

ou  bien , en  négligeant  toujours  les  quantités  multipliées  par  y^ , 
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et  celles  du  cinquième  ordre  par  rapport  à y et  s , 

n'(£  ^/)  = 

V — iEsin{v — t)  (Jf'*-*-  ar)  — (j£'^)iin(3t>'—  3r) 

(3)  -4-^  (^sin  {^v  — 47-')  J y'sin  (ap' — aô')  — J e'/’  sïn{y  -t-  r — aô') 

— 5eV'£w(3p'-r'-2â')+i\/V’itn(a7'-aô')4- S47''‘£'*««(4p'-ar'-aô'). 


48.  n est  démontré  que  les  variations  séculaires  qui  peuvent  affecter 
la  distance  moyenne  ci  et  le  moyen  mouvement  rit  sont  d’un  ordre 
supérieur  à la  seconde  puissance  des  forces  perturbatrices.  Ainsi , pour 
passer  de  l’orbite  ûxe  à l’orbite  mobile , il  suffit  de  substimer  dans  les 
formules  (i) , (a) , (3) , à la  place  de  t',  è\  i,  y\f,  leurs  valeurs 
modiâécs  par  les  variations  séculaires. 

Les  formules  propres  à cet  objet  ont  été  trouvées  par  Lagrange  et 
Laplacc  ( Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin,  années  1782-83, 
et  la  Mécanique  céleste,  tome  I,  livre  II).  Les  variations  de  y et  ô' 
sont  données  par  celles  des  produits  y cos  S et  y sin  6' , dont  les 
valeurs  sont  composées  d’un  nombre  fini  de  termes  que  l'on  peut 
représenter  par  les  formules 


y’coiô' = 2-iVcos(ic -4- fi) , y sinô' = ^■Nsin(^it-t-fi)-, 


les  coefficiens  N,  i,  fi  variant  d’un  terme  à l'autre. 
Ces  formules  donnent 


tangô'  = 


S • N sin  ( i î -*■  ) 

2à  • N cos  ’ 


= [A'co5(i£-t-^)-t-iV'coj(t’£-*-j3')  -<-etc.y.4-[A'im(i£-i-^)-*-IV‘sûi(i'£-<-^)-tretc.]’ 
= 2-A^-*-  aS  AW* cos[(i'-  ï)c  0-  fi]  -, 


et  en  substituant  ces  mêmes  valeurs  de  y cos  6',  y sin  6'  dans  l'équation 

s'  = ycosd  sinv  — y ànd  cosv  , 
il  est  clair  que  l’on  a 

s’  = 2 •Nsin(^9  —it  — fi). 

Pour  calculer  les  variations  de  e et  r , l’on  a des  équations  de  la  forme 
£ cos  T = 2.Dfco£(i£-«-x);  (sinT  = 2-Afii/i(i£-*- x)  ; 
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lesquelles  donnent 

, 'Z- Msin{it -t- te) 

tangT  2,.SIcos{tt-e-ie)' 

«'*  = 2 ■ AT* -►  a2  ■ A/3/'[co5(r  — /)£-4- x'  — x]. 

49.  La  seule  inspection  de  cette  expression  démontre  que  la  valeur 
de  è a une  limite  ; car  il  est  évident  que  son  carré  demeure  toujours 
plus  petit  que  la  quantité  (2  • Mf  ; la  somme  2 • M étant  formée 
en  prenant  tous  ces  coefficiens  positivement  ; la  même  remarque  s’ap- 
plique à l’expression  de  y’,  de  sorte  que  l’on  peut  affirmer  que  l’on 
a toujours 

t'<2.A/,  , 

pourvu  que  les  sommes  2 •A/,  2.iV  soient  formées  comme  il  vient 
d'être  dit. 

En  examinant  l’expression  de  tangr  et  celle  analogue  de  tang6\ 
Lagrange  a aussitôt  découvert  ( Voyez  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  l’année  1782,  pages  235-a38)  qu’il  serait  assez  facile  de 
reconnaître  si  l'angle  r peut  avoir  une  limite , ou  croître  indéfiniment , 
dans  le  cas  particulier  où  l’un  des  coefficiens  M surpasserait  la  somme 
de  tous  les  autres  pris  positivement.  Mais  en  calculant  ces  coefficiens 
avec  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  planètes,  l’on  trouve 
que  cette  circonstance  est  loin  d’être  vérifiée  soit  à l’egard  de  la  Terre, 
soit  à l’égard  des  planètes  inferieures.  Ainsi  dans  l’état  actuel  de  la 
théorie  des  variations  séculaires  l'on  ne  saurait  fixer  ni  les  limites  de 
T et  S (en  supposant  qu’elles  existent  ),  ni  le  coefficient  absolu  delà 
première  puissance  du  tems , qui  devrait  entrer  dans  l’expression  rigou- 
reuse de  ces  deux  variables,  en  supposant  leur  mouvement  progressif. 
La  solution  de  cette  question  est  intimement  liée  avec  celle  d’un  pro- 
blème d’analyse , dont  Lagrange  a senti  et  apprécié  les  difficultés , 
par  ce  qu’il  en  dit  dans  son  Mémoire  cité  plus  haut. 

5o.  Cette  difficulté  disparait  lorsqu’il  est  question  d'avoir  seulement 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  des  élémens.  Heureusement 
les  intégrations  que  nous  avons  à exécuter  sont  telles  que  le  résul- 
tat final  n’exige  que  la  connaissance  de  ces  coefficiens.  Eu  effet. 
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considérons  l’intégrale  ' . 

X = Bj's’'sln{kv  •*;  ^ — n,T)d9 , 

B,  k,  )3,  m,  n étant  des  quantités  constantes.  Cette  forme  comprend 
( comme  l’on  verra  ) tous  les  cas  d’intégration  qui  peuvent  se  présenter 
dans  la  recherche  des  coordonnées  de  la  Lune. 

Pour  avoir  égard  à la  variabilité  de  r'  et  t , remarquons  d'abord 
qu’en  intégrant  par  parties,  l’on  obtient 

X = — ^ e"  cos{k9  — nr) 

JB  Z'  /I  t'“msnZ  . B , 

* -jJ cos{kv dv  -^J sin{kv  fi) ^ dv. 


Mais  nous  avons 


e""cosnr'  = — < (e'cosr  rt-  t iin /)' -t-  («'  cost  — e suit  ^ 5 1 

s^s'uinr  = cosT  -i-  suit')" — (f  cos  r — e' itn  r' )*  > ; 

donc , en  diiïcrentiant  ces  expressions , l’on  aura  un  résultat  qu’il  est 
aisé  de  mettre  sous  cette  forme 


d-t'^cotriT'  , .A'  ,m-i  I 

cosnr 

* ne”~’cos(n- 

d- 1'“  suinx'  , .de'  im-t  ■ • 

^ f sinriT 

-*>/i  e'"~'jin(re  — i )/•  ^ nr' "~*cos(ra  — 1 )r'-  ^ ^ • 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  x,  l’on  trouvera 

X = — -J-  s”  cos(k9  f — nr') 

-*•  J^(m  — n)yt°'~'^^cosnr'd-sia(ki>  f)  — sin  nr  d • cos(Lt>  J3)^ 

^ cos{n—i )r  ^C05 {kv  -t-  f)  — * sin{ki>  -1- 

t/*  «n(n-  i)r  {^n{kv  -e-  f) — — cos{kv  J3) — — jc/p. 
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Or  il  est  évident  que,  en  prenant  f>  pour  la  variable  principale,  et  posant 
c cosT  — '2,  Mcos{pv-*-q) , e sinr  = 'S,-Msin{pv-*-q), 

l’on  a 


d-e'cott' 

dv 


^■Mpsin(pv -*-q)  , 


d-t’tin  x' 
dv 


^■Mp  cos{pv  q)  ; 


donc , en  substituant  ces  valeurs , l’on  a 
X = — e'“cos(i.v  -I-  J3  — nr') 


—n)J^'‘~^^^(cos nr  d’ sin(kv  -f- ^ — sinnT  d-cos{kv-*- 
^?^J^"‘-'cos{n-\)Td.'l^cos{{k-p)v-*- ^-q) 

Je' "‘~'swi{n—  \)Td-'^^^sïn{{h  — p)v  * 


ou  bien,  en  intégrant  par  parties, 

* = - -^t’“cos(li»-*-^  — nr')-*- P (m  — «)£'"- ’~sin(iU>-+-j3-nr') 

” ^ £'""'coi(n  — I)  / 2 cos({k  -p)pt-  J3  — ç) 

— ^e”~'sin(n  — i)r  2 ^^sin({k  —p)v-v  ^ ~ q) 

— -«-  cosnr  I 

"Jcos(k,v  -*-  )3)  d • f'"“'  sûi n r' I 

^ J"2  ^^cos((k—p)v  -*■  fi  —q')d-t"‘~'cos(n—i)T 

~j-  J'^  p^sin((k—p)v  -t-  fi  — q'^d  e’'~'sin(n—l)r. 

5i.  Les  coefHciens  désignés  par  p sont  en  général  très-petits  par 
rapport  à ceux  désignés  par  k,  de  sorte  que  l’on  peut  négliger  les 
termes  de  l’ordre  du  carré  de  p , et  par  conséquent  les  termes  de 
l’ordre  des  produits  » P^’  même  raison  il  est  permis 
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de  poser  ^ valeur  précédente  de  x 

peut  être  réduite  à celle-ci 

* = - -^€""cos(ki>  ■*-^—nT)  — fi-nr) 

— ~ g'""'  coi(n—  i)r'2 -Mp  cos((k  — p)(>  ^ 

— ^ g'""'  sin(n—  i)r'2' Afp  sin(^(k  — p)v  /3  — ç)  • 


En  éliminant  de  cette  expression  les  sommes  désignées  par  2 au 
moyen  des  deux  équations 

d-t'cosr'  Ayf  • / \ d-e'suir'  _ 

— 21 = - ^-Mpsinipv-^-q)  , — t=  ^-Mpcos{pv*q)-, 

il  viendra 

X ^£"'coj(fcp nr') -t-  — n)s"~'^^sin{kv -t- ^ — nr) 

— ^è"'~'cos{n-- 1 ) r'  ^ cosilw  ■+■  fi)  ^ — sin(h>-*- 

— ^ £'""'«n(n  — I )r  I cos(h>  J3)  ^ •*•  sin{kt> 0) 

Mais  nous  avons 


d-e'sinT'  da'  , , 

J = -.-SUIT 

do  dv 

d-t'eosx'  de' 


dx'  , 
dt' 


dv 


partant , en  substituant  ces  valeurs , Ton  verra  que  le  terme 
p-  • sin(kv  -t-  fi  — nr)  se  détruit,  et  que  l’on  a 

* P * “cos(kv  fi  — nr)  — ~ ■ ^ e""cos(kv  -*•  fi  — nr)  . 

En  négligeant  le  carré  de  ^ et  de  ^ , l’on  peut  réunir  ces  trois 
termes  en  un  seul,  et  poser 
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Telle  est  la  formule  remarquable  qui  montre  l'influence  des  inéga- 
lités séculaires  de  l’orbite  du  Soleil  dans  les  intégrations  qui  doivent 
déterminer  les  inégalités  périodiques  de  la  Lune  ; car  il  est  presque 
superflu  d’ajouter  que  l’on  peut  en  dire  autant  à l’égard  de  y et  ô'. 

S2.  Nous  avons  appelé  xi  le  moyen  mouvement  annuel  du  Soleil; 
si  actuellement  nous  désignos  par  cV  le  mouvement  annuel  de  l’ano- 
malie, c sera  une  quantité  variable  donnée  par  l’équation 


dt 


(i  — c')n'; 


l'on  aura  donc  t ==  J{i  —c)ridc,  et  en  intégrant  par  parties, 
T = {i  — c)ric  -X-  ri Ji de. 

Pour  éliminer  la  variable  t de  cette  expression,  il  n’y  a qu’à  substi- 
tuer sa  valeur  donnée  par  l’équation  (3);  mais  la  petitesse  du  coeffi- 
cient I— c'  permet  ici  de  prendre  ri  {t  f)  = v , ce  qui  donne 

T=  —c){v —rif) tij'tdc  , 

ou  bien  t — — c')v -*•  ri , en  faisant  ri  = tij'tdc —{i  — c)rif. 

En  différentiant  cette  valeur  par  rapport  à v,  l’on  doit  avoir 


Éï. 

dv 


dt  f tK  • dt 

= (i  -c)n 


dt  dv  ' * ~ ^ ~ dv 

Nous  verrons  par  la  suite  que  l’on  ® ^ ^ termes  sécu- 

laires provenans  de  la  variation  de  e;  mais  ces  derniers  se  trouvant 
ici  multipliés  par  i ■—  c,  il  suffit  de  prendre  conséquent 


dv 

dv 


En  considérant  sons  un  point  de  vue  tout-à-fait  semblable  la  variable 
6 qui  représente  la  longitude  du  nœud,  l'on  en  conclura  qu’en  nom- 
mant gv  le  mouvement  annuel  de  l’argument  de  latitude,  l’on  a 

6'  = (i  —g')(y'  — rif)  -4-  xiftdg  , 

ou  bien  (l -/)(>'-►  ig' , en  faisant  ri  = rij'tdg — g)rif . 
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53.  11  nous  reste  à chercher  l’e.xpression  de  la  variation  de  f ; 
pour  cela  il  faudra  employer  la  formule  rapportée  à la  page  i5  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  D'après  cette  formule,  si  l’on 
désigne  par  m",  m“,  etc.  les  masses  des  planètes;  par  r",  î",  etc.  leurs 
excentricités,  et  par  r”,  r"’,  etc.  les  longitudes  de  leurs  périhélies,  l’on 
aura  la  variation  différentielle  de  f par  une  équation  de  cette  forme 


où  H,  H\  H"  sont  des  fonctions  du  rapport  du  demi-grand-axe  de  la 
Terre  au  demi-grand-axe  des  planètes  m’’,  ni",  etc.  L’on  obtient  ces 
fonctions  en  calculant  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  la  fonction 


^coi(p  — (a’  — aa'a"cos<p  -*■  etc., 

lesquels  en  série  sont 

' r,  '*  /“Y  »’-3*  /«V  /aY  1 

” a'  L a*  \a  ")  i*.  a*,  a' U'7  "*■  i*.a*-3’-a‘ 

v,,_  ir  1.3  /a’\5  i.3*.5  /a'Y  i-3*.5*.7  / a\7  . T 

^ “ a'I  aVi.aV'/  3'•l^a^3V7  *a‘.i*.a*.3*.4v)  **■ 


et  prenant  ensuite 


H = ïx  — ; -r  7 a — r-Tî-  2 a’ — ; 

da,'  ' da"  da'^ 


rj.  „ , .3  rf’Y' 

H = ia  -r-r  -**  4 * 


» ^ • 


da!  ^ d^  ^ 

TJ..  -ad)  c .3  rf»/" 


da," 


da! 


54.  Lagrange  a publié  le  premier  cette  formule  dans  les  Mémoires 
de  l’Académie  de  Berlin,  année  1784.  Il  a vu  qu’elle  ne  pouvait  donner 
rien  de  sensible  dans  la  théorie  des  planètes  ; mais  il  lui  est  échappé 
qu’en  appliquant  cette  même  formule  à la  théorie  de  la  Lune,  il 
en  résultait  l’équation  séculaire  due  à la  variation  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre,  telle  que  M.  de  Laplace  l’a  donnée  le  premier 
( Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  de  F.aris,  année  1786  ). 
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Pour  mieux  saisir  ce  rapprochement,  il  su£Et  de  remarquer  que  le 


terme  ~ ^ H'e"*  renferme  la  série 

J , . 3 m"/  ®'\^  » a 1 _ 3 M'  / a\^  ,3 

dont  le  premier  terme  “'“•jplÿ»)  f se  change  en  ^ » 

lorsqae  l’on  applique  cette  même  formule  à la  Lune  troublée  par  le  Soleil. 

55.  Avant  de  substituer  les  valeurs  trouvées  plus  haut  de  r et  ô' 
dans  les  formules  (2)  et  (3),  remarquons  que  l’on  peut  remplacer  le 
radical  i/(i-*-s's)  par  son  développement  — ^7*005(2^  — 2Ô') 

que  l’on  obtient  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  y"';  cela  posé, 
l’on  trouvera  que  les  formules  (i),(2),  (3)  peuvent  être  transformées 
dans  les  suivantes  , où  k et  n désignent  les  époques  du  nœud  et  du 
périhélie  qui , quoique  aflFectées  de  petits  termes  variables , doivent 
( par  ce  qui  précède  ) être  traitées  dans  les  intégrations  comme  quan- 
tités constantes , 

f s = y sin(i>  — é') -, 


(IX) 


U = 


cos  O 

COs(  cV  — K ) 


(i-^iy*  ) 
(fVl.'y") 

a\i—  t'f!)  j 2.g  V — 2>)')  ( — 4 y * ) 

cos(^{ig  — c)v  — 2rj'  -4-  X ) ( — \ r'y'^) 


/i'(c  = P -H  sin{cv  — x') 

4m(2cV  — 2x') 


(-  n 

sin.{Zcv  — 3x')  (—  § 

sm(4cV'  — 4x')  (-+- 

sin(^2gV  — 2.r{)  (-*-4/*) 

sin((  2g  — c'y  — 2r{  ■+■  x')  (—  4 £ y'*) 

sin((2g'  c'y  — 2xj*  — x')  (—  4 £ y 

«n((2^' — 2c'y  — 2r)V  2x'^  (-♦-  e'^y'^) 

sin((2g-*-2c'y—  21\  — 2x')  (-4-  e*y'*)- 


£'^) 
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Ces  formules  deviennent  beaucoup  plus  simples  en  négligeant  tous 
les  (erincs  périodicpies  multiplies  par  y",  lesquels  ne  peuvent  produire 
que  (les  inégalités  d'uue  extrême  petitesse  dans  ta  théorie  de  la  Lune; 
mais  il  im[iorte  de  conserver  dans  cette  même  théorie  ceux  qui  ne 
sont  pas  allcciés  de  sinus  ou  de  cosinus  ; car  on  verra  par  la  suite 
que  Ces  termes  peuvent  augmenter  par  l'intégration  , et  donner  nais- 
sance à des  équations  séculaires  de  la  même  espèce  (pie  celles  prove- 
uanlus  de  la  variabilité  de  l’excentricité  s. 

S 3. 

J aritilion  différentielle  des  six  constantes  arbitraires  h',  y,  C,  e,  ts , ff 
de  r orbite  de  la  Lune. 

56.  La  solution  des  trois  équations  dilTéreutlelles  que  nous  avons 
exposée  dans  le  $ i de  ce  chapitre , se  rapportant  au  mouvement  de 
la  Lune  dans  l’ellipse  immobile  , ne  peut  pas  être  employée  comme 
une  première  approximation  , puisque  les  termes  dus  aux  forces  per- 
turbatrices ajoutent  aux  quantités  désignées  par  9 et  et  des  termes 
qui  croissent  progressivement  avec  le  tems.  Cette  considération  nous 
force  de  revenir  aux  équations  dififéren belles  (VIll)  du  n.“  a3  , qui 
renferment  l’elTel  des  forces  perturbatrices,  afin  d’en  déduire , par  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  l’existence  de  ces 
mouvemens  progressifs,  et  reconnaître  en  même  tems  les  modifications 
qu’il  faut  faire  subir  aux  résultats  obtenus  dans  le  paragraphe  cité  , 
pour  pouvoir  les  employer  dans  les  approximations  suivantes. 

Quoifpie  les  seconds  membres  des  équations  (VIII)  renferment,  outre 
les  coordonnées  de  la  Lune,  les  coordonnées  s’,  m',  v'  du  Soleil , l’on 
peut  imaginer  ces  dernières  variables  traduites  eu  fonction  de  i>.  En 
cfl'et  , soit  t = F(y')  la  valeur  de  / donnée  par  la  troisième  des  équa- 
tions (IX)  du  paragraphe  précédent,  et  / = 5>(i')  la  valeur  de  t qui 
doit  résulter  de  l’iniégraliou  des  étjiiailons  (V  lll)  par  une  suite  d ap- 
proximations successives  ; en  égalant  ces  deux  valeurs  de  / , l’on  aura 
une  équation  propre  à fournir  la  valeur  de  v eu  fonction  de  v. 

2ome  /,  9 
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5^.  Les  formnles  trouvées  dans  ces  derniers  tems,  d’après  k principti 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires , ne  pourraient  être  appliquées 
au  système  de  constantes  adaptées  dans  la  solution  exposée  dans  le 
premier  paragraphe  de  ce  chapitre,  sans  éliminer  le  tems  et  introduire 
ces  mêmes  constantes  à la  place  de  celles  communément  employées 
dans  la  théorie  des  Planètes.  Mais  les  relations  qui  existent  entre  ces 
deux  systèmes  sont  tellement  compliquées  , qu’il  est  beaucoup  plus 
simple  de  chercher  immédiatement  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires h',  7,  0,  e,  ® , /i  en  partant  des  équations  dîlTérentiellcs  du 
second  ordre.  Eu  opérant  ainsi  nous  parviendrons  à des  formules  difl'é- 
rentes  de  celles  qui  donnent  ces  variations  exprimées  par  ks  dilTéren- 
tielks  partielles  d’une  même  fonction  prises  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires  , et  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  constantes 
seulement.  Mais  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue  , il  nous  a paru 
plus  avantageux  de  renoncer  à l’élégance  de  ces  formules  , et  d’en 
chercher  d’autres  , qui  ont  un  contact  plus  immédiat  avec  ks  équations 
düTérentielles  qu’il  s’agit  effectivement  d’intégrer  eu  considérant  les 
puissances  supérieures  des  forces  perturbatrices. 

58.  Retenons  pour  s,  u,  t ks  fonctions  de  v trouvées  dans  le  para- 
graphe cité,  et  supposons  que  l'on  y remplace  chacune  des  constantes 
arbitraires  A‘,  7,  0,  e,  v , f par  une  fonction  de  la  variable  0 déter- 
minée de  manière  que  après  avoir  opéré  ce  changement,  les  nouvelles 
expressions  de  /< , s , ^ qui  en  résultent , aient  la  propriété  , 

I-*  De  donner  pour  t,  ^j^j^des  fonctions  de  o d’une  forme  iden- 
tique à celle  que  l’on  aurait  en  substituant  au  lieu  des  constantes  arbi- 
traires les  fonctiotis  variables  qui  ks  remplacent  dans  ks  expressions  de 

t,  ^,^.,^/ormées  en  supposant  constantes  les  quantités  A‘,  7,  B,  e,  'o ,J\ 


2.*  l)e  satisfaire  aux  équations  différentielles  du  second  ordre  qui 
déterminent  ks  valeurs  de  — , 4^ 

En  posant  ^^  = n"'  et  en  désignant,  comme  dans  le  n.°  ,, 


par  A*  la  constante  ajoutée  à l’intégrale  2 , la  troisième  des 
équations  (VllI)  devient 
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Pour  satisfaire  à cette  équation  par  une  expression  de  la  forme 
^ =3  il  faut  changer  dans  cette  dernière,  h,  en  ^fi‘  2fU.“di>, 
ou , ce  qui  revient  au  même , il  faut  prendre  pour  A*  une  fonction 
de  i>  telle  qu’étant  différeutiée , l’on  ait 

rf-A*  rr" 

59.  En  dififérentiant  l'équation  s = ysin(y-ô),  et  faisant  tout  varier,  l’on  a 
^ = ycos(p-ô)  -*■  ^£sin(v-ô)  - ^ycoi(p-fl); 

donc,  pour  réduire  cette  expression  à la  forme  1==  y cos  (y — 6),  il 
faudra  poser  l’équation 

^«n(p-ô)  - ^ycos(y-6)  = 0. 


Alors,  en  differentiant  la  valeur  de  l’on  a 

^ s «y  yv  dy  t y,  t J 

^ - y sm(i>  -6)*  J- cos(o- 6) -*■  y J- sin(i>~-ô)-, 

mais  s = y sin{v  — 6),  partant 


d's 

dv' 


J-i  = «n(v-ô). 


En  substituant  dans  cette  équation  pour  ^ sa  valeur,  il  viendra 


2'  _ d's 

t'ut[y — fl)  dv  dv' 


Or  la  première  des  équations  (VIII),  en  y remplaçant  l’intégrale 
par  la  fonction  A\  et  en  faisant 

ri.  i/s  dû  t-t-ss’  dû  ds  j^,„\ 

“ ~ ■ 'ST  ■ rf7  ” rfü  ^ j ’ 


donne 
On  aura  donc 
d’où  l’on  tire 


d's  ™ 


r _ JJ-. 

sin(e  — 6)  de  ’ 


5'^ r ’ % *=  n'coî(h- ô). 


nigill7nd  hy  (^onolp 
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6o.  En  posant  pour  plus  de  simplicité  k = — , la  valeur 
de  it  du  n.°  87  donnera 

itu  = /i-i-ts  e cos(v  — ■a)', 

donc,  en  différentiant  cette  équation  et  faisant,  d'après  les  conditions 
établies , 


de  , , da  . , , dk 

cos{«  Sin(i>-w)  = u-. 


dv 


l’on  aura 


^du  ^ ds  s 
ds>  dv  j/  (1 


dv 

e stn(p  — or) . 


Maintenant , si  l'on  différentie  cette  dernière  équation , l’on  obtient 


! d's  I rfj"  de  . , . , ^ dd  / , 

L'expression  de  u posée  plus  haut  donne 


, <£*u  du  dk 

dv‘  dv  dv  ~ 

ds'  de  . 


ecoi(ir  — ta)  =3  ku  — ; 

donc , en  substituant  cette  valeur , l’on  aura 


/ \ ae  , / V 


da  , , de  . 

Sin 
dv 

J /d'ii  \ dk  du  , I ’ d's. 

'dv  dv  ” ’ 

mais  l’on  a ss  et 

./ . » /ds\^  s d's  s (d's  \ . . 

V'*''/  /(l-*-")  dv'  /(!-*-«)  W»  ) 


donc,  en  substituant,  l'on  aura 

de 

dv  ''"“V''  '•/  '* 


de  ...  . da  , . 

sin{y  — tsr)  — e-j-  cos{v  — ta)  = 


s {d's  \ dk  du  , (d'u  a \ 

j/(it-xO  \dv'  ~ dv' dv  Wk* 
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En  diiîérentiant  la  valeur  de  k,  Fon  trouve 

dk  _ 1 -»•  yy  d-h*  A’y  dy 

dv  if  dv  fr  du 

et  en  substituant  la  valeur  de  ^ et  de  , l’on  aura 


69 


dv 


dk  i-^y/n"'  hrlV  , .. 

a LL  n -I-  a — î — cash  — 6) . 

du  c <r  ' ' 

En  écrivant  dans  la  seconde  des  équations,  A'  au  lieu  de  a/^  ds> , 
et  posant  ensuite 

1 / (2Û  s dù  du  i-r>«r\ 


l’on  aura 


d'u 


dv 


ï -+■  U — 


h'[t  ss)^ 


-r  = n". 


d’s 


En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  f = II',  les  deux  équa- 

tions entre  de  et  <Is7  ^deviendront 

^coi(p-w)  + e^"i(n(p-Br)=! 

%dn{v-^)  - e^co<P-ur) 


/n' 


j/(l  -t-JS) 


- itn". 


De  bk  Ton  conclut  les  valeurs  suivantes  de  e^  et  de  ^ : 

dv  dv 

« ïî  “ (tn-- 


d 
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6 1 . Cela  posé  , si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 

ds  ds* 

Q = 2(1  -4-  55)  J-  sin(v  — — s-cos(t>  — w) , 

Q'  = 2(1-4-  55) Ÿ;, — cr)  -4-  (i  -4-77  — 2 S‘sin{v  — tr) , 
l'on  aura 

C ^ t=  k Iï"c05(p  — ÎD-)  -4-  r 

av  ' ' (1-4-77)  j/(i -4- «) 

S / •/  \ J ds  / s y 

H.  2 -4-  005(4;  - tïr)^  1 


= — fcn"5m(t;  — tïr) -4-  — 

04»  ' ' (i 


Q'IM 

77)  ^/Cl  -4-  5f) 


n 


a co5(o  — w)  — 

Maintenant,  si  l’on  suppose 


îeÆ-tfîî<î^rr') 
V /t*  I ry  / 

d s . f V ? 


l’on  a 


^I)  - 

s dû 

I -4-  « 

dQ. 

U du 

u' 

ds 

n'  = 

ûfi) 

I 

ds 

dO. 

h' 

/i* 

dv 

u^dv 

j/(l-4-Jj)  rfp 


Ci  *Lrfû  5 rfû 

H»)  ~ ü * rfT  ’ 


i-j/f  ^ 4^4^  4^  ^ 

~ IF  V ' d^  'îFTv 


donc,  en  substituant  ces  valeurs,  et  posant  pour  abréger 

% 

w /,  <f«  a f «TA  . , - J , V ds 

^ = r * ■ PW)-  -di  COs(f>-U)  - 


-4-  2e  — 

il  viendra 

rfc  1-4- 

e ^ = 

a f 0 


ae 


rfx‘ 


1 -4-  77  rf  {;* 


cosfc-ro4  - g4>„,  * £, . iS. 

(a)^  ' / A*(t -4- ry)  1/(1 »^4i(; 


(t-4-77)/(i 


c/y 


P=  I sin  (2.-*o)-k2(i-  . %)  (t/1^»  sin{^.^y  . % co,{y  -o)), 

P-=-fc0<2.-2o)^2(l_j^.^)  {yü^COs{.-.)- 

3 2*’  rfi* 

3 ^ 1 ^ yy  * dv^  * 


En  substituant  dans  ces  expressions  de  P,  P,  ainsi  que  dans  celles 
de  Q , Q'  pour  s et  ^ leurs  valeurs  , l’on  aura 


i>  = I sin{2v  - 2®)-+- > -•- f V7  — i 77  coî (2i>— 2®)  | sin {y—vi) 

(i.nyy?i/(l.«.»)  I ( ‘ r/v)««(ï‘'-  2«)  - J 77  «n(4‘'-4«)  j cos(y-i3), 

P'  = |e-t-î^^2 J122_cos(2t'— 2®) 

+jC0s(2i>-2ra)-*-^^^|  1-Hÿr/— 577CM(2f— 25)|cos(t'— ©) 

- (lH-yy^(l-;:r)  I ( I-*-î77>'«(2V- 2®)-  j77îm(4f-45)  j ««(^'-®)} 

Q = 7 + j7*^  sin  (9— ©)-4-  j 7 siVi(2V— 9 — ®)"^ï7’ sin(^^v — 39-t-®) 

Q'=(|7-l-|7’)cos(9-o)-Hj7COs(2i>-9-®)— j7'co<*‘'-3®'^®)- 

62.  L’expression  de  ^ relative  à l’éllipse  immobile , trouvée  dans 
le  n.°  3g  , peut  être  réduite  à la  forme 

^=^^A"cosv^^"cos%v-*-A"'  cos  3t> + etc. 

•+■  ÿ'  sin  V ■*■£"’  sin  2V  -t-  B"  sin  3t»+ etc. 
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En  imaginant  substituées  dans  les  fonctions  A" , A“ , A"',  etc.; 
B' , B" , B"' , etc.  au  Heu  des  cinq  constantes  arbitraires  !t,  ■/,  e,  0,  o 
leurs  valeurs  variables,  et  en  supposant  pour  plus  de  simplicité  leurs 
variations  représentées  par  les  équations 

dA'  = G"d^,  d.r  = G"'di>,  d.4"=G"'d^,  etc. 

dB'  = irdv,  dB"=H\h,  dB"'=iird<>,  etc., 

Ton  aura  , après  avoir  intégré  par  parties  , 

dv  ■+■  A' sin  f j A" sin  at'-t*  j A"' sin  3\>  -+-  etc. 

— B’  cos  V — J B" cos  2s> — J B"' cos  — etc. 


sinvdv — ^J'G" sin  2vd^>  — etc. 
cos  V d\>-^-^J'H"‘ cos  2vfA>-t-etc. 


Dans  le  cas  des  forces  perturbatrices  iiulles , la  valeur  de  t -^J"  se 
réduit  k la  somme  des  deux  premières  lignes  ; ainsi , dans  le  cas  de 
l’orbite  troublée  , l’on  doit  prendre  pour  y une  fonction  de  f , telle 
qu’étant  difierentiée , l’on  ait 

y^z=G" sin  t» -t- ÿ G'" sin  av-f-i  G"' sin 3v-t-elc. 

MF*  3 3 

— If  cosv  — J H'" cos  ae—  i//"’cos  dt*— etc., 

ou  bien 


df  d.r  . 


sj»3t'-4-eic. 


dtt" 

a*' 


HA^'*  . 1 

--57*"»  "‘'-+-8 -ST 

1 dff"  1 dB"'  3 

os\>-^.-^cosw—;^.-^cos3v—(iV:.i 


car  il  est  évident  que,  en  prenant  pour  y l’intégrale  de  cette  fonction, 
l’on  a 


i 4*y =J'^ d\>-^A' sinv-^-\f  A”  sin  a v -t-  j A’' sin 3v -t- etc. 

— fi" COI  t>—  J B" LOS  20  — ÿ B"^cos  3o — etc. ; 


c’est-à-dire  une  expression  de  I-»-y  tout-à-fait  semblable  à celle  que 
l’on  obtient  en  supposant  milles  les  forces  perturbatrices. 
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63.  Il  suit  <le  là  et  de  l’expression  de  t f rapportée  à la  fin 
du  n.°  39 , que  l’on  a aussi 

INsûi(v—is)  -*•  ^N"sin{2v—  2u)  ^N"  sin(2v  — 2O) 

■t-^N"'sin(3f>—3isr)-*-N"  sin(y-t-Ta—26)-*-lIV”  itu(3t*-3r-aô) 

I 

■*- JyV'jtn(4(>-4Œr)-^JiV''ij/i(4(^4Ô)-t- JiV  Jm(4i>-2t5'— 2Ô)j 

etc. 

La  valeur  de  A devant  être  égale  à IlSLI^IÏÏIA  ^ Pou  a sous  forme 
finie  (Voy.  n.®  41) 

A = r = 1/- i 

— fi)]-*  ^ 

et  en  développant  jusqu’aux  quantités  du  quatrièmé  ordre  inclusivement, 
A = ^ |e*  e'*  -t-  ^ 5^’y“coi(2®-  26)^. 

64.  L’intégrale  simple  jAdv,  qui  entre  dans  la  valeur  de 
étant  égale  à l’intégrale  double  Jdv  J' ~ dv,  l’on  pourrait  exprimer 
explicitement  cette  demière  par  les  fonctions  de  la  force  perturbatrice, 
en  différentiant  A et  remplaçant  ensuite  dh , dy,  de,  dû,  t/ar  par  leurs 
valeurs  trouvées  précédemment;  en  opérant  ainsi  l’on  tomberait  sur 
un  résultat  fort  compliqué , et  il  serait  assez  difficile  de  voir  qu’il 
peut  être  réduit  à une  forme  fort  simple.  Mais  il  est  aisé  d’éviter 
cette  complication  à l’aide  de  la  considération  suivante. 

En  désignant  pat»  — ^ la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à 
l’intégrale  2j'd^,  l’on  a cette  équation  du  premier  ordre  (Voy.  n.®  2 1) 


rfr*  1 / I d$'  I \ air 

rft'  dt‘  \i  -*-ji  dv'  (I  ssŸ)  ~~  r 


l*2fd:a. 


dans  laquelle  a représente , comme  l’on  sait , le  denii-grand-axc  de 
l’orbite  lorsque  l’on  suppose  la  force  perturbatrice  nulle;  donc  pour 
conserver  la  même  forme  au  second  membre  de  cette  équation  dans 
le  cas  de  l’orbite  troublée,  il  est  évident  qu’il  faudra  prendre  pour 

Tome  L 


% 
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une  fonction  telle,  qu’étant  diflférentiée  , l’on  ait  = — 2dSl; 

où  l’on  tire  en  intégrant 

^ = ^ ^ ^fdLÜ, 

a a,  J 

étant  la  constante  arbitraire  absolue  qui  doit  être  ajoutée  à l’inté- 
grale Z J' d SI.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 

P rf.  = j/ÿ . /-(.  _ faafa. 

65.  L’inspection  de  la  valeur  de  ~ trouvée  dans  le  n.°  62  démontre 

que  l’on  obtient  cette  formule  en  excluant  le  terme  J'^^dv  de  la 
valeur  de  t -*-f,  et  en  différentiant  ensuite  par  rapport  aux  cons- 
tantes arbitraires  seulement;  donc,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 


9 = 


= — — r » 1 on  aura 


dv 


d-qN  . f V I d-qN'  . , . i d-qN"  . . k. 

-jr  â * -VT  - • -J—  sin  (2i>  - 26) 

1 d-qN"'  . .0  9 \ d-qN”"  . , I d-qN""  . 

2 * — 5in(op  — oîît)  ^—2.6)  -+-  ^ • —^—sin{6v—nr—2d} 

1 rf.gAT  . . .1  d-qN'’  . , ..  1 d-qlT''  . , 

- • 5m(4p-4ar)  - 4Ô)  - - • -^i—sin{^v-2w-2Ô) 

Ncos{i>-^  xs)  >*•  N’cos(2v  — 2tff)  Ar"c05(3<^— Bar)  — N"^cos(y  ►+■  ar— 2Ô) 

# 

■ \ N’^cosi^v — tïT  — 2&)  -f-  A^^co5(4p— 4tîr)  — aar — 2Ô) 


da 

9 


( N“cos{2v  — 2Ô)  o.N'^'cosiy  ts7  — 2Ô)  -h  | N"'  c6s  {^v  — xs  — 2Ô)) 

^ 'cOi(4P  — 4^)  à N'^COs{^V  — 2XS—2&)  ) 

66.  Les  coelEciens  qN ^ qlV,  qN",  etc.  étant  différentiés  par  rapport 
à e et  Y,  afin  de  former  les  valeurs  de  , etc.  perdront 

chacun  une  dimension;  ainsi  il  sera  nécessaire  de  chercher  leurs  valeurs 
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développées  jusqu’aux  quantités  de  Tordre  m -*■  i pour  avoir  la  valeur 
de  exacte  jusqu’aux  quantités  de  Tordre  m inclusivement. 

67.  Dans  le  paragraphe  suivant  nous  montrerons  par  un  petit  nombre 

d’applications  clioisies  Tusage  des  formules  qui  viennent  d’être  exposées , 

CD  considérant  seulement  les  premiers  termes  des  coefhciens  de  quelques 

illégalités  lunaires.  Comme  Texpression  de  , posée  plus  haut , ne 

peut  pas  être  développée  ultérieurement  sans  tomber  dans  une  exces- 

sive  complication , nous  conviendrons  de  borner  la  valeur  de  ^ au 

second  ordre  inclusivement  par  rapport  aux  quantités  e et  y , ce  qui 

nous  sulHra  pour  les  app^cations  que  nous  ferons  de  cette  formule. 

Eu  substituant  pour  N , A",  iV,  etc.  leurs  valeurs  dounées  dans  le 

n.”  39  , et  remarquant  que  à Tégard  des  quantités  e et  y les  deux 

fonctions  1 :r-  sont  de  Tordre  — i , Ton  trouvera 
av  a» 

dv 


q dk 
h dv 


^ — 6e  sin(v  — w)  -1-  | e'sin(2t>  — attr)  -t-  J y*iin(2v — 2Ô)^ 
çy  ^ ycos(2v—2Ô)  -*•  | eycos(v*ia—2Ù)  \ eycos(3v— 57-  20)^ 
q Jyiin(2v— 2Ô)  — |eysûi(v.+-ta'— 2Ô)  — |eyiw(3v— îff— 2Ô)— 5eysi/i(v-5r)^ 


du 


(a-3e*-i/)  coi(p  — w)  — I e cos(2i>  — 25t)  -t-  e“  cos(3v  — 357)) 


'_3 


y’  cos(v  -*-57  — 2Ô)  4 y*  cos{iv  — 57  — 26) 


^ — (2  -*-96*  — 5 y’)  $in(v  — 0-)  Je  sin(2v  — 257)  — e^fin(3v — 3sr)) 

— \ y“  sln(y  -*-57  — 26)  — | y*  iû»(3v  — cr  — 2Ô)  ) 

68.  Or  nous  avons 


de 

9 dv 


d-h'  _ 2 , 

dv  u'dv 


dd 


(o<.)  - r cos(v  - 0)  • ’ 

g = _ y C07(V  - Ô)  • ’ 
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et  en  négligeant,  comme  on  le  doit,  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  second,  les  formules  du  n.°  61  donnent 


de  ^-^77  • / \ n 


^|ycoi(sr  — 6)  -t-  ^ y coi (ap  — ô — w)  2e y coi ((>  — â)^ 

(2— Jy’)coi(y— ®) -t- iecoi(ao— 2sr))  ^ 

— \y^co%{y—  2Ô-*-cr)  — Jy’cos(3i>—  2Ô  — w)  J ' 


h-  u'di> 


dv  i-*-yy  / V r> 

e-r- = ’-i- coslv  — orl-li, 

rfp  <r  V / ( 


(a) 


-+■  ^yiirt(sr  — â)  i y sin  (2t>  — ô — a)^  ^ 

1(2  — J y“)  sin ((>  — w)  ■*■  Je 5i>i(2t>  — 2w)  1 

|y*iin(K  — 2Ô  w)  — >y“  5În(3p  — 2Ô  — ®)  | 
donc,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 


dû 


A 3. 
dv  ^ h‘ 


Ton  aura 


“T7~  ^ ^W,,.  ■ 

U dv  h <0 

A = 


— fie sin(y  — ar)  | e“ sin(2v  — 237)  | y^ «rt(2P  — 2Ô) 

ï y“  (li/i  (p  — ô)  cos  (2p  — 2Ô)  — coi  (p  — 6)  sin(2P  — 26))  cos  (p  — â) 

— 3eitn(p— ti)r)+?e*iirt(2P— 2w)—  1 8e’ii/t(p— 37)cos(p— w)-+-6e’coj(p— nr)jin(i>-5r) 
(—4^1  '(•yy)jm(p— ar)'i-3e«n(2P— 2îa)-2e“iin(3p— 35r)-*-e«n(2p-2w)l 


>coi(p— tv) 


(—4^1  '(•yy)jm(p— ar)'i-3e«n(2P— 2îa)-2e“iin(3p— 35r)-*-e«n(2p-2w)l 
f— »y’5Ûj(p+07— 2Ô)-t-Jy“itn(3i»-t»r— 2Ô)-t-|y“ii/i(p>-2Ô*S!')— Jy“iin(3p— 26— 5r)j 
^•+■4(1  *yy)  co^(p-5r)— 3e  coi(2p— 237)^-26^  co5(3p—3t*r)—ecoi(ap-2w)î 
(-|y“cOs(p*W-2Ô).*-Jy’cOi(3p-5r-26}4-|y’cOi(p-2Ô*37)-Hjy’cOi(3p-2Ô-37)j 
-t-  5e“(jin  (ap  — 237)  cos(2t> — 237)  — C05(2p—  2®)  sin(2v  — 2®))  , 
ou  bien 

A = —Sesin(t>  — ®)  — |e’ ««(ap  — 2®) -t- J y*«n(2P  — 2Ô). 
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t y cos(ap  — 2Ô)  H- 1 e y cos{y  ur  — 2Ô)  i e 7 coi(3y  — w — 2Ô))  iûi(y  — ô) 

(•*•  à y Jtn(2P  — 2Ô)  — I e y sin{y  tsr  — 2Ô)  — J e y sin(3i^  _ tÿ  — 2Ô))  coj(i' — ô) 

(—  iycos{d  — w)—  yc05(ap  — ô — tir))iira(y— ®) 

(-♦-  3y  «n(ô  — w)  -t-  y ün {iv  — ô — ■or))  co5(p  — w) 

(■*■  |eV<^o^(®  — w)  1 ey  cos(2v  — 6 — w))  «n(2p  — 2w) 

( — |eyîin(â — ■!=■)  — I ey  4 j/i(2o — 6 — tsr))  cos(2v  — 2tb) 

— Seysiniy  — rs)  cos{v  — ù)  — 4 ey  sin (t>  — cr)  cos (v  — 6) 

= — lysin(y~6)—^J^  ey  sin(2t>  — ô — ■a:)  ^ey  sin(;sr — 6) 

C = 

^1(2  9e“  -t-  J y“)  sin(i>  — w)  — | e sin{2v  — 2®)  -+■  e*  sin{3t>  — 3ar)) 

]-i-^y^sin(y  w — 26)  Jy*  sin(iv  — t«r — 2Ô)  ] 

5(2  3e’-<-  .Jy^)  cos(i>  — ■»)  — |e  co5(2(<  — 2cr)  e’cos(3t» — dîv)/ 

?cos(p— ®) 

— ^y’ 00^(1* w— 2Ô) Jy*  coi(3(’  — w — 2Ô)  5 

= (2  -I-  6e“  J y“)  — coi(i’  — ro)  — 2e’‘cos(2v  — 2w)  — J y’c05(2P  — 2Ô). 

En  substituant  pour  q sa  valeur  et  en  négligeant  toujours  les  quantités 
au-delà  du  second  ordre , l’on  aura 

^/  = 
rfp 

l,y  sin(y  — ô)  — ey«n(2p  — ô — w)  J cysin(a  — 

^(2  6e“-t-  Jy’)  — |ecoi(p  — w)  — 2e’coi(2P—  2®)  — à y^cos(2v—  26)^  ^ ’ 

/ « a • / A\\  ^ 

^ f — 5e5m(t^  — w)  — — - aw)  -*•  Î7  ji/i(ap  — a6) ■ 
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69.  D’après  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer,  il  est  facile  de 
démontrer  que  chacune  des  constantes  arbitraires  h,  y,  é,  e,  u peut 
être  exprimée  explicitement  par  la  variable  indépendante  v et  les 
fonctions  s , u,  . En  effet  nous  avons  d’abord 


I t dv 

« = — » • J-  ^ 

U dt 


~ = ycos(t>~6) 


et  les  équations 

s — y sin(i>  — 6)  , 

donnent 

y = ^ ’ tang(i>-6)  = 

et  par  conséquent 


long  ô = 


dt  . 

^^sinv  — s- cosv 


di> 


cosi>  s-stni> 


Ensuite  nous  avons  les  équations 
:os{v—w)  = ku-/TZ7^  , esin{e 
lesquelles , en  posant  pour  plus  de  simplicité 


du. 


ecoi(y— w)  = , esin(o~is)  ==  ? ^ 

dv  dv 


P ^ 1.  f d s . , 

Q ~ ku  — \/i  ^ f,  _ e cot(w  — tir) , 

donnent 


**  = 0*.  tang(t>  — vj)  

Actuellement , si  l’on  remarque  que  l’on 


a 

I f*- 


tang  w = 


Pcotv-t-Qtinv 
Qcosv—  P tint)  ' 


dt' 

de' 


do' 

dp  ’ 


Ion  en  tire  la  conséquence  que  chacune  de  ces  constantes  arbi- 
traires peut  être  effectivement  exprimée  par  t>  et  par  les  fonctions 

dt  dit  dt  * X r 

^9  ^9  j”  ^ 1 -r“  • 

dp  dp  dp 
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70.  Nous  terminerons  cet  article  en  donnant  des  formules  assez  simples 

pour  trouver  les  valeurs  des  différentielles  partielles  ^ ^ 

moyen  du  développement  de  la  fonction  îî  formé  en  y substituant 

ysin{v  — 6)  au  lieu  de  j, 

et  - fl)  e cos  (v  - ô)  | au  lieu  de  «. 

Soit  fi  =j  F(y,  A,  y,  ô,  e,  tj)  le  résultat  de  cette  substitution, 
et  supposons  que  l’on  ait  laissé  v,  u,  i pour  représenter  les  coor- 
données du  Soleil  i il  est  d’abord  évident  que , en  prenant  les  diffé- 
rentielles partielles  de  fi  par  rapport  au.v  constantes  arbitraires  e et  9 , 
l’on  a 

rfÛ  du  ^ c/Û  c/û  du  dù 

du  de  de  du  du  du 

mais  l’expression  précédente  de  u donne 

du.  «reoj(e  — du  <r  e sln{ç  — v) 

de  ~ A*(i yy)  da  A’(i-«-yy)  ’ 

et  par  conséquent 

rfû  _ <rc.Qs(y  — v)  dù  dù  _ (resin{p  — tr)  dÙ 

de  ~ A‘(i-*-yy)  du'  dw  ~ /»*(i-^yy)  du 

n suit  de  ces  deux  équations,  que  l’on  a 

dû  A’(t  -<-yy)  S / , dû  . , s dù  } 

^ = y^lcosi^  ^ sui(i>  - xsf) 

et 

5in(v  _ ®)  — - cosiy  - ^ =*  O- 

71.  Maintenant,  si  l’on  dififérentie  la  même  expression  de  fi  par 
rapport  à y et  ô,  il  est  clair  que  l’on  a d’abord 
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Mais  les  valeurs  précédentes  de  u,  j donnent 


du  <T 


=-yc04(t— ô), 
da 


ds  AXi-i-yy) 
partant  nous  aurons 


ay« 


dd  _ 

/dû 

dû 

du 

dy 

\d  S du 

ds^ 

dû, 

(dû 

dû 

du'' 

rfû  “ 

\</i’  du 

ds^ 

dû 


Ces  deux  équations  donnent 

dû.  . , ..  d Cl  , dü  (dn  ttVnsintv  — 

donc,  en  substituant  pour  ^ sa  valeur  trouvée  plus  haut,  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

•y  / \ d û • / \ ^ ^ 

R = co5(p-cr)^^«n(p-cr)^, 


l’on  aura 
dû 


ir  = iin(p  -6)~-  cos{» -6)y%-> 


aùus)K-, 

du  a ds  <r  / 

d’où  l’on  conclut, 

£1  _ ^ 4 rfû’_  X ^ ^ a A» 

W rf»  U ds  U \ <r  <r  u^(i-*-ss)/  ’ 


a, 


Vi) 


<Jtt  U ji  ds  U uy  a «r  ' ' u J 


72.  Pour  tirer  de  l’équation 

£î  = A,  y,  â,  e,  w) 


la  valeur  de  la  différentielle  partielle  ~ , remarquons  que,  en  désignant 


dv 
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par  le  coefficient  différentiel  de  fonction  F pris  par  rapport  à 

la  variable  v explicitement  renfermée  dans  cette  fonction , Ton  a 

£û  ^ dji  rfQ  dt  _ 

dv  dv  du  dv  dt  dv  ' 


mais  il  est  clair  que  l’on  a 

du  dit  dt  aetin(y  — v) 
dv  dt  dv  A’(i-^yy) 


dt 

dv 


ycos{v  — 6)\ 


donc  en  observant  que  l’on  a trouvé  plus  haut 

dQ  iretin(v  — e)  dû 
d tj  ~ -t- yj)  du 


l’on  obtiendra 


<fQ  _ fdû 

de  Vâ^ 


^.ÿ^yCOs(v-ô), 


^ ^ ^ dû 

dv  dv  de  dit 


Ce  résultat  et  les  deux  précédens  démontrent  qu’il  suffit  de  dévelop- 
per la  fonction  pour  eu  conclure,  par  de  simples  différentiations 
partielles  exécutées  par  rapport  à la  variable  indépendante  i>  et  aux 
constantes  arbitraires  e,  -a,  y,  â,  les  fonctions  de  la  force  perturbatrice 
qui  entrent  dans  les  équations  différentielles. 

Nous  rapprocherons  de  cette  conclusion  l'équation  suivante  : 


d^ 

dy 


dy  ■ 


de 


de  • 


S''* 


dû  , 

J — dur 

du 


O 1 


à laquelle  la  fonction  ( et  toute  fonction  de  s et  de  u ) doit  néces- 
sairement satisfaire.  En  effet  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  est  équivalent  à ^ du  ^ ds,  les  différentielles  étant 
prises  par  rapport  aux  quantités  h,  y,  e,  6,  vr  seulement  : ainsi 
l’on  a ici  du  = o , ds  = o , conformément  aux  conditions  établies 
au  commencement  de  ce  paragraphe. 

7$.  Enfin  il  est  utile  de  remarquer  que,  en  retenant  seulement  le 
terme  principal  de  chacun  des  argumens,  l’on  peut  représenter  par 
Tome  /.  «I 
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A e cos{q  i is)  un  tèrme  quelconque  du  devéloppement  de  fî  aflfecté 
d’une  puissance  de  e,  A étant  indépendant  de  e;  et  qu’en  conséquence 
l’on  a , pour  ce  terme  principal , 

R = iAe~'  j^coi(p— w)  cos(g±iw)  =F  — tv)sm(g±t  w)]' 
ou  bien 

R = iA e'~' cos{y {i—i) 

En  désignant  de  même  par  By  cos{p±i6)  un  terme  principal  de  ü 
dépendant  de  y,  l’on  aura  , 

R'  = iB  y~'  sin(v±{i— i)6±  p)-, 

on  voit  donc  qu’il  faut  développer  îi  jusqu'aux  quantités  de  l’ordre 
m I par  rapport  à e et  y,  si  l’on  veut  obtenir  pour  R et  R'  des 
valeurs  exactes  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m inclusivement. 

S 4- 

Application  des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à la 
recherche  de  quelques  termes-  principaux  des  perturbations  lunaires  dues 
à l’action  du  Soleil 

74.  Désignons  par  /»_,  e , ô_,  les  valeurs  constantes,  censées 
données,  que  les  variables  h,  y,  e,  ô,  w ont  à une  époque  déterminée. 
En  considérant  ces  constantes  comme  la  première  valeur  de  ces  fonc- 
tions , l’on  pourra  trouver  la  partie  variable  en  intégrant  successivement 
leurs  dififérentielles.  L’analyse  que  nous  exposerons  dans  ce  paragraphe 
est  propre  à faire  voir  clairement  l’esprit  de  cette  méthode , et  à mon- 
trer comment  on  doit  employer  les  formules  générales  dans  des  cas 
particuliers , à l'égard  de  certains  termes  que  l’on  a intérêt  de  connaître 
de  préférence  à d’autres  du  même  ordre.  Pour  procéder  avec  plus 
d’ordre , nous  énoncerons  successivement  les  questions  qu’il  s’agit  de 
résoudre , ce  qui  fera  mieux  comprendre  le  but  vers  lequel  l’analyse 
est  dirigée.  Commençons  par  la  solution  de  ce  problème. 
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Calcul  des  deux  premiers  termes  des  séries  qui  déterminent  le  mouvement 
progressif  du  nœud  et  du  périgée. 


7 5.  Considérons  l’équadon 

donnée  dans  le  n.°  68.  En  supposant  s'  = o,  et  négligeant  les  termes 
qui  dépendent  de  la  parallaxe  du  Soleil , c’est-à-dire  les  termes  de 
l’ordre  du  produit  les  formules  trouvées  dans  le  n.®  27  donnent 


A* 

-L 

A*  ■ u'dv 


3 u’  / . , V 

3 Ari.  j . , ,, 


Donc,  en  faisant  s = y sin(v  — 6) , il  viendra 

^ ^ coi(av— ad))  (i-«-coi(ap’— ))— 5in(2v-2Ô)iin(2v-2v)|i 

ou  bien 

(1)  . ..  ~ = “ ï ’ ^ — cos (20  — 2Ô)—  coi(av  — 2Ô)  -*-coi(2v  — 2v)|- 

Maintenant , si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  l’une  ou  l’autre 
des  trois  quantités  e , il  suffira  de  prendre  u = -^  ■>  u = ^ » 

V = mv  -t-  A-,  m étant  une  fraction  du  premier  ordre  égale  au  rapport 
du  moyen  mouvement  du  Soleil  à celui  de  la  Lune,  et  A désignant 
la  longitude  du  Soleil  à une  époque  donnée.  Comme  dans  cette  pre- 
mière approximation  l’on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice, 
l’on  peut  réduire  la  fonction  h à sa  partie  constante,  et  supposer 
h h alors  le  facteur  représente  une  quantité  -de  l’ordre  du 
carré  de  la  fraction  m,  puisque  (par  les  formules  du  n.°  41)  A*  est 
à-peu-près  égal  au  produit  de  a par  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
à la  Terre. 


f 
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Nous  poserons  en  conséquence 


jiry 

<7^  a'* 


m, 


et  nous  regarderons  m comme  une  quantité  du  premier  ordre,  qui, 
par  sa  nature,  doit  être  très-peu  différente  de  m. 

Il  suit  de  là  que  l’expression  précédente  de  se  réduit  à celle-ci  : 

(a). . . ~ ^ m*| I — cos(a,mv  — zù  2A)  cos(2t>  — 2mv  — 2 A)  — cos(2v  — aô)|- 

En  intégrant  cette  expression , et  considérant  d’abord  le  seul  terme 
progressif,  il  est  clair  que  l’on  a 6 — — JmV  Donc,  en  substi- 
tuant cette  valeur  approchée  de  ô dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (2) , il  viendra 

(3)...  ^ ^ m’^ I — cos(2mv  ■+■  ^ m’v  — 26^-^  aA)  — coi(av  ^ mV  — ad  ) 

-4-  cos(2t>  — 20JV  — aA)|  • 

76.  La  valeur  de  ô qui  résulte  de  l’intégration  de  cette  expression, 
doit  être  substituée  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2).  Mais 
notre  but  ici  étant  d’avoir  seulement  les  termes  du  second  et  du 
troisième  ordre,  qui  dans  ô sont  multipliés  par  l’arc  v,  il  suffit  d’avoir 
une  valeur  de  6 exacte  dans  les  quantités  du  premier  ordre , pour 
en  déduire  les  termes  du  troisième  ordre  qui  doivent  se  trouver  dans 
le  développement  du  second  membre  de  l’équation  (2).  Or,  en  inté- 
grant le  second  membre  de  l'équation  (3) , les  termes  du  second  ordre 
affectes  des  argumens  2v  — amv— aA,  av 1 m*p  — aô^  restent  du 
second  ordre  après  l'intégration  -,  mais  il  n’en  est  pas  ainsi  pour  le 
terme  du  second  ordre  affecté  de  l’argument  amp  1 m’p  — 2Ô_  a A. 
Il  est  évident  que  l'intégration  abaisse  son  coefficient  au  premier 
ordre,  puisqu’il  acquiert  comme  diviseur  la  quantité  am-»-|m’.  Donc, 
en  retenant  dans  la  valeur  de  6 le  seul  terme  périodique  du  premier 

ordre,  et  prenant  ^ — = — (ce  qui  revient  à négligerlesquân- 

m 1-  m’  * 

tités  du  .second  ordre  ) , l’on  aura 

6 = 6 — - m'p  5 • — sin(2mt>  - mV  — 2Ô  aA). 

'4  O ni  2 ' ' 
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En  substituant  cette  même  valeur  de  6 dans  le  second  membre  de 
l’équation  (a) , et  considérant  seulement  l’argument  nmv  — ad  — aA , 
nous  aurons 


dv 


=s  — - m*  -m'cGif  anii'* -mV  — ad  .*-aA—  - • — iWami»*  -mV— ad-t-aA)"]- 
44L»  ' 4m'  a 'J 


En  développant  ce  cosinus , et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  troisième , il  est  clair  que  l'on  a 


dd 


-J-  — -m’coifami'H-  -mV— ad-^aA)^-  — fi/i*(ami'H.  -m’(>-aâ*aA). 

dv  4 4 ' a »'i6in'  a • ' 


Donc,  en  négligeant  les  termes  périodiques,  il  viendra 


dv 


3 

4 


d’où  l’on  tire , en  intégrant , 


d = 


0 f"' . 
3a  m ' 


3a 


Tels  sont  les  deux  premiers  termes  de  la  série  qui  détermine  le 
mouvement  progressif  du  nœud.  Il  est  remarquable  qu’il  soit  nécessaire 
de  considérer  le  carré  de  la  force  perturbatrice , c’est-à-dire  une  quan- 
tité du  quatrième  ordre , pour  pouvoir  obtenir  le  second  terme , quoi- 
qu’il soit  du  troisième  ordre.  Cest  aussi  ce  qui  arrive  dans  le  calcul 
des  deux  premiers  termes  de  la  série  qui  détermine  le  mouvement 
progressif  du  périgée , comme  nous  allons  le  faire  voir. 

77.  Dans  cette  recherche  nous  pouvons  négliger  tous  les  termes 
multipliés  par  s ou  par  y qui  se  trouvent  dans  la  valeur  complète 
de  e donnée  dans  le  n.°  61,  Car  l’on  comprendra  clairement  par 
le  calcul  même  qui  suit , qu’ils  ne  peuvent  donner  dans  la  valeur  de  ta 
aucune  partie  appartenante  aux  deux  termes  dont  il  est  ici  question. 

D’après  cela  l’on  a 

coi((.-tir).^>-.|aiw(p-w)-^  5m(ap-aa)^ 

et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  posées  dans  le 

n.®  a 7 peuvent  être  réduites  à celles-ci: 
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Cf») 

ATa’5  /I 

3 

■A 

a 

— 

<ra’  \a 

- C05(2P  — 

2p)j, 

I 

da 

3 jVu'> 

Â“' 

U*  dv 

a A'tt’ 

iin(2( 

V — 2p') 

eu 

prenant  u 

1 

“ â' 

et 

I 

i? 

II 

e coj(i 

,_or)| 

-3 

?(- 

- 3e  coi(p  — tsr)^  1 

I 

A* 

e cos(i 

A^i_4ecoi(p-w))i 

l’on  aura 

coi((^-or)(i  -3eco5(p-tsr))(i  -^3cof(2P-2p')) 

3.U'A‘ 

— e sin(2t>  — 2v)  sin(2v  — 2t<x) 

— sin(2i>  — 2if)  sin(t>  — v)  (l  — 4e cos(i>  — w)). 

78.  Maintenant,  si  l’on  fait  h = h et,  comme  dans  le  n.®  7$, 

a 1.  ' ■ , 

m = trouvera  que,  en  retenant  seulement  les  ternies 

multipliés  par  e , l’on  a 


r_3_3 


J COs(2(>  — 2cr)  — I C0i(2P  — 2v)  ' 


dv 


= — em  j — I cos(2v  — atsr) coî(2y  — 2v) 

^ — (6  — I)  sin(2v  — atff)  sin(2v  — 2v) 

Donc,  en  raisonnant  ici  comme  l’on  a fait  précédemment  à l’égard 
il  faudra  d’abord  considérer  parmi  tous  ces  termes  le  seul 
terme  périodique  affecté  de  l’argument  ai»'  — a® , ce  qui  donne 


dv 

dv 


4 4 

OU  bien , en  posant  v = mv-*-A, 


3a  f $ \ 

m — m co5(2p  — aw). 


(4) 


iiv  3 1 iS  3 / A \ 

jjj-  = - m — m cos(2m  — aw  a A). 
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En  faisant  abstraction  du  terme  périodiqne  et  intégrant , l’on  a 
d’abord  w = Donc,  en  substiuant  cette  valeur  approchée 

de  ar  dans  le  second  membre  de  l’équation  (4) , l'on  aura 

do  3 2 i5  2 / ^2  A\ 

e=  - m H m cos  (2m  V m v — 210  a Al  ; 

rfp  4 4 ' a . / ’ 


d'où  l’on  tire , en  intégrant  et  prenant 


m — 4 m* 


m 

m 


3 2 i5  m . 

•sa  = ar-*--m  v s-  • — sm 

'4  8 m 


^am  P — ^ m^  P — atsr^  -1-  aA^  • 


79.  Actuellement,  si  l’on  substitue  cette  fonction  au  lieu  de  w dans 
le  second  membre  de  l’équation  (4) , il  viendra 

do  3 2 2 3 2 A m • / 3 2 , \1 

T-  = - m H — m coil  amp — m p — atsr  2 A jtniamp — m p-aar-t-aA)  l- 

1IP44L  a ' 4m'a  ‘ 'A 


Développant  ce  cosinus,  rejetant  les  termes  périodiques  et  les  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  troisième , il  est  clair  que  l’on  a 


et  par  conséquent 


do 

dv 


23$  m* 
3a  m 


su 


aaS  m'*\ 

■37  ■ 


Le  second  terme  de  cette  expression  est,  comme  l’on  voit,  semblable 
à celui  qui  entre  dans  la  valeur  analogue  de  ô trouvée  plus  haut  ; 
mais  il  en  diffère  essentiellement  à l’égard  du  coefficient  numérique 
^ ^ , qui  est  beaucoup  plus  grand  que  la  fraction  ^ . Cette  circonstance 
étant  combinée  avec  la  valeur  numérique  du  rapport  représenté  par  m, 
que  l’on  sait  être  presqu’égal  à un  1 3.“”,  rend  le  terme  du  troisième 

ordre,  — p = , ^m^v  , peu  différent  du  premier  terme  -m’p 

du  second  ordre.  Voilà  pourquoi  la  première  approximation  a pu 
suffire  à Newton  pour  avoir  le  mouvement  progressif  du  nœùd;  tandis 
qu’elle  était  absolument  insuffisante  pour  avoir  celui  du  périgée. 

Clairaut  fit  sentir  le  premier  aux  Géomètres  toute  la  force  de  cette 
difficulté.  11  ne  songea  pas  d’abord  à la  grandeur  absolue  des  termes 
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qui  devaient  suivre  le  premier,  ce  qui  l’a  jeté  dans  bien  de  recherches 
divergentes.  Mais  il  les  conduisit  en  homme  de  génie  , et  sut  reconnaître 
son  erreur  au  moment  où  il  considérait  le  carré  de  la  force  perturba- 
trice pour  un  objet  qui  n’était  pas  dirigé  vers  la  recherche  du  second 
terme  (Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  des  sciences  de  Paris  pour 
les  années  174S,  1746).  Cet  exemple  frappant  de  l'influence  du  coef- 
ficient numérique  mérite  toute  l’attention  : l’on  trouvera  dans  cet 
ouvrage  une  foule  de  cas  semblables , tous  propres  ù démontrer  que 
dans  la  théorie  de  la  Lune  la  véritable  difficulté  consiste  dans  la  re- 
cherche des  coefficiens  numériques  qui  affectent  une  quantité  d’un 
ordre  donné.  L’on  est  fort  peu  avancé , lorsque  l’on  sait  l’ordre  d’un 
terme,  si  l’on  n’a  pas  au  moins  une  connaissance  approchée  de  la 
grandeur  de  son  coefficient  numérique. 

80.  Le  calcul  que  nous  venons  d’exposer  fait  connaître  en  même 
tems  le  principal  terme  périodique  qui  entre  dans  l’expression  de  fl 
et  cr;  de  sorte  que,  en  retenant  seulement  ce  terme,  les  formules 
. précédentes  donnent 

fl  = I • ~ jin(2mp  ^ m’v — 2fl_ — aA)  , 

1 5 m . / 3 i A \ 

^ SS  — sin(2nuf m 2A1. 

O m ' a ' ' 


Mais  il  est  évident  que  pour  rendre  ces  deux  argumens  plus  exacts 
il  faudrait  écrire 


et 


m* — afl  an  lieu  de  -m’p— afl, 

\a  10  m / < a ' 

/3  ï aaS  m«\  i-  j 3 > 

— I - m -< — y-  • — ) P — 2or  au  lieu  de m p — atr  . 

\a  10  m / ' a ' 


L’on  pourra  même  remplacer  fl  et  ta  par  les  formules  qui  donnent  plus 
exactement  la  partie  de  ces  fonctions  qui  croît  proportionnellement  à 
l’arc  P,  lorsque  celle-ci  sera  connue  par  les  développemens  ultérieurs. 
Ainsi,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


1 -g 


I — e 


9 m' 
3a  m 

aaS  m' 
3a  m 


etc. , 
etc.. 
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I ^ m* 

S7  = — — . — sin(iEv — acp  aw_ — a A)  î 


ou  bien,  en  convenant  d’écrire  seulement  gv  an  lieu  de  gv  — é/,  cv  au 
lieu  de  cp  — ® ; mv  au  lieu  de  mp-*-A  ; et  de  désigner  en  général 
par  Sô,  Sw  la  partie  périodique  de  ô et  de  w,  l’on  posera 


Sô  = — g ■ ^ sin{2E  — 2g)  V , 
Stü  = — ^ sin(2E  — ac)  v. 


Recherche  du  premier  terme  du  coefficient  de  PÉvection  en  latitude , 
de  CÉvection  en  longitude,  de  la  Variation  et  de  C Équation  annuelle. 

81.  Il  est  d’abord  évident  que  le  terme  périodique  du  premier 
ordre  qui  entre  dans  Sâ,  doit  influer  sur  la  latitude  s,  puisque  l’on 
a s = Y sin(v  — ô);  mais  il  n’est  pas  moins  clair  qu’il  faut  avoir  le 
terme  correspondant  (jui  entre  dans  l’expression  de  la  variable  7,  si 
l’on  veut  connaître  l’inégalité  qui  en  résulte  sur  la  latitude.  Pour  cela 
considérons  l’équation  (Voyez  n.“  68) 

y substituant  pour  ^ 1 ^ leurs  valeurs  posées  dans  le 

n.®  yS,  l’on  aura 

% ^ - ««(a‘’-2Ô)(i-<-coi(ap-2p')) -»•  I •^ycoi>-ô)iirt(2p-ap). 

Donc,  en  considérant  seulement  l’argument  ap'  — 2Ô,  il  viendra 

\ m*yiin(ap-26)’ 

t=  — ^ m^ysin{2nw  — aô  aA). 


on  bien 
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Faisant  dans  cette  équation  6 = ô-^(i  —g)v,  i—m^E,  l’on  pourra 
écrire  d’après  la  convention  établie  plus  haut 


^ 3 


y sin{2.E—  2g)  (>. 


dv  4 

Pour  intégrer  cette  expression,  il  suffit  ici  d’y  faire  y = y,,  et  de 
prendre  ^ ^ • Alors,  en  nommant  S/  la  partie  périodique 

de  y,  l’on  obtient 

*5'  = \ ''^y.<^os{2E-2g)v. 


En  substituant  cette  valeur  de  Sy  et  la  précédente  de  Sô  dans  l’équa- 
tion s = y«n(v  — 6),  après  l’avoir  mise  sous  la  forme 

* = (/,•’•  h)  ««teo  — " 

l’on  trouvera,  en  développant  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 

supérieur  au  second , 

“ 3 m* 

s = r,singt>-*-g‘^  y,  sin(2E—g)  p. 

L’argument  (a£  — g)p  qui  constitue,  comme  l’on  voit,  le  second 
terme  de  l’expression  de  la  latitude,  est  celui  que  nous  nommons, 
par  analogie,  Éi>ection  en  laüiude. 

An  reste  il  est  clair  que  cette  même  analyse  donne,  en  conservant 
le  diviseur  2E—-2g, 

S/  = - ^ cos(2E- 2g)  P. 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  s,  l’on  aurait 

s = y/mgv-y:^^^sin{2E-g)v. 

Mais  ; en  employant  cette  forme , il  importe  de  remarquer  que  ce 
coefficient  de  l’argument  (2E—g)  p ne  saurait  être  exact  au-delà  des 
quantités  qui  passent  le  second  ordre. 

8a.  Considérons  maintenant  la  variable  e,  et  cherchons  le  terme 
périodique  analogue  à celui  qui  entre  dans  l’expression  précédente  de 
S®,  c’est-à-dire. le  terme  affecté  de  l’argument  (aE— ac)p.  Pour  cela. 
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il  suffit  de  réduire  l’expression  de  ^ trouvée  dans  le  n.°  68  à celle-ci 
de  . . . / \ ^ / ^ 


'dv 


En  substituant  pour 
le  n.°  77,  l’on  aura 
de 


I dû  II,  , . , 

Â*  ' ’!?’»♦  leurs  valeurs  posées  dans 


^ P - oj)  ( I 3co«(ap - ap')) (i - 3e  coi(p - w)) 

— - 2p')  ( I - 4e  coi(p  - w))|^e*^  acoi(p—  «r)  |coi(ap  - aw)|- 

En  considérant  seulement  l’argument  ap'  — au , cette  équation  donne 
= ^—  I — y ^e  m’itn(ap'  - au)  = - ~e  m*K/i(ap'  - au). 


de 

dv 


Donc,  en  faisant  v — mv h. , u = u -+- (i  — c)  p,  il  viendra 
^ e m’  àn^iE  — ac)  p. 

Maintenant,  si  l’on  fait  dans  le  second  membre  de  cette  équation 

e = , et  ^ obtient , en  intégrant , 

i5  m*  / _ , 

e = ®, cos(%E  — ac)  p ; 

et  en  nommant  Se  la  partie  périodique  de  e,  l’on  aura 
En  réduisant  la  valeur  de  t-*-f  trouvée  dans  le  n.°  63  à 

ex^  i 

= — e iin(p  — u) , 

et  écrivant 

t ^ (e, Se)  iin(cp  — Su) , 

l’on  obtiendra,  an  moyen  de  cette  valeur  de  Se  et  de  celle  de  Su, 
t ^ e - sui(iE-c)o. 


Digitized  by  Google 


ga  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

Tel  est  le  premier  terme  «lu  coefficient  de  l'inégalité  lunaire  «jue  l’on 
nomme  Élection  en  longitude.  Gomme  l’analyse  que  nous  venons  d’ex- 
poser donne 

= ~ T ' coi(a£-  ac)  v ; Sw  = j ■ 2c)t>, 


il  est  évident  que,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de 
l’on  aurait 


- i5 


m' 

— 2c 


^ — sin(VLE  — c)  if. 


Mais , analytiquement  parlant^  cette  formule  ne  saurait  être  exacte  à 
l’égard  des  termes  d’un  ordre  supérieur  au  second. 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  qu’un  simple  coup  d’œil  jeté  sur 
la  valeur  de  ^ donnée  dans  le  n.°  68  suffit  pour  démontrer  que  la 
variable  / ne  renferme  aucun  terme  du  second  ordre  affecté  de 
l'argument  (aÆ— c)v. 

83.  Pour  donner  un  exemple  fort  simple  des  cas  où  il  est  nécessaire 
de  considérer  la  partie  variable  de  la  fonction  h,  cherchons  le  pre- 
mier terme  du  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour  argument  üEv, 
connue  sous  le  nom  de  Variation.  A cet  effet  remarquons  d’abord 
que  l’équation  peut  être  réduite  à celle-ci 

«/■*•  3ai’u’>  . , 

Ô7  j^sin(2t>-2i>). 

Maintenant , si  l’on  fait  dans  êette  équation  u = ^ i u = —, 
et  (>=:  mv  •*.  A , l’on  aura 

m’ sin  2Ei>  ; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

• 1 * a 3A*m*  „ 

h = h ^ COS  2Ev» 

11  suit  de  là  que  Ton  a 

cosiEv. 

4iS 
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En  réduisant  la  valeur  de  t-*-f  à (Voyez  n.°  63) 
t -*-f  = J"A  dv~-^  2e sin(y  — -üt) , 
et  faisant  À nous  aurons 

Mais  l'expression  de  trouvée  dans  le  n.°  68  peut  être  ici  réduite  à 


il  ^ 


du 


C05(av — 2v). 


Donc,  en  prenant  seulement  le  premier  terme  de  cette  expression', 
l’on  aura 

d/  3A>  , „ 

^ m cos  2Ev  ; 

du  <T 


3A>‘  . 

= — — = sin  2Ev. 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 

Substituant  cette  valeur  de  / et  celle  de  fAdv  dans  la  valeur 
de  t-*-f  posée  plus  haut , nous  aurons 


t = 


_ /_9 


(âl^  -à)  «'*  ^ aei«(p  - ®) , 


ou  bien , en  prenant  E = i — m = i , 

ai  A,*m*  „ V • / \ 

t = -g-  • . - sus  2Ev  — ^ 2c  iin(p  — ta). 

En  réduisant  les  valeurs  de  trouvées  dans  les  n."  77,  8a 


à ces  termes 


e ^ ^ m*  cos  (ai>  - av')  coi(p—  w)  — 3m*  sin(av  — ai;')  sin(o  - ttr) 

= — ^ m*  cos  (p  — ap'  w)  ^ m*  cos(3o  — ap’  — tsr)  ; 

— r=  I na’  cos  (ap  — ap')  sin(p  - ta)  — 3m*  nn(ap  — ap')  cos(p  — ta) 


— ^ m*  sin(p—  ap'  ♦ ta)  — ^ m* sia(3p  — 2p'  — ta)  ; 
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et  remplaçant  \>  par  or  par  c)p,  il  viendra 

e ÿ = — - m^cos(aE-c)  ■*--  m’  cot(nE-*-c)  v , 

ap  4 ' ' 4 ' ' 

^ 5w(a£—  r)  P — ^ m*  sin{i.E * c)  v. 

En  intégrant  ces  expressions  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  second , il  est  clair  que  l’on  a 

e Stsr  £=  — 2 m’ sin  (a£-  c)  p ^ m*  sin(2E ■^•c)v  , 


Se  = 2 m’ coi(a^T-c)p m*cos(3£+c)p. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

ae  siri(p  — ta)  = 2Se  sin  c t>  — 2e  Sur  cos  c v , 

.et  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  aJ?p,  l’on  a 
2esin(v  — or)  ==  4^n‘sin2E^^. 

Donc , en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  t , il  viendra 

Il  „ 

t = — -jT  ■ 2Ev. 

O <T 


84.  Cherchons  maintenant  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’iné- 
galité ayant  pour  argument  c mv  — ri,  connue  sous  le  nom  âî Équation, 
annuelle.  En  réduisant  la  valeur  de  ^ trouvée  dans  le  n.°  68  à 

ap 


àp  ^ <7*  (>)  ~ ' 


et  faisant  dans  cette  expression  ( Voyez.  n.°  55  ) 
U = J ^ t cos{c  V — x')^  1 

. m , . ' 

/ , . , , , -A* 


nous  aurons 


%■ 


Donc , en  développant  ce  binôme , et  retenant  seulement  le  terme 
affecté  de  l’argument  cV  — x',  l’on  a 


dv 


3m‘A/ 

<r* 


£ cos(c  V — x'). 


.00s 


Ip 


nigitiSi 
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Maintenant,  si  l’on  fait  v = mv  A,  l’on  obtient  en  intégrant 
f 3V  m*  , . / , ,, 

Eu  examinant  la  valeur  complète  de  l’on  comprendra  aussitôt 

que  pour  avoir  seulement  le  premier  terme  de  cette  inégalité  il  suffit 
de  poser  l’équation  t •*-/  = o , ce  qui  donne 

3A,*  m*  . . . , 

t = -^•-r-isinlcmv-K). 

, <r  <!m  ' ' 

On  voit  par-là  que  l’intégration  abaisse  an  second  ordre  le  coefficient 
du  troisième  ordre  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ • 


Détermintr  le  premier  terme  du  coefficient  de  t inégalité  ayant  pour  argu- 
ment le  double  de  la  distance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  l'orbite , 
qui  entre  dans  l’expression  des  quatre  variables  y , ô , e,  ta. 

85.  Cette  inégalité , dont  l’argument  est  ata  — ad , est  une  des  plus 
remarquables  dans  la  théorie  de  la  Lune  par  les  difficultés  d’analyse 
que  présente  le  calcul  de  son  coefficient 

En  réduisant  l’expression  de  ^ posée  dans  le  n.”  8i  à 

^ ^ iM»(av  - ad)  = — ^ m*y  5tn(av  - ad)[^i.+.(#  e cos(v  - 

et  prenant 

[K  I ^ e 6os(v  — ta)]~^  = I S e*coi(a  v — a ta) , 

nous  aurons 

— ^m*7'e*an(ata  — ad). 

En  faisant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  y = , e = , 

ta  = ta^-i- (i -c)v,  d = d (i  — g)p,  et  intégrant  ensuite,  il  est  clair 
que  l'on  a 


Digitized  by  Google 


ç6  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

Les  valeurs  de  g,  c rapportées  dans  le  n.°  8o  donnent,  en  prenant 
seulement  le  premier  terme,  ^ 3^  • 

Donc , en  substituant  cette  valeur , nous  aurons 

V = I 7,  ^ “ a c)  V. 


On  doit  remarquer  que  cette  intégration  abaisse  de  detix  unités 
l’ordre  du  coefficient  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ ' et  qu’elle 
donne  naissance  au  coefficient  qui  est,  comme  l’on  voit,  in- 

dépendant du  facteur  m“  de  la  force  perturbatrice. 

86.  Cherchons  maintenant  le  terme  correspondant  qui  entre  dans 
la  valeur  de  6.  Pour  cela  nous  partirons  de  l’équation 


dv 


• , , n 


qui  résulte  de  l’expression  de  ^ posée  dans  le  n.°  75.  En  faisant  ici, 
comme  dans  le  numéro  précédent, 

l/iH-ss  ecos{v  — = i -4-  5e’  cos(2t>  — aor)  , 

Ton  trouvera  ' 

^ =a  -ÿ-  m e coi (2®  — 26) . 

Donc,  en  intégrant,  il  viendra 

ou  bien , en  posant  — , 
r ag— ac  3m* 


Sô  = -g  e_’  sin(2g  — 2c)  v.’ 

87.  Si  l’on  réduit  l’expression  de  ^ du_n.°  68  aux  termes  suivans 

■*■  I ^ y (®  - â)  * ^ y cos(2P-ô  - ta)  4-  2ey  cos{v~ô)  ^ » 

l’on  verra  aisément  que  pour  avoir  seulement  le  premier  terme  du 
coefficient  affecté  de  l’argument  2 ta — 2Ô,  il  suffit  de  prendre 
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-s 


= im*j  y'  cos(y  •♦•  w — a ô)  ^ > 

ir~~  i W *=  - r5</i(t>-â)  ji  - 4e  C0i(t<  -w)  ^ 

= — I y ««(p  — ô)  — aey  j{/t(a(>  — ® — 6)  — aey  — ô)  ^• 
Cela  posé,  l’oa  trouvera 

^ £=  0 ^^m*ey*5tn(atir— ad)  = ^m*ey*«n(aw— ad). 

Eu  intégrant  cette  expression , nous  aurons 

Se  =3  — -g-  • — — ac)t>  ■> 

8 ag — a«  ' ® ^ 

on  bien , en  prenant  = 3^  ’ 

Se  = — ge_y*coi(ag  — 2c)v. 

88.  Pour  avoir  le  terme  correspondant  qui  entre  dans  l’expression  de  te, 
nous  réduirons  l’expression  de  e^  donnée  dans  le  n.®  68  à celle-ci 

= i:î^cof(v-w)a(,)*  j-|yiin(07-d)*iyiMî(a«>-d-w)^^'. 

Maintenant,  à l’aide  des  valeurs  précédentes  de  l’o« 

voit  aussitôt  que  l’on  a 

T (|•^2^m*ey*coi(aw-ad), 


ou  bien 


dv  ai  1 1 . 

^ ^ m y cos(aor-ad). 


dv  S 

Donc , en  intégrant  cette  expression , il  viendra 

et  en  posant  — - — = -i-;»  l’on  aura 
* ag — ae  3m 

Sw  = ^ y’jin(ag— ac)i>. 


Tan*  /. 


i3 
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Conséquences  qui  résulcent  de  V analyse  précédente. 


89.  Cette  valeur  de  Scr  et  celle  de  Se  trouvées  plus  haut  montrent 
d'une  manière  particulière  l’influence  de  la  perturbation  sur  1 inégalité 
dont  l’argument  est  {2g--c)v.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette 
inégalité,  il  faut  d’abord  réduire  l’expression  de  t-*-f  trouvée  dans 
le  n.®  63  à ces  termes 


t.*.f  = J’A'dv-t-'^i  ^ — 2esin(y^isr)—^e/sin(v  -t-w— aô)|  » 
et  poser  ensuite 

t^f  = J'Adv-*-^^—itesinco-*-ietcrcoscv~^ej^sin(2g  — c)v^’ 
Maintenant,  si  l’on  fait  ici 

Se  = — ? - • coi(a^  — 2c)v\  e S®  = ^ • sin(2g  — 2c)  , 

S 3g  — 2C  ' ° ' • 8 3g— 3C  ' ® ’ 

il  est  clair  que  l’on  obtient 

t H-/  = /Ad  P _ e,  j ^ - y • J sin{2g  - c)  t». 


Or  nous  avons  2g — 2c  = 3m®  -t-  etc.  ; ainsi  il  est  évident  que  la 
perturbation  ajoute  un  terme  d’un  signe  contraire  et  à-peu-pres  double 
du  coefficient  elliptique  {*).  L’on  peut  aisément  démontrer  que  le  déve- 
loppement des  quantités  variables  / et  JAdv  ne  peut  donner  aucun 
terme  d’une  forme  identique  à celle  des  deux  précédens;  donc,  en 
posant  2g— 2c  = 3m®,  la  valeur  finale  de  t après  l’élimi- 
nation des  parties  variables  comprises  dans  e et  7,  sera 


-/ 


h} 


ej'  sin(2g  — c)v. 


(*)  Mons.  De  Lapitce  ( Voyez  Mccaniqne 
céleete,  tome  III»  pag.  i87)aprë«  aToir  doaac 
U valenr  de  e en  fonction  de  9 , relaiire  à 
one  ellipie  dont  U longitude  du  périgée  et 
celle  du  noeud  ont  nn  mooTement  propor- 
tionnel k 9 , ajonte  que  lea  coefficient  de  cette 
Yzletir  font  un  peu  modifiés  par  Tactioa  do 


Soleil.  L*on  voit  par  notre  aoalyie  que  cette 
remarque  n*e«t  pat  appliquable  au  coefficient 
de  rargument  agf  — c«  ni  k plutieors  autrea 
de  la  même  espèce  « sur  lesquels  Paction  da 
Soleil  ne  produit  pat  feulement  une  petite 
modification , mais  un  chaogenent  total  de 
U valenr  elliptique. 
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90.  Les  valeurs  de  Sy  et  Se  trouvées  dans  les  n.®*  85,  87  résolvent 
immédiatement  une  difficulté  que  l’on  pourrait  se  proposer  en  consi- 
dérant l’intégrale  J"Adv  qui  entre  dans  l’expression  de  En 

prenant  pour  A sa  valeur  développée  dans  le  n,°  63,  nous  avons  les 
termes  suivans 


J'Adv  = aô)dv. 


Donc,  en  faisant  t«r  = c)p,  6 = g’)p»  fon  voit 

aussitôt  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  introduira  dans  la 
valeur  de  t le  terme 


4 V 


3g  — 3C 


^f-sin(2g-2c)i>. 


dont  le  coefficient  est,  analytiquement  parlant,  du  second  ordre.  Mais 
il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  terme  du  second  ordre  que  nous 
venons  d’indiquer  se  trouve  exactement  détruit  par  le  terme  analogue 
donné  par  le  développement  de  l’intégrale  -/  — . (e* y’)dp.  En  effet 
nous  avons  les  équations 

i5  m’y«*  , , 

7 = 7,-*- 


21  m e.r,  , . 

lesquelles  donnent 
partant  l’on  a 

fAd.  dp \\-l-  \ sin{2g - 2c) . 


Mais  les  valeurs  de  c et  de  g:  trouvées  dans  le  n.®  80  donnent 
2g  — 2c  = 3 m*  ^ ^ • Ainsi  il  est  évident  que  le  coefficient  numé- 
rique de  ce  terme  du  second  ordre  est  parfaitement  nul. 

yi.  En  considérant  de  nouveau  l’expression  de  J'Adv,  et  remar- 
quant que  dans  les  n.®*  81,  82  l’on  a trouvé 

*5'  = - Se  = - ^•^^c£w(2£r-2c)p. 


f 
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l'on  pourrait , au  premier  coup  d’œil , penser  que  ces  deux  inégalités 
du  second  ordre  deviennent  du  premier  ordre  dans  Cexpression  du  tenu  t, 
à cause  de  la  nouvelle  intégration  qu'il  faut  exécuter  pour  obtenir  la 
valeur  correspondante  de  («*•*■  Mais  il  est  facile  de  dé- 

montrer que  les  termes  du  premier  ordre  ainsi  formés  sont  exactement 
détruits  par  l’intégrale  J'—^dv.  En  effet  reprenons  l’équation 

-r-  — — itn(2P  — 2V  ) 

dv  u’  ' ' 

posée  dans  le  n."  83.  En  y substituant  pour  v sa  valeur  elliptique, 
nous  aurons 


J-4 


= — — -p, — ” (>  yy)  «nfîf— • av)  ^ *4-  ecos(v  — w)  > 

Donc , en  prenant 

\-t-ss  e coi(w— tir)|"  = m.  ^e’)coj(2v-2Ô)  4-  5e’(  i -|y’)co5(2v-2w), 


l’on  obtiendra 


d 

l^d 


lh_  ^ ^ ‘^e^ysinio.v  - 2Ô)  4-  - ^/)e’iirt(2v  - 2®)  J- 

En  posant  (i  4-yy)^  = nous  aurons 

= J S(l  * ^e“)/n/»(av  - 2Ô)  Çy*)e^ift(2v  - 2®)  J- 

En  conservant  seulement  les  termes  multipliés  par  m’y’,  m’e’,  cette 
équation  donne 

S?  "=  - ^Jir>w(2E;-2g)v4-ÿe;«n(2E-  2c)vji 
d’où  l’on  conclut , en  intégrant , 

n suit  de  là  que  l’on  a 

ÿ = J I 4.  2 . ^i_c05(2£  - 2ÿ)v  4.  ^ . -^^cos(%E  - 2C)P  J , 
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et  par  conséqoeot 


4 


(a£  - ae)‘ 


sini^E  — ac)i>^* 


Ainsi  il  est  évident  que  ces  deux  termes  du  premier  ordre  détruisent 
exactement  ceux  du  même  ordre  donnés  par  Tintégrole  - • ^ j{e^ •*-y''^dv. 

n est  par-là  démontré  que  les  deux  inégalités  dont  les  argumens 
sont  {o.E — ^s)v,  (a£  — 2c)p,  doivent  se  trouver  dans  t avec 

des  coefEciens  du  second  ordre  au  moins.  Ainsi,  à l'égard  de  ces  deux 
argumens , l’intégrale  J'A dv  ne  peut  pas  renfermer  des  termes  d’un 
ordre  inférieur  à ceux  que  l’on  obtiendrait  en  calculant  la  valeur  de  /. 

93.  Reprenons  la  considération  de  l’argument  (2g  — 2c)i'.  L’analyse 
exposée  dans  le  n.°  90  démontre  que  cette  inégalité  doit  se  trouver 
dans  t avec  un  coefficient  du  troisième  ordre  de  la  forme  B ALl.  ; 

m 

mais  elle  est  insuffisante  pour  donner  la  valeur  absolue  du  coefficient 

numérique  désigné  par  B.  Car  l'on  n’y  tient  aucun  compte  ni  du  terme 

/^s 

^dv,  ni  du  second  terme,  qui  dans 
l’expression  de  y et  de  c affecte  l’inégalité  ayant  pour  argument 
(2g— 2c)p.  Nous  allons  en  conséquence  continuer  nos  recherches  sur 
cette  importante  inégalité , afin  de  mettre  en  évidence  toutes  les  parties 
constituantes  le  second  terme  de  son  coefficient  dans  l’expression  de 
l’intégrale  J'Adv.  L’on  verra  qu’elles  se  détruisent  complètement  comme 
celles  du  premier  ordre,  et  qu’en  conséquence  il  faut  nécessairement 
ranger  cette  inégalité  parmi  celles  qui  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
troisième. 


Déterminer  pour  les  deux  variables  y et  e le  second  terme  du  coefficient 
de  r inégalité  ayant  pour  argument  (ag  — 2c)v. 

93.  L’équation 

rfy  3 M' u'*  . . 3 Af'u’  1/  t\  • t ’\ 

dv  =-;-v1irr««(a‘’-aô)[i*cos(av-2v)]*---^^yco4  (v-ô)jin(2v-2p  ) 

posée  dans  le  n.®  81  donne , en  considérant  seulement  les  deux 
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argumens  at»'  — aô  , ai»'  — aar  ; 

^ " ï ■ ‘ ^ - 2Ô)  - y • «n(aK'-  aw). 

En  faisant  (l-*->7)‘’=  i ■*■ /^yy  y aurons 


i5  • / > . K 


^ ” -^•^A*(i-4.3/-*.5e’)«»(ap'-aô)-ÿ 
Or  nous  avons 

lin(av-aô)  =~sin[(2E-2ff)i>*2Sâ]  ; ««(ai^'— aor)  = — iirt[(a£-ac)v-*-aStv], 
ou  bien , en  développant , 

iin(av'  — ad)  = —sin(2E—  ag)  v—  aSd  cos(2E—  2g)  v*  2(SS)‘  sût(2E—  2g)t> , 
sin(2v  -acr)  = -sin(2E~  2cJo—2Sarcos(2E-2c)f)-t-2(Ssr)^sin(2E~2c)i>i 

donc,  pour  avoir  seulement  le  terme  multiplié  par  îw(ag— ac)v, 
qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ , il  est  permis  de  n’avoir  aucun 
égard  à la  fonction  e’itn(av’ — atir),  ce  qui  donne 

et  nous  montre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment (2E—  2c)v , qui  entre  dans  l’expression  de  Sô,  afin  d’avoir  le 
terme  qui  naît  du  produit  — aSô  coi(a£— ag)  v. 

94.  Pour  cela  remarquons  que  l’expression  de  posée  dans  le 
n.®  yS  donne 

dtf 

De  là  l’on  conclut  d'abord 


3 ATu'i  / ,, 


et  ensuite 


^ i m’  cos(2i>  —2v)  [ I -t-  5e*  cos  (20  — asr)J , 


dû  l5  a a / * \ 

eaa  I— — m € COS  i2V  — 21?). 
a*»  4 ' ' 
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L’équation  (i)  rapportée  dans  le  n.°  7 5 fait  voir  que  la  valeur 
de  ^ renferme  aussi  le  terme  -m’co5(2p' — 2Ô) : ainsi,  pour  la  re- 
cherche dont  il  est  ici  question , nous  poserons  l'équation 

^ =5  ^ m*  cos(2v  — 2Ô)  — ^ m’ e*  cos (ao  — aw) , * 

de  laquelle  l’on  conclut  celle-ci 

= ^m’co5(2£^— 2g)^>— y m’e*coj(a£— 2ç)p- |m“8ôiin(2£— 

Donc,  en  prenant  pour  îd  la  valeur  îô  = f e,’iin(2§  — 2c)t>  trouvée 
dans  le  n.°  86 , il  viendra 

I”  ) ni*  e * cos(aE  — 2c)  v — ni*  e * cos  (aE  — 2c)  ; 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

î«  t=  g-^e*sû»(af:-2c)i». 

Pour  avoir  le  terme  analogue  qui  entre  dans  l’expression  de  (Sô)*,  il 
suffit  d'observer  que  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  D.°*  80,  86 
l’on  a l’équation 

Sô  = |e* tin(2g  — 2c)t>— «fj(2£— 2g)p  , 
laquelle,  en  faisant  le  carré,  donne 

(H  - ^-'ie^cosiaE- ac) O. 

95.  Cela  posé,  l’on  trouvera  sans  difficulté 
— ah^iôcos{aE—ag)o  = 

2A*  (lôfsin(aE  — ag)v  = 
et  à l’aide  de  l’expression  de  ^5 
— A*  sin(aE — ag)o  = 


-'^y'^h!>c:sin(ag-ac)o; 

trouvée  dans  le  n.°  9 1,  l’on  obtiendra 

— ^ e*  sin(ag  — ac)v. 

8m''  ' “ ' 
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Il  suit  de  là  que  nous  avons 

A* - 2Ô)  = ^ ^ A® e,’ sin(2g- ae) .. 

io5  m* , 6 » . , . 

= ” 16"  m ^ 

Four  obtenir  le  terme  donné  par  la  fonction 

. Sh^e^  sin(2v — aâ)  = — Sh^  sin(2E — 
il  suffit  d’y  substituer  pour  e’  la  valeur  donnée  par  l’équation 
* = * V ' ^ 2c)  P (V oy.  n.®  8a)  ; par  ce  moyen  l’on  aura 

~~  Sh^ é‘  sin(2.E— 2g)v  = «n(ag— ac)p. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  posée  vers  la  fin 
du  n.°  qS , l’on  aura 

ÈL  — ^ '*>5  ?5\  . , , 

y*  - “ m V“  76  8 » 

ou  bien 

rfy  i35  m*  , . , 

iPifr  ““  6i-'m  ^*«(2g-2c)p. 

Maintenant , si  Ion  réunit  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.®  85  « 
il  viendra 

yrfp  " v“ T“  sin(ag^2c)t>. 

En  intégrant  cette  expression , U est  clair  <jue  l’on  a 
/^5  i35  ni*\  1 J 

^^ir)  = ~ — -C0s(2g-2c)i>. 

Les  valeurs  de  c , g posées  dans  le  n.®  8o  donnent 


m I 3 m* 

2«  — ac  “b  I'  ^ ’ 


partant  noos  avons 

© = (s  " V ■ ï)  ’ 

où  le  coefficient  — ^ e=  . 

64  64  16 
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Donc , en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , l'équation  précédente 
donnera 

y = — C05(2^-2c)p. 

96.  Pour  avoir  le  terme  analogue  qui  entre  dans  l’expression  de  e , 
il  est  nécessaire  de  nous  procurer  le  terme  affecté  de  l'argument 
(iE  — ig)»  qui  entre  dans  la  valeur  de  w.  A cet  effet  considérons 
l’équation 

^ - 1 y ««  (w  - ô) -H  i y iw(av  - ô - ro)  I 

^y*iw(‘’-*-®-2Ô)-^y’«'»(3v-ur-aô)|^V 

que  l’on  déduit  de  celle  rapportée  dans  le  n.°  68.  En  y faisant 

— ^ m’cos(av  — 2v)  | f/i-t-ss  -*■  e cos{v  — ®)  ^ 

= — - m’coi(2P — av)  j I — -ey’coi(tM-w— aô)—  -ey’cos(3v— or— aô)>  ■, 

= — ^m’coi(ap—  ap') yiin(p  — â)  ^ jf -^e  coi(p— or)^ 

= — ^ m*coi(ap  — ap')  /sin(v  — â)  1 1— 4 e coi(p— w)| 

= — ^ m“coj(ap— ap')  ^yiw»(p-d)— aeyi«i(a(*-a--ô)— acyiin(t!r-â^  ; 

^ _ I m*itn(2p  — ap)  I /7Z7i e co5(p  — tsr) ^ 

= — ^ m’iw(ap  — ap')  ^ i — 4 e coi(p  — or)|  ■> 

et  conservant  seulement  les  combinaisons  capables  de  produire  Fangle 
ap  — aô , l’on  trouvera 

rfw  3 1 , . 3 ï / 

® >=  — -mcoi(ap — ap)x  — -ey  coi(ap  — aô) 

~ - m“  cos(ap — ap')x^i  ~ ï)®  co5(ap — ad) 

I m* «n(ap  — ap)  e y’ «n(ap  — aô)  ; 

Tooie  I. 


I rfû 

Â* 
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d’où  Fou  conclut  •* 

ou  bien  ^ ~ ^ sin(2v  — aâ) . 

Dans  le  ii.°  78  l’on  a trouvé  dans  cette  même  fonction  le  terme 
^4^m’co5(ap  — 2 or);  ainsi,  en  posant  l’cquadon 

^ ^ m“coi(2p'  — aw)  ^mVcoi(ap'  — aô) , 

l’on  en  tirera 


^ t=  ^m^cos(2E—2c)v  ^-m’‘y*cos(2E—  2gy>  — *^m“Sur«n(a£— ac)p. 
Donc,  en  faisant  ici  St?  = | y %m(ag  — ac) p (Voy.  n.°  83) , l’on  aura 


<iv 

dv 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

Sw  = - ^ ■ ^y,’iin(a£  — 25)p. 

97.  Cela  posé  , réduisons  l’expression  de  rapportée  danslen.°6i 
à celle-ci 

de  '•*•77  ■ / \ n P'  da 

y-  = — ^itrtlP  — WJ  - U,  , • -TT- 

dv  a ' ' (^)  h udv 


^|ycoj(w  — ô) -f-  ^ycos(ap  — tBT  — ô)  aeycos(p  — 

et  cherchons  d’abord  le  terme  de  la  forme  Bey*sin(2v  — aô)  ren- 
fermé dans  cette  expression.  Pour  cela  remarquons  que  les  valeurs 
de  posées  dans  le  numéro  précédent  donnent 


— sin{y  — w)  • ^ m’  coi(ap  — ap')  x y*sin{2v  — aâ)  = o ; 

|^ycoî(tst  — 6)  ^ycoi(ap  — w— 6)  aey  coi(p  — ô)  | ~ 

3 # 3 i 

«=  — ^m*coi(ap—  ap')  j “ ^ j)  ey’««(ap—  aÔ) 

3 

= -m’ey’ii/i(ap'  — aô). 
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Maintenant,  si  l’on  prend 

J. . 4^  = 1—  -m’iinfap  — 2p')  \ -t-  ss  e cos(y  — ®)  ^ 

h U dv  ^ I ) 


107 


^ i-4ccoi(p  — ®)-*-y“coi(2P-aô) 

— I ey^cos{^>•^-^a!—26)  — |ey*cos(3p— w— 26^ 


= — -m“sirt(2p  - 2p) 
et  ( Voyez  n."  61  ) 

P c=|e-*-2C04(p— w)-  ^y*c05(3p-œ— 2Ô)  — ^y’coi(p-<-t!r-a6)-  e/cos(2p-26), 

l’on  trouvera 

^ -4^  = — -m’iin(2P  — 2p)  X (—1  — ey‘co5(2P  — 26) 

/i*  u'dv  a ' /\  aaaaa/ 


= — §m’ey’itn(2p'  — aô). 

O 

Il  suit  de  là  que  l'on  a 
ou  bien 

- - t=  — -m  e y sinio.v  — ae) . 

dif  O ' 

q8.  L’analyse  exposée  dans  le  n.®  82  démontre  que  l’expression  de 
^ renferme  le  terme  — — — aw).  Pour  l’objet  dont  il  est 

ici  question , il  faut  chercher  eu  outre  la  partie  du  coefficient  de  ce 
même  argument  qui  se  trouve  multipliée  par  ey*'  A cet  effet  il  faudra 
prendre 

= I m’(  1 y y)^coi(2p  — 2v)  sïn{v  — ®)  ^ /i  -<-»*  ■*"  c roj(v  — w)  ^ 

= I m“(  I 4yy)  cos(2o  — 2v)  sin(t>  — w)  | i •—  3(  i — yy)  e cor(p  — ®)  ^ 

= — 2 in’e  (1  4yy)  (i  — y y)  cos {2»  — 2p)  im(2p  — 2®) 

= — ^m*ey*sw(ap  — 2w)  ; 


« 
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« - -m(i-*-  yypi^(ap-a^^)  J/T^;:77-«-ccoj(p-w)S 

3 C 

= _ - m’( I * 4yy)  iw(a  K - 2k’)  1 1 -y’—  (4  - Sy’) e coÎ(p-  to)  ^ 

3 C * 

= - -m*4i/l(2p— 2p')  1 1 ^3y*_(4*  Ily’)ec04((»-Br) 

/*'  = (2  — ^ y*  ) coî(t' — w) ^ coi(2(»  — 2w)  ; 

= ~ â“  ««(2p-2«»)x(-_io)ey’coi(2P-2tîr) 

s I a a • / r \ 

= — -^m  e y 4tn(2P  — 2»), 

Ainsi  il  est  clair  que  l'on  a 

/ ay  3 5i\  a a ■ / . 

= ^“8--^^-8-^niey  «n(2p  - 2w)  , 


de 

dp 


ou  bien 


de 


ÿi  = - 9 ™*e  (2  p'  — 2 w). 

Il  suit  de  là  que  nous  avons  cette  équation 

a/  iS  A*  a\  . , < « 3 a a . . 

«rfü  = ™ j«'»(2‘'-2sr)-gm  y’4w(ap-2Ô). 

99.  Cela  posé,  reprenons  l'équation 

4in(2v'-2i!r)  = —sin(2E-2c)v  — 2ifacos(^E-ic)u  -i-2(Ssr)’4w(a£-ac)i/ 

donnée  dans  le  n.”  q3 , et  remarquons  d'abord  que  l'on  a (Voy.  n.®  91) 


¥ . 


- ^ sin(2E—  2C)  P ta  I . ^ y * sin{2g  — ac)  p. 


Ensuite,  si  l'on  prend  pour  rftsr  la  valeur 

fr  3 II)  3 • / V 

8w  = _ _ y slfl(2E~  2g)i> 

Uouvée  dans  le  n.®  96,  il  viendra 

— 2 Strcos(2E — 2c)p  = ~ ^ ^ y*  •5<n(2^ — 2c)p. 

D'après  les  valeurs  de  îw  trouvées  dans  les  n-°*  8i  et  88,  nous 
avons  l'équation 


* 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


109 

8 tsr  = I y * sin(2g  — ac)  p — ^ ^ sin(2E-  ac)  v , 
laquelle  donne  ' 

(Sur)*  = -^.^y;cos(a£-ag)p; 

partant  l’on  a 

a (S  «r)‘  sin{p,E  — ac)  p = — ^ ^ y * — ac)  p . 

Concluons  de  là  que  l'on  a 

J^«n(aP-atir)  = - 1 _ ^y‘«n(a5_  ac)p; 

et  par  conséquent 

I s . / » V 1 35  iT\  s • / \ 

==  «n(a^-ac)p. 

3 ni* 

En  posant  l’équation  y = y,-**ÿ'  — y,coi(a£— ag)p  (Voyez  n.®  81  ), 
3 ni* 

l’on  obtient  y*  = - • — y*coi(a£— ag) p;  d’où  l’on  conclut 

— 9y*M/i(ap' — a®)  = gy*  sin(2E — ac)p  = ^ ~ y*  sin(2g  — 2c)  v . ' 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  — | m*  y’  sin{2v  — aâ)  ne  donne 
ici  aucun  terme  ; ainsi , en  réunissant  les  parties  que  l’on  vient  de 
calculer,  nous  aurons 


ou  bien 


de  /i35  a7\m*  1 . _ . 

= «n(ag-ac;p. 

de  3Si  m*  > . , , 

e-Â=  64  •m’'. 


En  réunissant  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.®  87,  nous  aurons 
l’équation 

laquelle  étant  intégrée  donne 


/ai  35i  m*\  j , 
°\ej  2g  — 3C 


cos(2g—  ac)  p. 


by  Google 
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En  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  95, 


m*  I 3 m* 

es  - — - 

3^  — 2c  3 a m 


(0  = (-  H - ^ • ï ) 

et  en  passant  du  logarithme  au  nombre,  il  viendra 

(7  i35  m*\  a / _ \ 

-a- 


A Vaide  des  recherches  précédentes  >on  démontre  que  l'inégalité  ayant 
pour  argument  (2g — 2c)  v , ou  le  double  de  la  distance  angulaire  du 
périgée  au  nœud  de  V orbite,  doit  être  du  quatrième  ordre,  au  moins, 
dans  [expression  du  tems  en  fonction  de  la  longitude  vraie. 

100.  La  valeur  précédente  de  e et  la  valeur  de  y trouvée  à la  fin 
du  n.°  95  donnent 

a a ^ 5 1 35  in  \ a a / \ 

r =y, 37-^ je,  y, 

C = e j«  y,  C0î(ag-2c)v. 

Donc  la  fonction  e’-*-y“  présente  le  terme  ^e“y’coi(2g — 2c)  v 
multiplié  par  un  coefficient  numérique  égal  à zéro.  Il  suit  de  là  et 
de  l’analyse  exposée  dans  le  n.®  90,  que  l’on  peut  réduire  la  valeur 
de  yA"  dv  à celle-ci 

/Adv  =f~.dv. 

Ainsi  la  question  est  réduite  à démontrer  que  l'on  a 
0-— e“y’cor(2j?— ac)v  dans  la  fonction 

Pour  cela  il  est  nécessaire  de  considérer  de  nouveaux  termes  dans 
l'expression  des  constantes  arbitraires  censées  variables. 
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ICI.  Avant  tout  nous  chercherons  dans  l’expression  de  y le  terme 
affecté  de  l’argument  {iE — ac)  p.  En  réduisant  la  valeur  de  ^ posée 
au  commencement  du  n.“  ç3  à 


l’on  en  conclut 


dy  3 ATu'» 

~ 4 ' *•  o'*  ^ 


sin(2t>  — 2v), 


^ ^ m’ y sin(2v  — ap')  1 1 5 c*  co5 (ap  — ats-)  ^ ; 

d’où  l’on  tire 

^ =3  — ^ m’  y e*  sin(ap'  — aw) . 

L’on  a trouvé  ( n.°  8 1 ) que  l’expression  de  ^ renferme  aussi  le  terme 
— 5 m’ y^in (ap'— aô) ; eu  le  réunissant  au  précédent  nous  formerons 
l’équation 

^ ^ m’  4tn(ap'  — ad)  — y m’ e’  sw(ap'  — acr) , 

laquelle  donne 

^ ^ sin(2E  — ag)  P Y m’e*4in(2fJ  — ac)  p ^ m’ iô  cos(2E  —2g)v. 

Donc,  en  prenant  Sô  = Jc*4tn(ag’— ac)p  (Voyez  n.°  86),  il  viendra 
^ = ^|m’c;iin(af:- ac)p. 

En  intégrant  cette  expression,  il  est  clair  que  l’on  a 

Mais,  ponr  avoir  exactement  le  coefficient  numérique  de  ce  terme 
dans  la  valeur  de  y,  il  faut  ajouter  au  second  membre  de  cette 
équation  la  fonction 

I e*coj(ag  — ac) P -►•  I • ^ co4(aE—  a^)  p 

résultante  de  l’analyse  exposée  dans  les  n.”*  85  et  8t.  Alors,  en 
passant  du  logarithme  au  nombre  d’après  l’équadon 


I 
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(0  *=  5«*coî(ag:-  2c)t>  g . '^cos(2E-2g)t>  * • '^e*cos{2E-ic)v , 

Ton  trouvera 

OÙ  le  coefficient  ^ ^ • 

138  04  138 

10a.  Reprenons  l’équation 

^ — atsr)  — | m’y’  ùn{p.v  — aé) 

résultante  de  celle  trouvée  dans  le  n.®  98 , et  cherchons  le  terme 
affecté  de  l’argument  {2E — ag)^  qui  se  trouve  dans  la  valeur  de  e. 
Cette  équation  donne 

sin{2E—  2c)v  sui(2E—  2g)i>  -*•  cos{2E—2c)t>. 

Donc,  en  prenant  Sur  = sin(2g—2c)v  (Voyez  n.®  88),  l’on  aura 
^ = (5  “ sin{iE- 2g)v  = - ’g  m’ y,*  sin{2E  - 2g)  v. 

Cette  expression  étant  intégrée  donne 

( J)  = - 1;  • ^ r * coi  {2E  - 2g)  V. 

Mais  ici , de  même  que  dans  le  numéro  précédent , il  faudra  poser 
l'équation 

^sij)  ■=  ” ly'cos{2g-2c)  ^ . ^œs{2E- ac)v- . ^y,’cos(a£:-ag)<^, 

( Voyez  n.®*  87  et  8a  ) avant  de  passer  du  logarithme  au  nombre. 
D’après  cela  l’on  trouvera 

e = e,-^-^e,y*cos{2E-2g)v, 

où  le  coefficient  — ^ t=  — §5  — . 

138  64  138 


/ 
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io3.  Nous  aurons  encore  besoin  du  terme  affecté  de  l'argument 
(a£-t- 2c  — 4g)p  qui  entre  dans  ô et  y,  et  de  celui  affecté  de  l’argu- 
ment — qui  se  trouve  dans  «r  et  e.  Il  est  très-facile 

de  les  calculer.  D’abord  en  posant  l’équation  (Voyez  n.°  76  ) 

3a/' 

-m  co^(2v-aâ), 

l’on  en  tire 

^ ^ m*  Sô  w/i(2£  -ïg)v. 


Donc,  eu  faisant 
en  tirera 

L'équation 


f e*  sin{ig  — 2c)  v et  intégrant  ensuite , l’on 


s=  — - m’  4in(a/—  aô) 

ydv  4 ' ' 

donne , en  la  traitant  de  la  même  manière , 

^"^(0  = -^•^e’co4(ai;-.-2c-4g)v. 

Donc,  en  ajoutant  ce  terme  à ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  Log{^^  rapportée  vers  la  fin  du  n.®  loi  , l’on  en  conclura,  en 
passant  (lés  logarithmes  aux  nombres , 


i5 


h = “TIb’ m 2c  — 4^)v, 


, « pf  • 1 S 1 5 1 5 

ou  le  coemcient  — — ^ = — 7-  — 3 • 

128  64  ia8 

104.  En  posant  l’équation 

da  i5 

T 

l’on  en  tire  d’abord 


dp  - X m’co4(2v  - 2«r), 


^ ~ 2c)v. 


Donc,  en  y faisant  Sw  = \y* sin(^g—%c)v  et  intégrant,  l’on  obtiendra 
io5  m* 

64  m 


ag:-  4c)v. 


Tome  I, 


i5 


f 
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l'on  aura 

- 7.ŸUcos{^E-2g)i>  = (- - b; - 
ou  bien 

- 2y’Sâcoi(aJ?- 3g)  P = — ||•^e’y*^irt(ag-2c)p. 
Cela  posé,  il  est  évident  que  l’on  a 
/H/i(2p'-2â)  = 


c’-est-à-dire 


y’ iift(2p'  — 26)  = O — e*  y*5m(2g- 2c)p 


Les  valeurs  de  e et  y donnent 

a a ni  a a / m v 

e y ^ y,  co5(a£-2c)p; 

partant  il  est  clair  que  l’on  a 

^ y*  iin(2p*  — 2Ô)  = — ^ ii/j 2g)  p x ^ c’  y*  cos{^E  — 3c)  p , 
ou  bien 

4^  a a • / t A\  673  ni*  â a • / . 

— e y iW(2P  - 26)  c=  ®.  L 2c)  P. 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

(!  ^ y*  «n(2P  - 2 0)  = - ^ ^ C0i(2g-  2C)  P . 

106.  Reprenons  maintenant  l’équadon 

sin(av  — 2®)  = —sin.{a.E-nc)v—  2S  w coi(2jF  — 2c)  p •+•  3 (S®)*«'n(2^— 2c)p 

posée  dans  le  n.°  gS.  En  considérant  les  termes  qui  entrent  dans 
l’expression  de  la  variable  ■as,  l’on  obtient 

S®  = I . y ’jtn( 2g— ac) P — — •~sin(2E — 2c)p 

3 ni  a • / 771  V ic5  tïi  3 X f , \ 

y^  5w(a£ — - — y^  «/i(2£; 2^—  4c)  w , 


64  m 
Cette  équation  donne 


(Sw)"  = - ^ ^ y\oi{2E-  2g)p  ^ ^ y;coi(a£: 2g - 4c)  p ; 
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ainsi  nous  avons 


2(SBr)’iin(2£-2c)p  = 
d’où  l'on  conclut 

2e’(Sta)*im(2.E— ac)  P = — ~ e‘ sin(2g—  2c)i>. 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à la  variable  e,  l’on  a 
e = — g e y ’ cos{ig  — 2c)  p h-  ÿ ^ cos{2E—  2 c)  p 


loS  m* 


“ ifs' m ag-4c)p; 

d'où  l’on  tire 

e*  = — y^cos(2E  — 2g)v  ^ O cos(2E  2g—  ^c)v , 

en  observant  que  le  coefficient  O = ^ • Nous  avons  donc 

— e’5in(2ET— ac)p  = *^e*  y*5iV»(2g— 2c)  p. 

L’expression  de  SGr  posée  plus  haut  donne 
— aSt5rcoi(ai^— 2c)p  = ^y^  sin{2E—  2g)v  — ^y^  s'ui(2E  2g—  i^c)v 

Si  m*  J . y * X 


.1  <E  . Si  io5  3 
ou  le  coefficient  ^ ^ • 

3a  64  04 

Donc , en  multipliant  cette  fonction  par 

s I s m 2 / M X 

C e C0S12E — 2c)p, 

4m'  ' ' 

l’on  trouvera 

-ae’Swcoi(2E:-ac)p  = ^ e^y  “ ,m(aér  - 2c)  p , 

ou  bien 

— 2e^liacos(2E — 2c)p  = — ^ e’ y * iin  (2^ — 2c)p. 

Concluons  de  là  que  l’on  a 

e'  5Ùi(2P  - asr) P = ^_  ÿ 25  _ î-  e'  y/  sin (a^-  2c) p , 
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yyYsin(2v—  20')  h-»/  ■*-ecos{v  — w)  | * 

^m\i-*-4yy)sin{3v—2v)  | i—y*—(4~Sy*)ecos{v-m) 
^m*sin{2v  — 2v)  | i ^3y’  — (4-^  i i/)ecoj(p- w) 

(a  — i y*  ) co«(p  — or) J coi(a(' — atsr)  ; 

3 . 3 

- in  (a  P a ♦>')  X ( J — I o)  e y*  co5(a  P — a or) 


5ij  1»/#  V 

s=  — m e y sin(2ff  — am). 

Ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

de  / 27  3 Sl\  J » . , , . 

*:  = 1,“  8‘ ï “ . 

ou  bien 

de  la*/. 

— 9m  ey  nn(ap  — ats'). 

Il  suit  de  là  que  nous  avons  cette  équation 

de  a / r5  /a®  j\  . 

ï'rfïï  “ ™ (“T**/"  -»^)- 

99.  Cela  posé,  reprenons  l’équation 
sin{2v  — aw)  = — iin(a£— ac)v  — aSorcos(a£— ac)p  -*-a(SoT)’Hn(a£— ac)p 
donnée  dans  le  n.”  93,  et  remarquons  d’abord  que  l’on  a (Voy.  n.®  91) 


— ^ fin(aÆ—  2c)  P = 2 . ^ y » iin(a§  — ac)  p. 

Ensuite , si  l’on  prend  pour  rfw  la  valeur 

* ® ^ ^ y.’  tin{2E—  2g)t> 

Uouvée  dans  le  n.®  96,  il  viendra 

— a S w coj(aÉ^ — ac)  P ==  ~ ^ ~ 7,*  •**'*(2^  — ac)  p. 

D’après  les  valeurs  de  Sor  trouvées  dans  les  n.“*  81  et  88,  nous 
avons  l’équation 


% 
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î or  = I y * sin(2g  — 3“^)  — y • ^ sin(iE—  ac)  v , 
laquelle  donne 

(Star)*  = -^.^y;co5(a^:-ag)p; 

partant  Ton  a 

a (S or)*  sin{p.E  — ac)  p = — - ^ ^ 7 ’ sin{ig  — ac)  p . 

Concluons  de  là  que  Ton  a 

^ (2P  - aor)  j --  7 sin{o.g  - ac)  p ; 

et  par  conséquent 

j5  A*  . / . V i35  m*  9 . , . 

= -3^*  — y,  sin{ig‘-^c)i>. 

3 m* 

En  posant  Eéquation  7 = y, “**0*  (Voyez  n.®  81  ), 

3 in* 

l’on  obtient  7“  = - • — 7 * cos(2E  — 25)  p ; d’où  l’on  conclut 

— 97*5w(ap'  — ata-)  = gy*sin(2E — ac)p  = ^•^y,*sin(2g — ac)p. 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  — | m*  7*  sin{2v  — aô)  ne  donne 
ici  aucun  terme  ; ainsi  » en  réunissant  les  parties  que  l’on  vient  de 
calculer,  nous  aurons 


ou  bien 


de  /i3S  ^ a7\in^  a • / v 

3 = 


de 
e dv 


35 I a . / V 

—y,  «n(ag— ac)p. 


64  m 

En  réunissant  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.°  87,  nous  aurons 
l’équation 

de  /ai  35i  m*\  a a • /^  ^ \ 

TU.  = U 6T- 

laquelle  étant  intégrée  donne  ' 


coi{2g~  ac)  p. 


i 

^ai  _ 35i  m*^ 

^8  64  m ) 

ag  — ac 

IlO 
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Eli  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  ç5, 


l’on  aura 


tn  I 3 m 

— ==  T — *•  etc. , 

O a m 


et  en  passant  du  logarithme  au  nombre,  il  viendra 


A raide  des  recherches  précédentes  >on  démontre  que  l'inégalité  ayant 
pour  argument  (2g — 2c)  p,  ou  le  double  de  la  distance  angulaire  du 
périgée  au  nœud  de  8 orbite,  doit  être  du  quatrième  ordre,  au  moins, 
dans  üexpression  du  tems  en  fonction  de  la  longitude  vraie. 

100.  La  valeur  précédente  de  c et  la  valeur  de  y trouvée  à la  fin 
du  n.“  95  dounent 

y'  = y * + ( ^ - .g . e;  y;  cos{2g  ~2c)v, 

e*  = c’-^(-^-^^-^)e;y;co5(a5-2c)P. 

1 ro* 

Donc  la  fonction  e“-*-y’  présente  le  terme  -^e^  cos{2g — 2c)  v 
mulriplié  par  un  coefficient  numérique  égal  à zéro.  Il  suit  de  là  et 
de  l’analyse  exposée  dans  le  n.°  90,  que  l’on  peut  réduire  la  valeur 
de  J’à  dv  à celle-ci 

fAdv  =y"^dp. 

Ainsi  la  question  est  réduite  à démontrer  que  l'on  a 

O . — e’ y *cos(^— ac) P dans  la  fonction  — , • 

Pour  cela  il  est  nécessaire  de  considérer  de  nouveaux  termes  dans 
l’expression  des  constantes  arbitraires  censées  variables. 
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ICI.  Avant  tout  nous  chercherons  dans  l’expression  de  y le  terme 
affecté  de  l’argument  {iE—ïc)v.  En  réduisant  la  valeur  de  ^ posée 
au  commencement  du  n.°  à 


l’on  en  conclut 


dv  3 M'u>>  . , 


^ ^ m’ y 5w(2t<  — 2v)  1 1 -t-  5 e*  coi  (ap  — acr)  ^ i 

d’où  l’on  tire 

£ = -ÿm“ye’sin(ap-2«r). 

L’on  a trouvé  ( n.°  8 1 ) que  l’expression  de  ^ renferme  aussi  le  terme 
— 2 m’ yiMi(ap'— aô)  ; en  le  réunissant  au  précédent  nous  formerons 
l’équation 

^ = — ^ m’  iin(ap'  — aô)  — y m*  e“  ùn(2v  — 2zr) , 
laquelle  donne 

^ t=  ^m’«/i(aE— ^)p  * ^ m*e’îin(aE— ac)p  ^m’Sôcoi(aE  — 2g)p. 
Donc,  en  prenant  Sâ  = êe‘ sin(2g— 2c)v  (Voyez  n.°  86),  il  viendra 
^ *^)m*e*iw(aE-ac)p  = m"  e;im(aE- ac)p. 

En  intégrant  cette  expression,  il  est  clair  que  l’on  a 


Mais,  pour  avoir  exactement  le  coefficient  numérique  de  ce  terme 
daus  la  valeur  de  y,  il  faut  ajouter  au  second  membre  de  cette 
équation  la  fonction 

I e*cos(2g—  2c)t>-t- 1 . ^ coj(aE—  a^)  v 

résultante  de  l’analyse  exposée  dans  les  n.°*  85  et  8l.  Alors,  en 
passant  du  logarithme  au  nombre  d’après  l’équation 


i 
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(0  ■=  ac)*-  g • \cos{o.E-o^)v  ■*■  ■ ^e\os{^E-ic)v , 

l’on  trouvera 

1 65  ID  1 / jn  » 

^ m <^>K^E—1c)v  , 

. , a-  ■ i6S  75  i5 
OU  le  coefficient  — ; = i-  — 7 • 
ll8  64  13Ü 

102.  Reprenons  l’équation 

^ ^ m*iin(2v'  — 2w)  — | m’/  àn(jiv  — 2Ô) 

résultante  de  celle  trouvée  dans  le  n.®  98 , et  cherchons  le  terme 
affecté  de  l’argument  (iE—2,g)i>  qui  se  trouve  dans  la  valeur  de  e. 
Cette  équation  donne 

^ = ^m’itn(2£—  2c)t> |ni“/ w(2j?— 2g)p Yn»*Sorco5(a£— 2c)t>. 

Donc,  en  prenant  Sw  = ly’ sin(2g—2c)v  (Voyez  n.®  88),  l’on  aura 

^ = (5  ” 5'*  sin(iE- 2g)v  = - m*  y*  sin{p.E  - 2g)  v. 

Cette  expression  étant  intégrée  donne 

^ë  (0  = - ^ y’  cos{^E-  2g)  V. 

Mais  ici , de  même  que  dans  le  numéro  précédent , il  faudra  poser 
l’équation 

(0  = - g/ ,*  C0i(2g  - 2 c)  ^ . ^C0s(2E-  2c)  V - . '^y‘c0s(2E-2g)v, 

( Voyez  n.""  87  et  82  ) avant  de  passer  du  logarithme  au  nombre. 
D’après  cela  l’on  trouvera 

e = e -^.^ey;coi(2f:-2g)v, 

où  le  coefficient  — ^ e=  — . 

ia8  64  ia8 
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103.  Nous  aurons  encore  besoin  du  terme  affecté  de  l’argument 
(a£-t- 2c  — 4ÿ)y  qui  entre  dans  ô et  y,  et  de  celui  affecté  de  l’argu- 
ment {nE  ig  — ^c)v  qui  se  trouve  dans  w et  e.  Il  est  très-facile 
de  les  calculer.  D’abord  en  posant  l’équation  (Voyez  n.°  yS  ) 

t/â  3 a f ! -V 

^ « - m C05(2P  — 2.6)  I 

l’on  eu  tire 

^l  = ~lm^Usin{2E^2g),. 

Donc,  en  faisant  Sô  = J e’ îin(2^  — 2c)  o et  intégrant  ensuite,  l’on 
en  tirera 

L'équation 

^ ^ m’  sin(2v  — 26) 

donne,  en  la  traitant  de  la  même  manière. 

Donc,  en  ajoutant  ce  terme  à ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  Log(^)  rapportée  vers  la  fin  dn  n.®  loi  , l’on  en  conclura,  en 
passant  dés  logarithmes  aux  nombres, 

ac  - 4^)v, 

, 1 fT'  * . ï5  ï5  i5 

ou  le  coemcient  — — r = — — - • 

128  64  128 

104.  En  posant  l’équation 

iS  a / / V • 

c=  — m coj(2t>  — 2t»r) • 

ap  4 ' ' * 

l’on  en  tire  d’abord 

ÿ = — — m“Stsr  sin(2E  — 2c)t>. 

Donc,  en  y faisant  Sw  «=  ^y^sin(2g-—2c)v  et  intégrant,  l’on  obtiendra 

SI  0<S  ID  a > / «t  . \ 

w = - — ._y^  sin(2E  2g-4c)t>^ 

Tome  /.  1 5 
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Maiiiteiiaut , si  l’on  pose  l’équation 

de  )5  J . , < \ 

—r  = — — m sin(2v  — a®), 
e du  4 ' ' 

l'on  en  conclura  d’abord 

En  réunissant  ce  terme  avec  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  Log{^-'^  posée  dans  le  numéro  précédent,  et  passant  ensuite  des 
logarithmes  aux  nombres , il  viendra 

9g- 4c)e, 


, , Æ • . ic5  loS  io5 

ou  le  coemcient  — 5 = — — s • 

138  64  138 


I 

S* 


I 

K ' 


io5.  En  reprenant  actuellement  l’équation 

d-/i‘  m’ 45  a\  3 . / , ..  /i5  75  j\  3 . , . 

^ je  5w(av-9®)j 

trouvée  dans  le  n.°  91,  nous  démontrons  à l’aide  des  résultats  précédons 
que  l’on  a o ■ ^ e^y\os{^g  — ac)v  dans  l'expression  de  la  fonction  ^ • 
n est  d’abord  évident  que  cette  équation  étant  intégrée  donne 

'^7'/'^'’^  a 26) 

(- ÿ - ^ e’ ««(2v  - a ®) . 

et  que  par  conséquent  l’on  a 

= h* m’yê/p  ^ ^ j y“im(ap aô) 

m'J'dv  ÿ J.’  ^ e“  sin  (2  p'  — a ta)  . 

Or  en  foisant,  comme  dans  le  n.®  qS, 

i/n(ap— 2Ô)  = — «rt(a£-ag)p  — aSdcof(a£'«-2g)p**'a  (Sô)’Wrt(aE  — 2g)p, 


3 
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et  observant  que  la  réunion  des  résultats  précédons  donne 
Sô  = sin{2g-2c)v-l-~sin(2E-2g)v 

^^^.^e^sïn(2E-2c)v*'^-—e^sin{2E*2c- ^g)i>, 

64  m ' ' ' 04  m ’ 

l'on  en  tirera 

(Sô)“  = ^ ^ e*  cos(a£  — ac)  P - coi(2£-*- ac- 4e)  v; 

d’où  l’on  conclut 

2(Sô)’5w(a£-2g)p  = 
et  par  conséquent 

a/(Sôf  stn(a£-ag)p  = - ^ ^ 2c)p- 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à la  variable  7 , 1 on  for- 
mera l’équation 

7 = y,*|r,e_’cos(ag-ac)p-*-|  — y,cos(ai;-a^)v 

* ri  ‘ ï ® ‘ ' â • ï E*2c-  4^)  P , 

laquelle  donne 

_ ^.’^e^y\os(2E-2c)v^o-~e\\os(2E*2c-J^g)i’, 

en  observant  que  l’on  a le  coefficient  du  second  terme  ~ ^4  ~ ^ ' 
Donc  nous  avons 

-y^  sin{p.E-2g)v  = ^|•^e;r;îm(25:-ac)P. 

La  valeur  de  Sâ  posée  plus  haut  donne 

- a Sô  coî  (aÆ - ag)  P = — |e“sin(a£— ac)p-i-ÿe  sin{2E->-  2c  ~ ^g)v 

- ^ — e ’ sin{2g  -2c)v, 

OH  — ^ “ 64  ‘ multipliant  cette  fonction  par 

7’  = ;-‘^7,*coi(2£^-2g)'’. 
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l'on  aura 

ou  bien 

- 2y"‘i6cos(iiE-ig)i>  — — l|.^e»y*«/i(a'g'-2c)K. 
Cela  posé,  il  est  évident  cjue  l’on  a 

y*  sin(2i>  - aô)  = ^ ^ g _ ^ e V;«n(a^-  ac) 


c’-est-à-dire 


y sin(2t>  —26)  = O • ~ e*  y,*iira(ag’- 2c)p. 


Les  valeurs  de  e et  y donnent 

3 3 iS  rn  a a / 

* ^ = T'm  L C0i(a£-ac)p; 
partant  il  est  clair  que  l’on  a 

=^^sm(2E-2e),»<^-^:^e^y‘cos(2E-2c),, 


ou  bien 


^^c^Y^sin(2.--2Ô)  r=  g.^‘e>>m(a5-ac).. 


II  suit  de  là  que  nous  avons 

fd.Q^  / sin(2.- -2Ô)=-^-g.^.^L  cos(2s-2c)  p . 
106.  Reprenons  maintenant  l’équation 

^in(at»'- atsr)  = -«rt(af:_  2c).-_  aSsx  co<aiF-ac)  a (Stîr)^w(a£-2c).. 

posee  dans  le  n.“  98.  En  considérant  les  termes  qui  entrent  dans 
I expression  de  la  variable  ar,  l’on  obtient 

Sur  = Z . r!‘sin(2g-2c),>~  '^.’^sin(2E-2c)i> 

- Fi y:sia{2E^  2g- 4c)  P . 
Cette  équation  donne 

(Sar)  t=  _ _ . _ y cos(^2E—  2g)v  ~ y,*coi(aZ:  ag:  — 4c)  p ; 
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ainsi  nous  avons 

2(Ssrysin(2E-2c)i>  « ^-!^^^'^'^y^sin(2g-2c)o, 
d'où  l’on  conclut 

2e^(Sisrysin(2E—2c)o  = sin(2g—2c)v. 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à la  variable  e,  l’on  a 

e = — |e^y*coj(2g— 2c)t>-*- ^•^e^coi(a£— 2c)(' 

aol  na*  a / \ loS  m*  a / «i  . \ 

“ ils  ■ m C0s{2E-^  2g-AC>i 

d’où  l’on  tire 

e*  = — ^ ^ c_’ y*  coi(aJ? — a^)  k o • ^ e^*  y * cos  (a.E a^ — 40*'» 
en  observant  que  le  coefficient  o = ^ • Nous  avons  donc 

— e’sm(af:— ac)o  = !^-^e’y*sin(ag— ac)o. 
L’expression  de  Sor  posée  plus  haut  donne 

— aStîrcos(ai^— 2c)i»  = |y’sin(aEJ— ag)i>  — |y’sin(a£-*- ag— 4c)o 

■*'3r  m >'■  *tn{2g-2c)v, 

kfl-  . ^ 5f  loS  3 

coemcient  5-  = -—  — ^ • 

3a  04  64 

Donc,  en  multipliant  cette  fonction  par 

c =— . — e cos(a£— ac)o, 

4 w ' ' * 

l’on  trouvera 

— ae’ Sîir  cos(a£ — ac)o  = ~ 

ou  bien 

— ae’Swcos(a£— ac)o  = — ^^•^e^y,’sm(a5’— ac)o. 
Concluons  de  là  que  l’on  a 

e’sirt(ao -atsr)o  = ^ 7^  »n(2g-  2c)v  , 
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et  par  conséquent 

— e sin{2,v  — aw)  To'ln  ® ~ 

Si  l’on  observe  maintenant  que  , eu  posant 


l'on  a 
7S 


s a 3 ni  a 3 / \ 

«r  = -•  — e,  y,  coi(2£— 2g)v , 


^ e’ y* itrt(av  — aw)  = — ^ sin(2E  — a c)  v k ^ ^ e* y ’ cos(2,E  — 2 c)  v. 


ou  bien 


70  3 a • / ' \ 33S  m a a • / v 

y «n(2v  — ata)  = 7,  — 2c)v, 

l’on  en  conclura  que 

/l5  7S  a\  a . . > / 2aS  aaSNm’  a a ■ , v 

VT’^T’'  'A  ^‘"(25-20' 


675  m*  a a » / _ \ 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 


/<^‘'(^*^|/)e^in(2v-aa7)  = -^-^coi(2ff-2c)vi 

c’est-à-dire  une  quantité  égale  et  de  signe  contraire  à celle  trouvée  à la 
fin  du  numéro  précédent.  Ainsi  il  est  démontre  que  dans  l’expression 
de  A’  l’on  a o-^e_“y,*coi(2^  — ac)v,  et  que  par  conséquent  l’on  a aussi 

fAdv  =J"JLdv  = o-'^.^'~si/i(a5-ac)p. 


En  réunissant  cette  conclusion  avec  celle  qui  a été  établie  dans  le 
11.®  90,  il  est  complètement  démontré  que  l’inégalité  ayant  pour  argu- 
ment (2g—2c)v,  doit  se  trouver  dans  e avec  un  coefficient  du  qua- 
trième ordre  au  moins  j mais  si  l'on  voulait  cberclier  par  cette  méthode 
le  terme  suivant  du  quatrième  ordre,  tel  qu'il  doit  entrer  dans  la  va- 
leur de  t , il  faudrait  aussi  considérer  la  partie  du  même  ordre  qui 
entre  dans  l’expression  de  la  variable  /,  ce  qui  entraînerait  dans  des 
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calculs  fort  compliqués,  propres  à mettre  dans  tout  son  jour  les  in- 
convénieiis  inhérens  à la  méthode  de  la  v.^riation  des  constantes  arbi- 
traires lorsque  l’on  veut  pénétrer  un  peu  en  avant  dans  la  recherche 
des  inégalités  lunaires. 

107.  Cependant  s’il  était  uniquement  question  de  démontrer  que  l'iné- 
galité ayant  pour  argument  (tg — 2c)(>,  doit  être  dn  quatrième  ordre 
au  moins  dans  l’expression  de  t,  l’on  pourrait  y parvenir  d’une  ma- 
nière beaucoup  pins  expéditive  par  les  considérations  suivantes. 

Remarquons  qu’il  nous  a fallu  calculer  à part  chacun  des  termes 
qui  appartiennent  à la  fonction 

>'")  ^e’/coi(aot—  aô)^ 

pour  parvenir  à un  résultat  nul  dans  cette  somme.  D’après  cela , l’on 
doit  penser  que  l’on  pourrait  rendre  plus  aisément  évidente  la  nullité 
des  Jeux  termes  que  nous  avons  calculés,  en  considérant  d’abord. la 
fonction  explicite  de  la  force  perturbatrice  <jui  renferme  la  fonction 
précédente.  Ainsi , d'après  la  transformation  exposée  dans  le  n.®  64 , 
il  faudra  poser  l’équation 

fAdo  = [/ÿ  •y’(i  - ^/d'iiy^do , 

et  faire  voir  que  les  deux  premiers  termes,  dont  il  est  ici  question, 
ne  se  présentent  pas  dans  le  développement  de  la  fonction  J’d'Sl. 

108.  Pour  cet  objet  il  sufBt  de  conserver  les  termes  suivans  ; 


da 

dv  ■= 

3 . . 

d» 

dü 

du  t= 

M'iP  C t 

3 

du 

— J-  ^ SS 

U*  } 1 
\ '• 

- C05(2P  — 

da 

ds 

ds  = 

ds  1 

U 

faciles  à déduire  des  formules  données  dans  les  n.®*  26  et  27. 

En  y considérant  u comme  une  quantité  constante , l’on  peut  mettre 
la  somme  de  ces  trois  fonctions  sous  cette  forme 
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—siniiv — 2.v)dv. 

au  ' ' 

Or  il  suffit  ici  de  prendre  u = ^,  1 p = m (<  -*-  A , dv  = mdv, 
donc , en  intégrant , il  viendra 

Af'a,  (m— 3 .Va,  cos(3v  — av’) 

<r  J <ra'’  u*  a cro'*  u* 


3m  ■ 


dp- 


En  substituant  pour  u et  s leurs  valeurs  elliptiques , nous  aurons 
- = ""  ‘ - n * y“coi(2P-2Ô)| 


3 jfra/i*(j  -*"yy)* 
a 


C0J(2P  — 2p)  I 


COS 


co5(p-ro)^ 
(p-ot)| 


. -♦■  3m*p^ /dp.  A'*(i +7)')*5{n(2p— 2p')</i-t-jj -^e  cos(p  — tff)>  ■ 

Au  reste  l’on  pourrait  encore  parvenir  plus  directement  à ces  résultats 
en  observant  que  si  l’on  désigne  par  dSl  la  différentielle  complète  de  SI 

dont  1 expression  est  -j^dv  ■+■  ^ "*■  ’ 


dp' 


du' 


dv  “ du 

l’on  a l’équation  générale 

fia  = 


dt' 


et  par  conséquent 


/dn  = n_/f.dP, 


lorsque  Ton  suppose,  comme  dans  le  cas  actuel,  dii  = o , ds  ^ o. 

109.  Comme  doit  être  égal  au  demi-gçand-axe  de  l’orbite  de  la  Lune 
lorsque  les  forces  perturbatrices  sont  nulles,  l’on  peut  supposer  ~ ^ ' 
en  négligeant  les  autres  termes  multipliés  par  e*  ou  par  y,”  (Voy.  11.°  41). 
Alors  l’on  peut  faire  ici,  comme  dans  le  n.“  yS , 

Va,V 

— î-Si-  = ra  • 
c'a  ’ 
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Maintenant,  si  l’on  prend 

-f-j/  ••"ecos(K— c=  I — co5(atsr  — ad) 

^ e")  y’coi(ap-aô)*^|  - j/^e*coî(ap  - aw), 

l’on  trouvera  que , en  considérant  seulement  les  trois  argumens 
(aw— ad),  (av  — ad),  (av— aw)  et  les  termes  multipliés  par  e’ 
on  par  y’,  l’on  a 


(i  -^yy)’|i— yy-Hy'‘coi(an— ad)^j/7 


(k-w)J 


i.,1 


I -t-  « -*•  € CO  5 

1 3 3 3 / A\ 

=5  1 ~yy y co5(acr — aô)  ; 

(i  -i-yy)*co5(ap— av)  j(/r^T7f-*-ecoi(v— w)|  * 

= cos{2t> — ad)  -t-  ^ y’^  coi(av  — a w)  ; 

> (i -*■  yyY sin{2t> — av)  ^(/i  ^ss-*-e  cos(t> — w)^ 

= — ^ e“  ^ y*iirt(at>'  — ad)  “ Q ^ e'  «n(av'  — a w) . 

Il  suit  de  là  que 

-“/•'O- 

m'k*  t I 3 3 » > , .J 

coî(aw-ad)^ 

“■  1 (4  ' ")  5'"’  2 ^ y’) 

— 3m-^^rfp’ -♦•  ?e’^y’4i/i(aw'— ad) ♦ ^y*^e* îin(a(''— aw)|  • 

Il  O.  A l’aide  des  résultats  précédens  l’on  peut  trouver  le  coefficient 
numérique  qui  affecte  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
(2g  - 2c)v  dans  le  développement  de  la  fonction 

n est  facile  de  voir  que  dans  le  premier  terme  de  cette  fonction 
l’on  peut  faire  A = A , et  que  le  second  terme  étant  du  septième 
ordre,  doit  être  négligé;  l’on  aura  donc 

Tome  J.  16 
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— 7*  y*  co5(at!r—  aô)| 

— (4  "**  4 "■  "*■  (at»'  — ai7)|- 

En  appliquant  ici  à la  fonction  soumise  au  signe  intégral  l’analyse 
exposée  dans  les  n.°*  loS  et  106,  l’on  voit  aussitôt  que  l’on  a 

G ^ r 0 - a Ô)  = 3^  • ^ c * y,’  sin(2g  - a c)  P ; 

„„(ap-aar)  = y,  sm(ag-ac)P. 

Remarquons  maintenant  que,  en  posant  l’équation 

^ A*  iin  (ap'  — a ô)  ^ h*  e ’ sin(a  p'  — aor) 

= — sin(iE - 2g)  p — «n(ai?— ac)p, 

et  en  y faisant 

A^  = A;|i-^-^y;coi(a£:-3g)p-^-^  e* coi(a£- ac)p| 
fl''oyez  n.°  91),  l’on  obtient 

i A‘*y  * iin(ap'  — aô)-^  ^ A'*  e*  4În(ap'  -aw) 

“ ” I * V 7.’ • 

Donc,  en  réunissant  ces  parties,  il  viendra 

— t=  “^|***"~  y*  e’y*co5(aar-  aô)| 

**■  la  “V^**  « * y ,*  «n  (ag^  - a c)  P , 

où  le  coefficient  — 3 ( , — , ~ r-^  “■  ~ ~ s)  • 

3a  \3axi5  3axaS  16x10  8/ 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 
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Mais  les  valeurs  de  Sy  et  Se  trouvées  dans  les  n.®*  85  et  87  dé- 
montrent que  l’on  doit  ici  prendre 

y’  = ^e’y  *coî(2g  — 2c)v,  e = — ^ e’ y/ coi(2g’— 2c)  i- ; 

partant  l’on  a 

aa,  /’-rt  m*/5  ai  3 ai\,j  . . 

8~*â^T6j®.  cos(ag-2c)^>. 


ou  bien 


— ^ sa  — m*  y ’ cos(2g  —2c)v. 


Nous  avons  vu  dans  le  n.°  64  que  l’expression  du  demi-grand-axe  a 
«St  donnée  par  l’équation 

/dSl-, 

a a,  a J 

ainsi  nous  avons 

I I i3  m*e,*y,*  . . 

- = — — =-• i-^coifay?— 2c)i>. 

a a,  3a  o,  ' ® ' 

II  est  donc  clairement  prouvé  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
(2g — ac)v  ne  disparak  pas  de  la  valeur  de  a. 

lit.  L’on  peut  aussi  trouver  la  valeur  du  terme  intégral 


3 m Af'ai  sin  (ap  — ap') 
<ra'> 


2 Ot  ^ 

qui  entre  dans  l’expression  de  donnée  dans  le  n.°  108 

par  un  procédé  plus  simple  que  celui  que  nous  avons  suivi  dans 
les  numéros  précédens.  Four  cet  objet  il  suffit  d’intervertir  l’ordre  des 
substitutions  et  de  chercher  d’abord  la  valeur  de  u qui  résulte  de 
l’élimination  des  variables  Sé,  etc. 

Si  dans  l’équation 


i^ss-^ecos 


(p-ar)) 


A*(i  yy)  ' 

l’on  substitue  pour  A*  et  y*  leurs  valeurs 

fl  = A*  J I — - y*  coslaE—  ag)»»  — — • — e’  cos{2E—  2c)v^  ■ 

* ( 4 ^ ^ fn  * 3 


y*  = y 2 y *c  *cos(ag’-2c)p  ^ • —■/‘cos(2E—  2g)v*  ^ ^ e *y ’coi(a£-  2c)p 


4^  ni  3 g 
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il  viendra 
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U = p^/rT7»>*-ecof((*-or)^^i-y*-^eV,’coi(2g'-2c)nf~^e^*co5(a£-ac)py 
Or  nous  avons 


/T^^TTs  = I * - y’ coi(2v  — 2Ô)  » 

4 

co5(ap— 2Ô)  = cos  2gv->-2^ô  sin  2gv— i{l6y  C0S2gV  , 

2Sôsin2gi>  = I e“co4 2CP- |e“coi(4^- 2c)pf  l cos a£p 

- 5 •^cos(2^:-4g)p-^^.^e;co${a^;•^a^-ac)p 


i5  m*  J , _ . 

cos(2E-2g*2c)i> 


— a(Sô)’cos  a^p  = — . ^e‘cos(2E*2g-2c)(>‘*- ^ e^^cos(2E-2g'*-2c)p; 

donc , en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 

,/  , ïala  Saay  v 3 lU*  a r v 

= î**"*y,  y,  C05{2^— 2C)P‘*' — y COi(2JF— 

® ^ 3 3 / V 1 5 m 3 a / \ 

- ■ m ^ - Hs  • ™ n C0s(2E-2g*2c)0  . 

lia.  En  développant  la  valeur  de  eeos(p-tB-),  l’on  a 

e cos(p-tïr)  = e^cos  CO  •*-Secosci>-»’e^Sta'  sia  CO  — ^e/SBr)‘cos  cc-t-SeStrsincv  • 

Or  les  valeurs  de  Se,  Sus  que  nous  avons  trouvées,  donnent 

Se'cos  CP  = -■^e7.‘cos(2g-c)ot-  ^ ^ e,  cos(aE-c)  p 

-^^■^ey;cos(2E-2g*c)o, 

e^Scr-sinco  = y,*co^(2g-c)p>i-  «^e^cosfaE— c)p 

3 in* 

•*■  7i8  • m <^J"c0s(2E-  2g*c)o  -, 


iS  m’  1 
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io5  m* 


^ (Stff)^cos  CP  = e^y\os(2£^-  2£'‘*-c)p , Se  St?  = o; 

l’on  aura  donc 

1 5 m* 

ecos(p— t?)  = e^cos  CP—  ÿ e^y^^cos(2ff  — c)p-*’  • ^e^cos(2F-  c)  P 

in  J y k 

- C0s(2E-2ff-^c)p. 

Eu  réunissant  les  deux  fonctions  que  nous  venons  de  trouver,  l’on  obtient 


/i-t-ss  ecos(p  — tar)  = 


I ^ y * e^  cos  CP  — ^ y * cos  2g  'p—  ^ e^  y^“co5(2^—  c)  ^ e “y/co5(2g— ac)  Py 


ï5 


tn 

m 


3 3 

i y e cos  (2E  -c)p-*^  - g y ’c05  (2E -zg)p-  e,y  * cos{2E - 2g*c)  pj 


d’où  l’on  conclut 


U = *e^coscp-^  y^cos  2gp - |e  y^cos(2g - c)p - ||e,V.^co5(ag' -2c)p) 

^ y e^co5(aE  — c) p*<*  ^e^*co5(a.&— ac)(>«^^y*co5(2J?-  2g)<' 

"■  cos(iE-2g-*-c)p--^e^  y^  cos{2E^  2g- 2c)p 

(“  â ^ * C0s{2E-2g-*-2c)p 

1 1 3.  A présent , si  l’on  suppose  u = ( i -v-  rr) , l’on  aura 


— a 


U 


^ (i  - aaî***  Sx^—  4»  ) » 


et  en  ne  considérant  que  les  deux  argunaens  2Epàz(2g—  2c)  p y 


— 23C  sa 


^ ® * ( I4  2g  - 2 c)  P ^ ^ coj(2^-  ag-^  ac) 

^ 3x*  S=  ^ e,*y,“  (“  ~ cos(2E-i-  2g  - ac)  p - ^C05(2iS:-  2g+  ac)  p) 
— 42;^  =3  ^e“y^^^  ^ co$(aE-«- 2g- 2c)  P - coi(2^- ag-**  2c)p^; 
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d'où  l’oa  déduit 

U = ^ cos  (2  JE  * 2^  - a c)  - yI  COJ  (a JE-  2g-*.  • 

En  multipliant  cette  fonction  par  tin{iv  — iv)  = sino^Ev,  l'on  aura, 
par  rapport  à l’argument  (2g— 2c)o, 


3 M'a,’  sin(2v  — 2e')  63  4 1 s • /_  _ \ 

et  par  conséquent 

— ^Jd'Çl  = — *,*  y/  COJ  (2g  - 2 c)  P . 

1 1 4.  Par  un  procédé  semblable  l’on  trouvera 

- A * / > 3 \ 

U c=^(i  — 4**iox  - 20X  1 

~ “ ÿ '^e’y _’coj(a£-*- 2g- ac)  — ^e*/*coj(2£— 2g-*- ac)p  1 


et  par  conséquent 

A’  = — 3 AT sin{p.v — ïv)  dv  = — dv 


(7Ï  _ 7i^ 

\i6  16^ 


m(2g—  2c) 


j(ag—  2c)p  = O. 


1 1 5.  Dans  l'analyse  précédente  nous  avons  considéré  p comme  la 
variable  principale  ; il  ne  sera  pas  inutile  d’examiner  les  changemens 
que  subit  la  fonction  lorsqu’on  y substitue  la  variable  p en 

fonction  de  I. 

Nous  avons  démontré,  n.°  108,  cpie  l’on  a 

J'd'Cl  = Ci — jîn(2P— 2p')cîp’, 

et  nous  venons  de  trouver  que  le  second  terme  de  cette  expression 
donne  par  rapport  à Fargument  ag— ac  le  terme 


M 

64 


Ü^.JlïL 

a,  ’ 2g—2C 


C0i(2g  — 2c)  P . 


Ce  terme  ne  change  pas  de  coefficient  par  la  substitution  de  p en 
fonction  de  t;  il  nous  reste  donc  à exécuter  cette  transformation  dans 
la  fonction  û. 
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A cet  eflfet  il  suffit  de  réduire  la  valeur  de  cette  fonction  à celle-ci 

au  \ a / 

et  de  la  développer  en  y substituant  nos  valeurs  elliptiques  de  s et  de  «. 

Il 6.  En  considérant  seulement  l’argument  (2^  — 2c)t^,  Tanalyse  que 
l’on  vient  d’exposer  dans  le  n.°  111  démontre  que  l’on  a 

Af'u'*  / i\  m*  <r/5  ai  3\-a  a / . 


ou  bien 


ro  ^ i â / \ 

a = .-e  y,  C0i(2g-2C)( 


Mais  en  retenant  en  outre  dans  le  développement  de  la  fonction  ^ 
. les  termes  suivans , savoir  : 

^ _ M'h\t  YYŸ I ""  i t»  - atsr) 

4®  I -*-|y*C05(2P-2Ô)— |ey*C05(p4.t3--2Ô) 

et  remarquant  que  la  partie  variable  de  e et  de  ur  donne 
— 2ecoi(p-cr)  = —•  2 Se-co5Cp  — 2e  p, 

l’on  en  conclura  que , en  prenant 

* m 

Se  =3  - |e  y,“c05(2g- 2c)p  , Sw  = Zy*5t/i(2g- ac)p, 


l’on  a 


^ 2ec05(p-or)  = — 2e^co5 CP-+- y*c05(2g  — c)p. 


. Donc , en  substituant  cette  valeur  dans  la  précédente  de  fî , et  po- 
sant -rs-^  e=  m*  — ( Voyez  n.°  1 08  ) , l’on  en  conclura 


a <r 


^ " T * ^ «>’C05(25:  - 2C)  P 

m*<r(  3a  Sa 

•+• — • — < — 2e  coi  c P *+• -e  C05  2CP4--V  cos^ev 
4 ^ ' a ' a ' » ° 

1 1 7.  Supposons  maintenant  que  l’on  substitue  ici  au  lieu  de  p sa 
valeur  en  fonction  de  r,  au  moyen  d’une  équation  de  la  forme 

ne  = P - (f>(p)  , 


ia8  THÉORIE  DO  MOUVEMENT  DE  Là  LÜNE. 

et  cherchons  quel  doit  être  après  cette  substitution  le  coefficient 
numérique  qui  affecte  rargument.(2g-  2c)nt.  Pour  cela  il  est  nécessaire 
d’avoir  la  fouction  désignée  par  (p(v).  Or  l'expression  de  t -*-f  trouvée 
dans  le  n.®  63  , après  le  développement  des  parties  variables  de  < 
et  y exposé  dans  le  n.®  89 , donne 


. /■  V S 3 3 . la.  y . , } 

t ^^  — 2e^sincv-t--e^  smicv-f-y^sin  ^gv-t-ey^  iin(a^-c)5i 

<T*  * 

donc,  en  posant  n = p , et  écrivant  pour  plus  de  simplicité  nt  au 
lieu  de  nc-t-nf,  l’on  aura  • 


2 

(f)(p)  = 2e^«n  CP  — - 2CP  — ^y\in2gi> — e^y*  sin(2g  — c)p.  * 

Cela  posé,  si  l’on  fait 

3 3 

1 'l'C*')  = — 2 e^COi  CP  H-  - e^*COi  2 CP-*- I y’ COÎ  2^P  , 
d» (O  I V \ 

-J-  = vlv)  = 2e^stncv  — 3e  sin  2cp—  3y,  sm2gi>. 


nous  aurons,  d’après  le  théorème  de  Lagrange, 

'K*')  'Km)  -*-  <f («0  X ^ 1 ^ 

En  formant  le  produit  (f>(m)  x ^'(ni) , et  retenant  seulement  l’argument 
(2g  — 2c)m,  l’on  trouvera 

<p(nt)  X >J/'(m)  = I * I -*.  2^  e*  y * cos(2g  — 2 c)  nt 

= ^«,’y,'*coi(2g— 2c)nt. 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  la  fonction  1 . £;/ ("0  x (p(>u)  donnerait , 
en  vertu  de  la  différentiation,  un  résultat  de  la  forme 
^(ag— 2c)e*y®co5(2g— 2c)  nt,  . 

c est-à-dire  'un  terme  que  l’on  peut  négliger  comme  étant  d’un  ordre 
supérieur  au  précédent  de  deux  unités.  Donc  les  deux  parties  qui 
composent  la  valeur  de  fî  posée  à la  fin  du  numéro  précédent  , 
donnent  un  résultat  nul , puisqtie  l’on  a 
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63  mV  «*y,*  , , 

€05(25-- 2c)nt; 


1 1 8.  n suit  de  là  ( Voyez  n.®  1 1 5 ) que  nous  avons 
/cra  = - ^ 5in(2P  - 2P ) àJ  ^ — 

ou  bien,  en  prenant  a^-2c  = 3m*, 

-^pSl  = — ~m*e*y*coi(2g-2c)nt. 

En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  ^ (Voy.  n.®  110),  nous  aurons 

I I ai  m V’y,’  , . 

- â -f-^cos(%g  — 2c)nc. 

a a,  3a  a,  \ o ^ / 

En  rapprochant  cette  équation  de  celle  trouvée  à la  fin  du  même  numéro 

1 3 V’  , V 

■ ~ 3a'  ■ - 2c)  K , 


X 

a 


l’on  acquiert  une  idée  nette  de  la  différence  analytique  qu’il  y a,  à 
l’égard  de  cet  argument,  dans  l’expression  de  la  fonction  suivant 

que  l’on  adopte  le  tems  ou  la  longitude  vraie  pour  la  variable 
indépendante. 


Comparaison  des  résultats  précàdens  aivc  ceux  trouvés  par  M.  de  Laplace 
dans  son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  tenu  pour  Vannée 
1824,  pag.  287-296. 

Il 9.  M.  de  Laplace  dans  le  volume  cité  de  la  Connaissance  des 
tems  a entrepris  la  recherche  de  l'inégalité  lunaire  dont  l’argument 
est  le  double  de  la  distance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  l’orbite. 
Dans  cette  recherche  il  a fait  usage  des  formules  de  la  variation  des 
constantes  en  fonction  du  tems  qu’il  avait  données  dans  le  Supplément 
au  troisième  volume  de  la  Mécanicpie  céleste.  Comme  son  analyse  l’a 
conduit  à un  résultat  tout-à-fait  différent  du  nôtre,  nous  pensons 
qu’il  est  de  notre  devoir  d’examiner  à quoi  tient  la  cause  de  cette 
discordance. 

Tome  1.  >7 


\ 
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L’auteur  appelle  — R la  fonction 

— 5 s -1-  5 cos  (a  t>—2p')^  ■=  “ 3-ss  -H  3(l  — ss)  cos(2o  — 2p')^ 

que  nous  avons  désignée  par  fi , et  il  suppose  que  E développé  dans 
une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  e 
Pt  de  y soit  de  la  forme 

M • m*  -t-  H'  rne^  H" • niy^  L • cos{7.mt  — 2 or) 

£.'•  iny*  cos(2  mt  — 26)  P ■ mey^  cos  (2  or  — 2 â)  -4-  etc. 

Pour  avoir  la  valeur  dg  demi-grand-axe,  il  fait  usage  de  l’équation  (i) 
du  même  Supplément,  c’est-à-dire  de  l’équation 

do  = — 2(1  dR  de  laquelle  il  tire  — = Æ. 

4 aa 

Or  il  faut  remarquer  que  la  dilTérenilelle  — dR,  que  nous  avons 
désignée  par  d'Sl,  n’étant  prise  que  par  rapport  aux  coordonneés 
de  la  Lune,  il  n’est  pas  permis  d'écrire,  comme  il  le  fait, 

fdR  = R. 

Voilà  donc  la  source  principale  des  différences  que  l’on  rencontre 
entre  nos  formules  et  celles  de  M.  de  Laplace.  Mais  pour  rendre  plus 
évidente  la  différence  essentielle  qui  existe  entre  ces  deux  fonctions , 
nous  allons  calculer  la  valeur  de  R,  telle  qu’elle  résulte  des  for- 
mules mêmes  de  M.  de  Laplace , en  ayant  l’attention  de  séparer  les 
termes  qui  sont  introduits  par  l’élimination  des  coordonnées  du  Soleil. 

120.  Pour  cet  objet  désignons  par  t le  tems  qui  naît  de  ces  dernières 
coordonnées,  il  faudra  écrire  la  valeur  de  R sous  cette  forme 

R = M'in^ -*-IT-rny^  cos{2tn£  — 2w) 

L-rn^y^  cos(2mt  — 2Ô)  -*-  P-rn^ey^  co*(2w — 2Ô). 

En  suivant  les  dénominations  de  M.  de  Laplace , et  faisant,  d’après  les 
formules  données  dans  la  Mécanique  céleste,  tome  I,  pag.  18 1 et  182, 

V = £ -4- 2esirt(«  — tff) ^e’im(2t  — 2sr)  — ^y“iü»(2t  — 2Ô); 

^ ~l^>^os{t-v)--^cos{2t-  2«sr)^, 
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l’on  trouve  sans  difficulté 

cos(%v  — iv)  = (i— 4e’)coi(2t— amt)  — aecOi(t— 2mt-+-ro) 

*(’-;)  e*  coi (2 mt  — 2 1?)  i y*  co5(2mt  — a ô) . 

Il  suit  de  là  que  l’on  a 

- r^coi(2v  — av')  = ^ a*e*cos(im  t — a®)  ^ oV  (am  t - 2Ô)  1 

ou  bien 

^r’co5(2v  — 2v')  = a e'  cos(2.mt—  ïvi)-*-  -^a  y*  cos{imt—  ié). 

La  fonction 

r*4*coi(ap  — 2p')  = I — co5(ap  — aô)|  coi(ap  — ap) 

donne  évidemment  le  terme 

— ^■^—cos{%v — aô)  = ' — — ^ cos(2mt — ad); 
partant  l’on  a 

3 3 2 

— ^rVcoi(ap— 2p')  = -j^a*y*co4(amt  — ad). 

Nous  avons  en  conséquence 

3 i5  3 

2r“(i — /) co5(ap  — 2p)  = -g-oVcoj(2m£  — 2®)-*-ga’y’coi(amt  — ad)  • 

121.  En  considérant  maintenant  l’équation 


3s*  = — ^y* -V  ^y*coi(2p  — ad), 


l’on  trouvera 

3 J 3 
-y 

a'  a 


— 3s*  = — ây*  ^ ® y*cos(t  — a d ®)  g e*y*co5(aw— ad)  • 

Multipliant  cette  fonction  par  la  valeur  précédente  de  — ■>  et  con- 
servant seulement  l'argument  2® — ad,  l’on  obtiendra 


-y‘>‘  = 


OU  bien 


— ^r*s*  = — |o*y* ^ o*c*y*cos(a w— ad). 


-ooglc 
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Maintenant,  si  l’on  fait  lî  — l’on  a 

a' 

, .3  <r  M'  » 

a a a'  a 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  /?,  et  écrivant  ml’ 
au  lieu  de  nu,  nous  aurons 

-R^m  - -^e  y coi(2®-2Ô)j 

— m’I  ^ ë"  cos(%mt  — SLvs)  |y“co3(2mi  — 2Ô)|  • 

En  supposant , comme  M.  de  Laplace , a = i , <r  = i , l’on  obtient 
sa  valeur  de  R,  et  l’on  voit  de  plus  qu’il  faut  y supposer  P ■=  — 

122.  Cela  posé,  il  s'agit  de  substituer  dans  cette  expression  de  R les 
valeurs  de  Se,  Sta- , Sy,  Sô,  telles  qu'elles  sont  données  par  les  formules 
trouvées  par  M.  de  Laplace,  et  de  différentier  ensuite  par  rapport  a t 
le  résultat  ainsi  formé , afin  d’avoir  l’expression  de  la  différentielle  dési- 
gnée par  dR.  Après  cela,  l’on  posera  i ==  t,  et  eu  intégrant  l’on  aura 
la  valeur  que  prend  l’intégrale  fdR  relativement  à l’argument  (2g—uc)t. 
En  posant  pour  plus  de  simplicité 

= -g—  ^ cos  (2  g — 2c)t,  S'ta  = — ^^^3tn(2^  — 2c)f, 

et  écrivant  ensuite  e-t-S*e,  isr-*-^!xg  à la  place  de  e et  ar  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  Se  donnée  à la  page  287,  l’on  aura 
Lm'-d'e  - / tiLnCe-i'v  . _ . 

-2(1 -c)]t. 

Donc,  en  substituant  pour  S'e,  S'®  leurs  valeurs  précédentes,  il  viendra 
Actuellement,  si  l’on  pose 

= “;^:rr:zT‘'°^r2m-2  (l-c)]!-.-— ^COS(2gr-2c)l, 
l’on  obtient,  en  faisant  le  carré, 

^^y  = ~ |c°^Cag-ac-4- am-2( I -c)]n-cojCag- 2c- amn-  a( i-c)]t|  • 
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123.  n suit  de  là  que,  en  ayant  égard  à ces  deux  argumens 
seulement,  Ton  a 

- (^7)(g-c)  \ - 2C+  2m - a ( I - c)]é ^ oco5[2^  - ac  - 2m+  a( i -c)J 

ou  bien , en  supprimant  le  terme  multiplié  par  zéro , 

a r / ï \a  4 P’L*  m^e'y*  _ / 

mZ(e-KSe)  = - <^os[p.g-Q.c  -*-2m-  2(i-c)]e. 

Nous  avons 

cos{p.mt  — 2CT  — aStff)  = coslinu'  — a(i  — c)«]  aScr 5m[amc  — 2(1—  c)e]  ; 

SaZ/n**  9'tr  r / \t 

XS  = C0s[2m  — 2(1  — c)  I c 

m-*-c — I L \ /J  , 


|5În[2^-2C>+-2m-2  (l-c)]c*^5m[2^-2C-2m  + 2(l  -c)]t|î 


P-Lm^y*  < 

(m+c-i)(gwr)( 

et  par  conséquent 

m’Z,(e***Se)*co5[2mc-2  (i-c)c]  = - ^^-^^^^co5(2^É-2C£*t-2mt-2mt')  ; 

- r ' / M p.zwy*  ^ C05(25't-2c«+2mt-2mc')j 

m L{e^e)  2Sar5m[2mt-2(i-c)t]  = - . 

En  sommant  ces  deux  parties,  l’on  voit  que  le  terme  Lrr^^cosijimt  — ^ 

qui  entre  dans  la  valeur  de  iî,  devient 

, aa  / / X P^VmW  ( 3c05(2gt-2C£^2mC-2mt)  1 

Lm  e cos(2mt  — 2,xs)  •= — i — -( 

^ -co5(2^c- 2CC- 2mc  4- 2 mf ')  j 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  l’on  a 

Hrrie^  = 2Hm^e^e  = g y — ac)t, 

g—c  ^ ^ ^ 


iB'PmW  , X 

_ «^-.C05(2g-2c)g. 


124*  Actuellement  faisons  pour  plus  de  simplicité 

co^(2g  — ac)  f ; S'a  = — ac)c. 


i34  théorie  do  moovement  db  la  lone. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

» L'm'-d'y  - / nL'm'y-3'ù  . _ / m 

ly  = \ coslim - a ( 1 -g)] t - — ^ — sw[2ff»  - a ( i -g)]  t , 


nous  aurons 


En  faisant  le  carre  de  l’équation 

= - ,nt"gL , - a ( 1 - g)]  t - cos(ag  - ac)  t . 


l'on  obtient 


(^>')*=  [2^- ac+am-  2 ( i -g)]  t h.  cojfag-  2c  - 2tn  ■*•  a(  1 - g)]  1 1 • 

En  formant  d’après  cela  la  valeur  de  la  fonction  U tn{y  -t-  Sy)’, 

I on  voit  que  le  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour  argument 

2gt — 2ct-(-  2tnr  — 2(1 — g)t  est  égal  à zéro,  de  sorte  que  l’on  a 

rm\y  -K  lyY  = co*[(2g - ac  - 2m  2 (i  -g)]  t . 

Mais  nous  avons 

cos(2mt  2Ô  — 2SÔ)  = coi[2mt  — 2(1 — g)t] aSâ 5m[2mt'— a (i  — g)e] ; 

ta  _ gL'm*-3'a  _ / \-i 

-2(1  -g)]  î 

P’L'm^e*  ^ • r ? 

1.^“  2C+ am  - 2(  i-g)]  £ *sin  [ag-  ac-  2m-<-2(  i -g)J  £ ^ ; 

partant  l’on  a 

Em  (y-4-Sy)’cOi[am£'-2(t-g)£]  = cos(2g£-2C£-2m£-*-2m£')  ; 

r'  3/  ^ va  t.*  . n . P ( COjfaSÉ— 2CC— )) 

2£/n\y-^r)  •Sô«p[amÉ'-a(i-ff)t]  = J ^ ^ 7 ) . 

1 Kg-c)|_j.Q J ^ 2g£ — ac£  ♦ 2m£ — 2 m c ) J 

II  est  donc  évident  que  le  terme  L’ y^  cos(^2mt  — n6) , qui  entre 
dans  l’expression  de  R,  donne 

r'™»  » ^ « PL"mW  C3cos(2gf-2c£-2m£*2mt')) 

Lmy  cos(uiit-2d)  = ^7  ( J. 

(-cof (ag£- act-i.  amt- am  £ )j 
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L’on  aurait  pu  conclure  ce  résultat  de  celui  trouvé  plus  haut  pour 
la  valeur  de  Z.mVcoi(2m£  — aw) , mais,  pour  plus  de  clarté,  nous 
avons  préféré  d’en  exposer  le  calcul. 

laS.  En  réunissant  ces  différentes  parties,  l’on  trouve 

aW  m*  — 3^/'ln*^ 


^ = 0 


g — c 


-^Prrie^-/^cos{ig  — ac)  £ 


~ 1 3 — coi  (ag£— 2c£— am£ -4- amf  ) ^ 

^ ~ -4-  2/7i£  ) — eoj(ag£— 2c£ H-  am£—  am £ )?  • 

En  faisant  dans  cette  formule  t — t , et  observant  que  l’on  a 
(Voyez  Connaissance  des  feras  1824,  pag.  288) 

I —g  -*-2m  li  , 


3L  ni*  t TT 

= I — c-4-2m  H , 

ro-4-c — I 


-«-I 


il  est  clair  qu’il  en  résulte  l’équation  R = o. 

Mais  en  différentiant  cette  expression  de  Jt  par  rapport  à £,  et 
traitant  t comme  quantité  constante,  nous  aurons 

dR  = — </£[2g:— 2C-4- — /T)]  Pm^e*y^sin(jig— ^c)t: 

^ P-L'm^e’y'  ( ~ ^(ag  — 2C  -4-  2ni)  sin (2gt  — 2C£  -4-  2m£  — 2nu') 
(i7»+c-i)(^-c)^_^  (2^—  2c—2m)  sin(2gt—  2c£  — am£ -4-  amt  ) 

J P L"m*e'y'  ( ""  ~ — 2C£  — 2m£  -4-  amt' ) 1 


(nn-g-l)(g-c)^  ^ — 2c  -4-  2m)  sin(2gt  — 2C£  -4-  2mC  — 2mt) 

Donc,  en  faisant  i = t,  et  intégrant  ensuite  par  rapport  à £, 
il  viendra 


fdR  = (i 


2m'(H — H')\  n a 1 1 / X 

^Pm  e y cos{%g — 2c)t 


“ _ ac  2m)  - ^ {2g- 2C  - 2m)  Jco5(2^-  ac)  £ 

- 2C  - am)  - 1 (ag  - ac  -4-  2m)Jcoj(25- 2c)t; 


ou  bien 
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J'àR  — ^ ^^Pm^e^y'cos(zg — ac)t 


l 4ZW 

jLZ-w_i 

• Pe*y* 

l m-t-c — I 

m-t-g — 1 i 

S ai’m‘ 

a Z'W  ( 

^ m -4-  c ^ I 

m-t-g  — I 1 

> B~o 

Mais  les  équations  de  la  page  288  déjà  citées  donnent 


a L'm* 
m -4-  e — i 


aZ'*m* 

mt-g—i 


r=g-c-*-2m\H~H')i 


Donc,  en 


W-4-C— I m-*’g^t 

observant  que  H-*-  H" 


4 — a (g  -I-  c)  -4-  -4-  /T) . 

O , l'on  aura 


ou  bien 


~ — — c0f(2g"ac)f. 


En  faisant  dans  cette  expression  m-i~c—i=m,  m-4-g— i = m, 
(g  — cy  = nous  aurons 

y^R  = — ■^■f*(fi*-t-Z('’)mVy’coi(ag  — ac)ï. 

Donc , en  posant  ^ , £,  = 

y'dJÎ  = ^mVy‘cos(2g—2c)c. 


^1  L'  = — I » il  viendra 


n est  donc  prouvé  que  la  valeur  de  J'àR  n’est  pas  égale  à zéro , 
meme  en  y substituant  pour  Se,  Sor,  Sy,  Sô  les  valeurs  fournies  par 
les  formules  de  M.  Laplace;  et  que  ces  formules  sont  loin  d’être  d’accord 
avec  le  théorème  général  relatif  aux  inégalités  à longue  période , 
énoncé  en  ces  termes  à la  page  290  du  volume  cité;  ainsi  ces  inéga- 
lités disparaissent,  comme  dans  R,  des  expressions  de  a et  de  n. 

126.  Cette  valeur  de  JclR  devrait  être  affectée  du  même  coeffi- 
cient numérique  que  nous  avons  trouvé  par  notre  méthode  dans  le 
n."  118,  c’est-à-dire  que  l’on  aurait  dû  trouver 
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JilR  = — gi  mV7’c0i(2g' — 2c)f. 

La  différence  sur  ce  résultat  tient  à ce  que  nous  ne  sommes  pas 
d'accord  avec  M.  Laplace  sur  la  valeur  des  variations  des  coordonnées 
de  la  Lune  qui  entrent  dans  ce  calcul. 

Pour  reconnaître  les  termes  sur  lesquels  tombent  ces  différences, 
posons,  comme  dans  le  n.°  8o,  i — m = E',  les  expressions  de  Sô 
et  ly  trouvées  dans  le  n.®  1 24  deviennent 

j iw(2£:-^-2c-4-)£-  £i«(2i;-2c)tji 

h = - Ig—)  *2C-4ë)t-l  C0S{2E  - 2c)  t j , 

OÙ  = g-^  = ^-  Donc,  en  prenant  (mt-g—i)(g—c)  = ^ m\ 
et  changeant  £ en  v.  Ton  aura 

Sô  = ^ me^  s in  {2  E 2C — 4^)v — -^me^sin(2E — 2c)v, 

Sy  = — mye^cos{2E ->•  2c  — 4g)  v -+•  mye^cos(2E—  2c)  v . 

Dans  les  n.®'  94,  10a,  io3  nous  avons  trouvé 

Sô  = ^ me^sin(2E-*-  2c  — 4g)v-t-  sin(2E — ac)£>, 

Sy  = — mye^cos(2E-*-  2c  — 4g)v  ^ mye^cos(2E—2c)  p. 

Il  y a donc  une  différence,  très-considérable  entre  nos  coefHciens 
numériques  et  ceux  fournis  par  les  formules  de  M.  Laplace,  à l’égard 
de  l’argument  (2E—2c)v. 

127.  Pour  comparer  les  résultats  relatifs  aux  quantités  Je,  Sur 
exposés  dans  le  n.°  laS  avec  ceux  donnés  par  notre  méthode,  il  est 
essentiel  d’observer  que  les  lettres  désignées  par  e et  w dans  les 
formules  de  M.  Laplace  reviennent  à celles  que  nous  désignons 
respectivement  par  r et  r,  et  que  celles-ci  sont 'liées  avec  les  con- 
stantes arbitraires  que  nous  nommons  e et  ta  par  les  équations  posées 
Tome  J.  x8 
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dans  le  n.®  41.  Ces  équations,  en  négligeant  les  quantités  du  qua- 
trième ordre,  donnent 

s = e|i  — co5(atj  — I ’ 


T = w — ^y*iin(asr  — aô). 


De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  en  retenant  seulement  les  premiers 
termes  de  la  variation , l’on  a 


Sê  = ^r,*e,coi(ag— ac)('-«-(i  — ^y,’)Se  — y,Sy 

® — * c)  V 

— ^ey*(Sw  — Sô)sm(a^— ac)p, 

Sr  = — ^y*sm(2g — ac)t>  Sur  •t‘  sin(2g~-  2c)  i' 

— ^y*(So'— Sô)  coi(ag  — ac)v. 

128.  En  substituant  dans  ces  formules  nos  valeurs  de  Se,  Sy,  S®,  Sô, 
l’on  obtiendra , pour  un  argument  donné,  les  valeurs  de  Se  et  Sr.  En 
appliquant  ce  procédé  aux  argumens  (2E— 2g)p,  (aE-«- ag— 4c)p, 

l’on  trouvera  que  nos  formules  donnent 

Se  = - ^ ~ c, y;cos(zE-  ag)  p - ^ ^ e y,’  cos(aÉ  -k  a^: - 4c)  p , 


^g-4c)o, 

où  l’on  a 


aaS 

_ 391  3 iS  iS  _ 

iL 

laS 

1 a8  75  64  ^ ’ 

128 

ÎZ  - 

__  3 i5. 

_z§ 

64 

~ 64  3a  ’ 

64 

io5  i5  i5 . 

iï8  64  3a 

io5  i5 
64  "**  3a 


D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.®  laa,  les  formules  de  M.  de 
Lapiace  donnent 
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^ \lcos{2E-2s)t~L  cos(2E^  ag-  4c)  c j , 

Sg  = - j sin(2E-ig)t-  «rt(a£-*-a^-4c)f  j. 

En  y faisant  P = — 1|>  L — m — c—i  =m,  g — c =|m% 

l’on  voit  que  l’expression  de  Se  s’accorde  avec  celle  de  Se , mais 
qu’il  il  y a une  diflférence  dans  l’expression  de  Sot. 

I aç.  D'après  cela , il  est  aisé  de  sentir  que  l’expression  de  E , 
trouvée  au  4>mmencement  du  n.”  laS,  a besoin  d’être^  rectifiée , 
puisque  l’on*  vient  de  voir  qu’elle  a été  formée  avec  des  valeurs 
inexactes  de  Sô,  Sy,  Sto’.  Eu  exécutant  cette  rectification  l’on  obtient 
pour  E un  résultat  qui,  relativement  aux  termes  multipliés  par 
cesse  de  donner  /î  = o , lorsque  l’on  y fait  c = t.  Comme  il  est 
important  de  ne  laisser  aucun  doute  sur  cette  assertion  contraire  au 
théorème  énoncé  par  M.  de  Laplace  à l’égard  de  cette  fonction , nous 
allons  reprendre  ici  rapidement  le  calcul  qui  conduit  à la  valeur  de  E 
en  question , au  moyen  des  véritables  valeurs  de  Sô , Sy,  S-ce , Se. 

Notre  expression  de  Sr,  trouvée  dans  le  n.°  ia8,  devient,  en 
écrivant  Str  au  lien  de  Sr, 


Ssr 


— sin  [ag  — acn-  am  — a(i  — c)]t 

— ^^my*jMi[ag  — ac  — am  a (i  — c)]t. 


Il  suit  de  là  que  l’on  a 
m*£(c>*>Se)’aStsrfi/if2mc’—  a(i— c)t]  = m?Le^y^ 


-^^C0s(2gt-2CC‘*‘2mC-2mt)i 

^ cos(2gc  - act-  amt+amt')  j 


au  lieu  du  résultat  correspondant  trouvé  dans  le  n.°  ia3.  La  valeur 
de  Se  étant  exacte,  l’on  peut  conserver  pour 

m’Z,(e  Se)“  cos[amt'  — a (l  — c).t] 

l’expression  donnée  dans  le  même  numéro  i mais  nous  l’écrirons  sous 
cette  forme 

m“L(e-*-Se)’co5[am{— a (t  — c)t]  ==  — 5^  m^Le*y’cos(ag{— aa-t-  amt— amt  ). 
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D’après  ces  changemens  l’on  obtient 

J — C05(2^C  — 2CC  2mt  — 2mt') 

Lnié^cos{Q.mt—t2.xsi)  = n^Le^y^ 

cos(2^c  — 2CC  — 2.mt  2mc) 


ou 


64 

îl 

64 

le-  coefficient  — t=  — ^ . 

64  64  ia 


La  valeur  de  Sy  trouvée  dans  le  n.®  126  donne 


co5[2^  — 2c  2m  — 2 ( I — g)Jic 

l65  a r 

ïâs  C05[2g  — 2C  — 2m  2 ( 1 — g)]  C. 

L’on  peut  retenir  pour  (Sy)^*  la  valeur  donnée  dans  le  n.®  124, 
c’est-à-dire 

(hyf  = — |L'meV‘|c05[2^-2c+2m-2(i-^)]c^C05[2^-2c-2m*^2(i-g)]t^. 
Alors  l’on  trouve 

rm=‘(y-.-Sy)==  L'Wey^o.cosl2g-2c-*-2m-2(i-g)]t~cosl2g^2c-2m‘*>2{  ( 


en  observant  que  0 = - — - , — 

Dans  le  meme  n.®  126  l’on  a trouvé 

t=  — -^me^  sinlug  — ac -4- 2m -—2(1 — ë')]c’ 

4^  a • r 

sin[2g  — 2c  — 2m  2 (i  — é^)]t. 

D après  cela , il  est  facile  de  former  ces  deux  écpiations  : 

Lm  (y-4-Sy)  coj£2mt— 2(1— g)t]  = |^L'mVy*coj(2^£  — 2c£  — 2m£  -4-  2mt  ) j 


45 


^Lm\y‘*-tyyi6  sin['im£-2{i~g)t\  = -L'mVy^j 


~C0s{2.gt-2a-2mt‘*-2mt)i 


^cos(2gt—2ct‘*’2mt-2mt)\ 


I 
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^COs{2.gt—  2Ct—  2mt  2ml)j 

— ^coi  (2gt—  2ce  2mc  — amt')  ^ 


et  d’en  conclure  que  l’on  a 

llmy'cos{2mt—2S)  = L'm^e^Y* 

, 4$  45  45 

ou  ?-  = -+'  5 ?-  • 

64  3a  64 

Cela  posé , si  l’on  forme  la  valeur  de  E , l’on  aura 

iHm'  — 2irm‘\  n » a ï / V 

e y cos(2g  — ac)  t 

■+■  m^Le^y^^  ^cos{2gt—2cC-*-2mt—2mt'}*’  g5cos(ag’t— 2c£-2nj£*amt)| 

-4- m^Z.'e’y*j—  ^ cos(2gt—2a-*-2rm-2mc}*‘  ^cos(2gt-2cc-2mt*2mt')^  • 

Actuellement,  si  l’on  fait  dans  cette  formule  £ = t,  il  est  clair 
que  l’on  a 

^ = (ï  ~ 1 m)  c’y*  cos (2g  - 2C)£ 


^ = 0 


Mais 


, 9 . . Si  , i5  ,,  Si  iS  i5  3 45. 

_ = i-im-etc.,  et-5^L-*-^Z,  = 


3a  ■ 


3a  8 3a  8 “ 16 


1 f m a 

partant  nous  avons 

E — O-  Ptn*  e y*  coi(ag  — ac)  £ ^ 7I)  ®*  y*  cos  (ag  — 2c)  t 

ou  bien 

E = — e^y^  cos(2g — 2c)£. 


Ainsi  il  est  démontré  que  l’on  n’a  pas  E = o,  lorsque  l’on  considère 
les  termes  multipliés  par  qui  entrent  dans  l’expression  analytique 
du  coefficient  de  l’argument  (2g  — ac)  t. 

1 3o.  L’on  doit  maintenant  observer  que  la  fonction  prise  ici  pour  E 
est  en  réalité  la  valeur  du  produit  comme  on  le  voit  par  son 

expression  rapportée  à la  fin  du  n.°  lai.  En  conséquence,  si  l’on 
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voulait  la  valeur  de  R capable  de  donner  les  résultats  fourni»  par 
notre  fonction  il,  il  faudrait  en  outre  considérer  la  partie  variable 
de  a , qui  peut  avoir  de  l’influence  sur  le  second  terme  du  coefficient 
de  l’argument  (ag— 2c)c. 

Il  y aurait  d’autres  objections  à faire  contre  le  procédé  que 
M.  Laplace  a suivi  pour  calculer  le  coefficient  analytique  de  l’argu- 
ment (ag— ac)t,  mais  les  discussions  précédentes  démontrent  assez 
que  le  résultat  qu’il  a trouvé  à la  page  aqS  de  son  Mémoire  doit 
être  inexact,  étant  fondé  sur  l’équation  ^dR  = o.  Il  est  presque 
superflu  d’ajouter  que  la  proximité  de  la  valeur  numérique  du  coef- 
ficient trouvé  par  M.  Laplace  avec  celui  donné  par  l’observation 
ne  prouve  pas,  à beaucoup  près,  que  l’intégration  a été  bien  con- 
duite. Ce  n’est  pas  par  la  différence , mais  par  le  rapport  que  l’on 
doit  juger  de  l’approximation  que  donne  le  calcul  d’un  terme  qui 
ne  peut  être  que  très-petit , à cause  du  facteur  e*  7*  par  lequel  il 
est  multiplié.  Ce  facteur  couvre , pour  ainsi  dire , toutes  les  erreurs 
commises  dans  la  partie  vraiement  difficile  de  cette  théorie,  c’est-à-dire 
dans  la  recherche  du  coefficient  numérique  absolu  et  indépendant  de 
la  valeur  particulière  des  élemens  des  orbites. 

En  général  toute  théorie  de  la  Lune  qui  ne  fournit  pas  précisément 
ces  coefficiens  numériques  absolus,  doit  être  regardée  comme  incom- 
plète, puisque  ces  nombres  aussi  mathématiquement  exacts  que  ceux 
qui  entrent , par  exemple , dans  la  série  de  Taylor , sont  une  consé- 
quence necéssaire  de  la  gravitation  universelle  et  de  la  forme  des 
équations  différentielles  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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Application  des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à la 
recherche  de  quelques  termes  principaux  des  perturbations  lunaires 
dues  à la  figure  de  la  Terre, 

i3i.  Commençons  par  la  solation  de  cette  question: 


Recherche  du  premier  terme  du  coefficient  de  Vinégalité  produite  par  la 
figure  elliptique  de  la  Terre,  ayant  pour  argument  la  distance  de  la 
Lune  au  nœud  projetée  sur  Cecliptique. 


Pour  avoir  d’abord  la  première  valeur  de  y et  de  6,'  il  suffit  de 
prendre , conformément  aux  formules  trouvées  dans  le  n.°  3o , 

^1)  = a(r(4/— X(„)(i  — |nrt’w)Z>’u-ysw(v  — d) 


a<r(4/—  sin  w co5 « • D'u  sin(v  -*•  <fi) , 


et  supposer  nulle  la  fonction  ^ 
= sin(v-6)^i 


-^5  ce  qui  donne  ( Voyez  n.“  68) 

% = C0,(P-Ô)^>. 


Mais,  pour  plus  de  clarté,  il  importe  de  ne  pas  perdre  de  vue 
que  ces  valeurs  de  y ^ •>  ^ sont , tacitement , censées  précédées  de 
la  partie  due  à l’action  du  Soleil;. de  sorte  que  il  faut  traiter  ces 
équations  comme  une  seconde  approximation  d’une  espèce  particulière. 
Alors  il  devient  évident  que,  d’après  les  développemens  exposés  dans  le 
paragraphe  précédent,  l’on  doit  remplacer  l’angle  (y  — ô)  par  (g-v-^-Sé), 
ce  qui  donne 


dS 


sin(gv  — Sô)  ^ ; 


2 “ cos(g»-ié)^- 


Si  l’on  remarque  maintenant  que,  en  prenant  u 
mier  terme  de  Texpression  précédente  de 


<r  , 

~ -jp'  le  pre- 
introduit  dans  la 
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valeur  de  la  partie  constante 

dB  /I  \ / 3->\  -D* 

l’on  comprendra  aussitôt  que  la  figure  elliptique  de  la  Terre  modifie 
le  mouvement  progressif  du  nœud , et  qu’il  faut  en  conséquence  re- 
garder cette  partie  comme  comprise  dans  la  valeur  de^  i —g  définie 
dans  le  n.®  8o. 

Cela  posé,  nous  supprimerons  de  l’expression  de  £2^,^  la  première 
partie , et  nous  ferons  pour  plus  de  simplicité 

A = D^(4>  — sin  U cos  u. 

En  outre , pour  simplifier  l’écriture  des  argumens , nous  poserons 
= iv,  en  nous  rappelant  que  la  lettre  i représente  une  quan- 
tité très-peu  différente  de  l’unité , puisque  <p  désigne  le  mouvement 
du  point  équinoxial  sur  l’écliptique  fixe  (Voyez  n.®  9). 

11  suit  de  là  que  nous  avons 

dù  naAii  . . . / ta, 

-p-swivsmCîP  — 5Ô), 

~ sin  iv  cos(gt>  — Sô)  ; 

Sô  désignant  la  partie  composée  de  termes  périodiques  qui  entre 
dans  la  valeur  de  6.  Nous  poserons  dans  la  première  approxi- 
mation Sô  = O,  ce  qui  réduit  ces  équations  à celles-ci 

dù  sl(tAu  . . 

= -^sinii>singo, 

dy  aa-Art  . . 

-f^sinivcosgv. 

iJa.  Maintenant,  si  l’on  fait  h = h et  « = il  est  évident 

' "1 

que  l’on  a 
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En  intégrant  ]a  seconde  de  ces  équations,  et  traitant  i comme 
quantité  constante  (ce  qui  est  permis  par  les  mêmes  raisons  qui  éta- 
blissent le  théorème  démontré  dans  le  n.°  5i),  il  viendra 

<r'A  {cos  {g  — «)p  eos(g-*-  t)o) 

^ ~ ( g — » g-*-i  5 ’ 

OÙ,  rigoureusement  parlant,  la  quantité  i tient,  hors  des  argumens , 
la  place  de  la  quantité  variable  i ^ • 

Il  est  évident  que  pour  avoir  la  valeur  correspondante  de  6,  il 
suffit  de  faire  y ~ y,  dans  celle  de  ^ » ce  qui  donne  en  intégrant 


â 


<r'A 

s'm{g  — î^v 

sin(g  -t-  i)v 

y,K\ 

8 — i 

Donc,  en  nommant  à l’ordinaire  %y,  Sô  ces  parties  périodiques  de  y 
et  â,  l’on  obtiendra  la  perturbation  qui  en  résulte  sur  la  latitude  s 
au  moyen  de  l’équation  s = ysin(y  — 6'^  mise  sous  la  forme 
s = ^y  singv  ~~  y^l6 cosg(>i 

d’où  l’on  conclut 


ou  bien 


<r'A{  \ t \ • 

s = -£-!■(  ' — 

V \5-‘  «-►*/ 


^o'iA 


La  grandeur  de  cette  inégalité  en  latitude  est  due  à la  petitesse 

du  diviseur  g’ — i”  né  de  l’intégration.  Sans  cette  circonstance,  elle 

serait  insensible , en  vertu  de  la  petitesse  du  coefficient  ^ • 

i33.  Il  est  aisé  d’avoir  la  perturbation  correspondante  dans  la  valeur 

de  U.  Pour  cela  nous  réduirons  d’abord  l’équation  ^ à celle-ci 

dh'  . 

^ Aus  • coi  IV , 

ce  qui  est  évident  par  les  formules  di^n."  3o.  Cela  posé,  si  l’on  fait 

<r  . „ 

ICI  U = s = ysingv.  Ion  aura 


dh' 
* dv 


%<3'Ay^f\n{g  -î)v-h  m(g  -t-  i)v|; 


Tome  /. 
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d’où  l’on  tire , en  intégrant , 


A’  = 


et  en  extrayant  la  racine  carrée 

,a'  ,,  a<y*^y,  Scoj(g  — Qo  . cos{g-^i)v} 

^ ' K i e-i  i 

En  formant  avec  cette  valeur  et  la  précédente  de  y la  fonction 
h\  i -*-yy)  t l’on  voit  que  le  terme  affecté  de  l’argument  (g  — i)v 
disparaît,  et  que  l’on  a 

h\i*rr)  = 

' ' ' ' hi  g-*-i  • 

Donc , pour  avoir  seulement  le  terme  divisé  par  g—i,  l’on  peut 
réduire  la  valeur  elliptique  de  u à 


et  faire 


(ri/(i-*-ss)  (r(i-t-^ss) 


ce  qui  donnera 


. a <r*t  A . . 

5 = r^singP 


a^Uy,  , 

“ = T77 ^COS{g-~l)V  . 

)(e  — » ) 


L on  peut  ici  remarquer  que  I on  a r = ^ ^ et  que  par  con- 

séquent ce  terme  n’entre  pas  dans  la  perturbation  du  rayon  vecteur  r. 

134.  Passons  maintenant  à la  recherche  de  la  valeur  de  t au 
moyen  de  ces  deux  équations  ( Voyez  n.®*  63  et  68  ) : 

D’après  les  formules  du  n.°  3o , nous  ferons  ici 

^ U siniv%  = ZAc'$ii  siniv\ 

et  comme  l’intégrale  de  la  différentielle  complète  ^ dv  -♦*  ^ du  ds 

est,  par  le  li.®  29 , la  fonction  même  désignée  par  nous 'pose- 
rons l’équation 
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fd'ü  = îi"  = 


où  il  faut  faire 


sin\  = sina-sinio  s-cosce. 


Nous  avons  en  conséquence 

yîi'ü  = iffAu^s-  siniv. 

Donc,  en  posant  « = s = y^singv , et  considérant  seulement 
Targument  (g  — i)  , il  viendra 

fd'^  = cos[g  — i)  V 


Ton  aura 


d’où  l’on  tire  / = T ' dn(]g  — i)v. 

Ainsi , en  réduisant  l’expression  précédente  de  r -*-  / à 

Ton  aura 

J, 

f 3Ay  (a,»)»  . , .. 

En  faisant , comme  dans  le  n.°  i o8 , a = ^ i et  substituant  pour  / 
sa  valeur  précédente,  il  viendra 


Observons  maintenant  que , en  posant  g = i b b',  où  b re- 
présente la  partie  de  g qui  dépend  de  l’action  du  Soleil , et  b'  la 
partie,  beaucoup  plus  petite,  qui  dépend  de  la  figure  de  la  Terre, 
l’on  a g — i=^i-*-b-t~b'--i,  ou  bien  g—i  = b-<-b'—^i  en 

se  rappelant  qu’ici  (Voy.  n.®  ii5)  i = Or  la  fraction  — ^ 

étant  considérablement  plus  petite  que  la  fraction  b,  il  en  résulte 
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que  cette  inégalité  serait  beaucoup  plus  grande  dans  le  cas  pare- 
ment hypothétique  où  l’on  ferait  abstraction  de  l’action  du  Soleil , 
puisqu’alors  b étant  nul,  l’on  aurait  peut  donc 

^ dv 

considérer  l’expression  précédente  de  t comme  celle  qui , relative- 
ment à cet  argument,  donne  Y effet  direct  dû  à la  figure  de  la  Terre. 

Mais  en  ayant  égard  à l’action  du  Soleil  et  considérant  que  cette 
perturbation  est  multipliée  par  ®t  par  conséquent  par  le 

rapport  ^ des  coeificiens  qui  multiplient  ces  deux  forces  perturba- 
trices, l’on  conçoit  qu'il  devient  indispensable  d’avoir  égard  aussi  à l'effet 
indirect-,  c’est-à-dire  aux  termes  produits  par  le  développement  de  la  fonc- 
tion qui  représente  l’action  du  Soleil , lorsque  l’on  y substitue  la  partie 
variable  de  y , ô , A*  que  l’on  vient  de  trouver  pour  l’effet  direct.  II 
est  aisé  de  sentir  que  cette  seconde  partie  doit  être  du  même  ordre 
que  la  première,  puisqu’on  intégrant  les  fonctions  ^^dv,  dvj'd'ü, 
elles  acquièrent  le  diviseur  g—i,  qui  détruit  le  facteur  m*  de  la 
force  perturbatrice  du  Soleil. 

i35.  Réduisons  l’expression  de  trouvée  dans  le  n.®  68  à ces  termes 


il  = 3 

dv  a <r* 

et  les  valeurs  de 


y cof(ao  — 

données  dans  le  n.®  27  à 

3 ATa'»  „ Ar«’> 

î ■ u’  ^ » H») liir  i 


nous  aurons 


dv~  ' " 


M'h  /9  J 9 , , ..\  M'W  / 


où  il  suffit  de  fifiire  dans  le  premier  terme 
second 


5y*_  i y^C0s{2.V  — 2Ô)^; 
M et  dans  le 


I 


a =_±.^(l__5s) 
~~y  cos{iv-^è)). 
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Il  suit  de  là  l’on  a 

En  substîtnant  dans  cette  expression  à la  place  de  y et  d les 
valeurs  trouvées  dans  le  n.°  i3a,  l'on  voit  aussitôt  que,  en  posant 

y*co5(ap — aô)  = ay  Sycosagp-t-ay’Sôsinagp, 

il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  qui  soit  à la  fois  dépendant  de 
l’argument  et  divisé  par  g — i.  Donc  il  est  permis  de 

supprimer  la  fonction  y*cos(ap—  aô)  et  de  poser 

dv  \ 8 ^ ; 

Mais  nous  avons,  d’après  les  formules  des  n.°*  i3a  et  i33, 

7*  = h?  = -'^^cos(g-i)v, 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

df  _ 9 STh^A  Y,  eos(g — i)  p . 
rfp  ~ 4 g — < ’ 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

f = 9.  ^^^Ay,  i)p. 

1 36.  Cherchons  maintenant  les  termes  donnés  par  la  fonction  J'd'S^. 
Pour  procéder  avec  plus  d’ordre,  réduisons  d’abord  la  valeur  de  d'f) 
donnée  au  commencement  du  n.®  io8  à Son  premier  terme,  et  po- 
sons l’équadon 

En  faisant  u = » s = ysw(p  — ô),  cette  expression  donne 

fd'a  = - ^ ^ 7*  - ; 7*  co^(a  0 - a 6)^  • 


Mais  ici  l’on  peut,  comme  dans  le  numéro  précédent,  supprimer  le 
terme  y* cos(ap— aô).  En  outre  l’on  a vu  dans  le  n.®  i33  que  la 
fonction  -<*  77)  ne  donne  aucun  terme  dans  le  cas  actuel 
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Donc  il  est  permis  de  réduire  cette  valeur  de 

Mais  la  valeur  de  y trouvée  dans  le  n.°  i3a  donne 
partant  l’on  a 

ïZf.  En  prenant  seulement  le  troisième  terme  qui  entre  dans  la 
valeur  de  dSi  rapportée  dans  le  n.”  108,  nous  avons 

^ îin(av  — 2 v)  dt»'. 

Donc,  en  faisant  dv  = mdv;  ay  — at>'  c=  aJ?o;  u t=  et 

J"dSl  = ~ Jmdv  (i  — ss)sin  2Ev, 

ce  qui  démontre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment (aE— [)(>  qui  entre  dans  la  valeur  de  s.  Pour  cela  re- 
marquons avant  tout  que  les  valeurs  de  7^'  ^ posées  dans  les 
n.“*  7S  et  81  donnent,  en  conservant  seulement  l’argument  20’— 2Ô, 


dû 


-m*cos{2v  — 2Ô);  ^ = — - m*y  5in(2v  — aô). 


Donq,  len  faisant  av— ad  = — (aE— 2g)t>— aSô,  y — y,-fSy,  et 

développant,  nous  aurons  • 

» 

dé  3 

— = --m*Sô«/i(aE— 2^)»», 

^ ■=  ^ m’ Sy  «rt(2  E—  2g)  P -t- 1 m’ y^d  cof (a  E — 2^)  p. 

Maintenant,  si  l’on  faiu  * 
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il  viendra 
dd 

y.d. 


3 « 

-rvto^i 

dv  4 V(é:  — Oc^  ' 


g — i)p—  côi(î£ — 
ë~~i)v  — \sm(p.E-  ig-*- 


d’où  l’on  tire  en  intégrant  et  prenant  a£  — g — i = — am, 
ajF  — 3g  •*•  i = — am  ; 

j «n(a£-3g-»-i)oj. 

i38.  Cela  posé,  pour  avoir  en  s l’inégalité  ayant  pour  argu- 
ment (iE—i)v,  il  faudra  considérer  l’équation 

J = (y  4.  Sy)  sin(gv  — 36), 

laquelle  en  développant  le  sinus  devient 

s = (y -f  Sy)  I singv  — Sô  cojgp  — ^ {36f  iin  gp  ^ 1 

ou  bien 

s = 3y  singv  — y3dcosgf>  — ^y^{36y  singv  — 3yl6cosgi>. 


Or , en  retenant  seulement  l’argument  (^E  — i)v,  les  expressions 
précédentes  de  Sy,  y^Sâ  donnent 

3\m*  v'A 


3ysingv^yl6cosgv  = (^^^l^^.^^sin{^E -i)v, 
-~y,{36ysingv  = _±.  J.jj^^«n(a£-i)p, 


cosgv  = o; 


partant  nous  avons 


3 m*  v'A  ■ T>  -\ 

s = -.  — — ^iwfajï— t)p  . 

8 m vu— 0 ' ' ^ 

C’est,  comme  l’on  voit,  une  espèce  à'évection  en  laàtude  due  à la 
ligure  de  la  Terre. 
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Maintenant , si  l’on  ajoute  à cette  valeur  de  t le  terme 

^^'^T-siniv  trouvé  dans  le  n.°  i3a,  et  les  deux  termes 
A,  (s  - * ) 

y, «n  gp -f  I ~ r,  - g) 

trouvés  dans  le  n.®  8 1 , l’on  formera  une  valeur  de  s , qui  étant 
élevée  au  carré  donnera 

Comme  ici  l’on  peut  faire  = i-A = i » il  est  clair 

que,  en  formant  le  produit  sin  a£p,  l’on  a 

5’  sin  a£p  = o — • “«(g  — 0 p . 

m hi'[g  — i)  'S  ' 


Ainsi , en  ayant  seulement  égard  au  .premier  terme , il  est  prouvé 
par-là  que  l’on  a 

JriSl  = — J^dv{\ — ss)sinaEv  = o. 


Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  >que  ce  calcul  n’entraine  nul- 
lement la  conséquence,  que  l’on  doit  avoir  aussi  zéro  pour  le  coeffi- 
cient numérique  qui  affecte  le  second  terme  de  la  même  intégrale, 
relativement  au  même  argument  Nous  pourrions  faire  voir  le  con- 
traire en  poursuivant  l’approximation  jusqu’au  point  qu’il  est  nécessaire 
pour  avoir  effectivement  ce  second  terme;  mais  cela  rendrait  trop 
prolixe  l’exposition  de  ces  applications,  uniquement  dirigées  à déve- 
lopper l’esprit  de  cette  méthode  et  à rendre  plus  sensible  la  vérité 
de  la  réflexion  déjà  faite  au  sujet  de  l’argument  analogue  (ag—  ac)p, 
à la  fin  du  n.°  106. 

189.  Enfin  considérons  le  second  terme  de  la  valeur  de  d'd  rap- 
portée au  commencement  du  n.°  108,  c’est-à-dire  l’équation 


/N.fx  3 M'u'^  , ^ 

ya  li  = -•  — ^coi(ap  — ap). 

En  y faisant  2p  — ap'  = ^Ev\  u'  = -V’  « ==  l’on  a 

/d'a  i}  -»)co5agp. 
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L’e3Epre8sion  de  i*  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 

et  il  est  aisé  de  voir  qu’il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  semblable 
dans  le  produit  h^{i  yyy  cos  zE , puisque  dans  A*  et  dans  Sy 
l’argument  multiplié  par  Mt  {zE  — g — i)v  au  lieu  de 

zEv±(g—'t)t>,  Donc  nous  avons 


c’est-à-dire  un  terme  qui  n’appartient  pas  à cette  approximation , 
puisqu’il  est  d’un  ordre  'plus  grand  d’une  unité  que  celui  trouvé 
dans  le  n.“  i36.  Il  suffit  en  conséquence  d’avoir  égard  au  seul  terme 
trouvé  dans  ce  dernier  numéro,  et  de  prendre 

fdvfd'Ù,  = - ; • - i) P . 


En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  f trouvée  à la  fin  du  n.°  i35 
dans  l’équation 


l’on  aura 


#•  — _ 2 . S V * ? sin(g—i)i> . 

4 (ff*  p/ir)  (él— ‘)*  ’ 


ou  bien,  en  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  184,  *• 


9 M'A  y,  fw(g  — t)p 
a'  a'V*  ■ {£-iŸ 

Si  l’on  se  rappelle  actuellement  que  dans  le  n.°  7$  l’on  a fait 
m = Ion  ecnra 

.9  m'Af,  sin(g~i)v 
â'  h,  ■ (g-iy 

Telle  est  la  véritable  expression  analytique  de  l'effet  inÆrect.  En 
réunissant  ce  résulut  avec  celui  trouvé  dans  le  n.°  184,  la  solution 
Tome  I.  »o 
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complète  du  problème  proposé  au  commencement  de  ce  paragraphe 
sera  renfermée  dans  cette  formule  remarquable 


t = — V — i)p. 

h.is  — t)  \a  a g — »/  > 


En  y faisant  g - i = g — \ = | ni“,  les  deux  parties  se  confondent 
en  une  seule,  et  l’on  obtient 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  rapporté  à la  page  255  du  troisième 
volume  de  la  Mécanique  céleste.  Mais  l’analyse  que  l’on  vient  d’exposer 
a l’avantage  de  faire  voir  clairement  que  le  rapport  entre  l’effet  direct 
et  indirect  est  égal  à celui  de  ^ ^ posant 

g — i = ^ m’)  à celui  des  nombres  7 et  12. 

140.  Remarquons  en  outre  qu’en  réunissant  les  deux  parties  de 
fd'ü  trouvées  dans  les  n.“  134  et  i36,  l’on  a 

fd'Ü 

ou  bien  (en  observant  que  m*  = -r^) 

fd'a  = (i  - ; • 1^)  cosis  - i)  V. 

Donc,  en  réduisant  la  valeur  de  g—i  à son  premier  ternie,  c’est-à-dire, 
en  posant  ^ » = J m*,  l’on  a 


/d'H  =*  O cos(g  - i)  s>. 


Mais  en  prenant  pour  g — i les  deux  prenuers  termes , c’est-à-dire , 
eu  faisant  d'après  le  n.®  80 


* 3 a O 

S~i  = -m  - 9 


m’ 
3a.’  ü 


la  même  expression  de  Jd'Sl  donnerait 
fdSl 


* - 1 _ i 


s m 
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et  par  conséquent 


fd'Çi  = 


lorsque  l’on  prend  î- 


_3 
* 8 m 


. 3 m* 

**^8'm 


Nous  venons  de  voir  (Voyez  n.°  iSg)  que  cette  intégrale  renferme 
comme  une  de  ses  parties  la  suivante 


^ ' Sr  • O 1 


«' 

I II  * . 3 , ^ 

laquelle,  en  posant  g — t = -m  i ^ 


devient 


/d'n  = 


Donc,  en  réunissant  cette  partie  avec  la  précédente,  l’on  a 
fd'Ü  = o^’^-^cos{s-i)f>. 


Il  suit  de  là  que  pour  avoir  le  terme  de  cet  ordre  qui  entre  dans 
l’expression  complète  de  J"d'^,  il  reste  à considérer  la  fonction 
posée  au  conunencement  du  n.°  iSy,  c’est-à-dire  l’intégrale 


/d'n  = - 


3 M’  /'dv’sin{iv  — av') 

â vy  ü* 


laquelle , en  y substituant  pour  ^ la  valeur  rapportée  plus  haut , 
devient 


m 

h. 


K J ' 


'dtèsin{is> 


a y') 


141.  Nous  avons  déjà  dit  dans  le  n.^'l  i3ft  que  rien  n’établit  la 
nullité  du  cocibcient  numérique  du  terme  dont  il  est  question;  mais 
afin  d’établir  le  contraire  par  un  procédé  expéditif,  nous  placerons 
ici  par  anticipation  les  résultats  suivans  dont  on  peut  voir  la 
démonstration  dans  le  chapitre  où  ces  perturbations  sont  reprises  et 
traitées  avec  beaucoup  plus  d’étendue  par  la  méthode  générale  que  nous 
avons  suivie  pour  trouver  les  coefficiens  de  toutes  les  inégalités  lunaires. 
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Solvant  cette  métliode,  l’on  a 


^ a = 1 m’coî 
<r 


ai:P4.î.^j!coi(g-i)p 
- g)  COs(lE-g  4.  iy>  ; 

int  = 

où  int  désigne  la  perturbation  du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune. 
Donc,  en  posant  ç = mv  •*-mtnt , il  viendra 

dv'«n(av— 2v')  = mdt>(sin2Ev  — 2min$'C0S  %Ev*^j^ siniEvy, 

en  posant  u = i4<$u,  l’on  a i — aSu  •*.  3(Su)*,  d’où  l’on  conclut 

ou  bien 

W = ’ •*■  f ) ‘osi^E^g-  ■*'  )cos{2E-g^iy 

L’expression  de  Sut  donne 

-imintcos  2Ev  = — ^ • — «’n(g  — i)p-t.  i)p  = o; 

"j  4 "j  4 

^)cos(2E*g-iy-^  g)cor(a£-g4.£)  p; 

~sin2lÀ>  = ^ÿj(7^-^^sin(g-i)i>  = 

Cela  posé,  si  l’on  fait  m*  = m*,  il  est  clair  que  Ton  a 
3 mV*/^dt>'»in(a(^ae')  3 / i lo  i 143  3 \ . , 

-r-hrJ  — ii» — 

ou  bien 

/d'à  = sin(g-iy  =-±.^^^cos{g-i)i>. 

Donc,  en  faisant  ^ — i = ^ni*,  nous  aurons 

fd  ü = - I • cos(g  - i)  P. 
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D’après  cela,  l’on  doit  regarder  comme  clairement  prouvé  que  l’on 
ne  peut  pas  supposer  J'd'^  = o , lorsque  l’on  a pour  but  de  trouver 
le  terme  qui,  relativement  à cet  argument,  suit  le  premier  dans  la 
valeur  de  c à laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n.°  122.  En 
conséquence  nous  ne  pouvons  pas  passer  sous  silence , que  l’analyse 
relative  à cette  inégalité,  exposée  par  M.  de  Laplace  dans  la  Con- 
naissance des  tems  pour  l’année  1824  (page  3oi  et  suivantes)  ne 
pouvait  pas  lui  fournir  le  second  terme  qu’il  avait  intention  d’obtenir, 
parce  que  son  calcul  suppose  que  l’on  a l’équation  J*d'^  = o , à 
l’égard  du  second  terme , ce  qui  ne  se  vérifie  pas.  Mais  il  y a plus. 
Cette  même  analyse,  et  celle  qui  a paru  plusieurs  années  auparavant 
dans  la  Mécanique  céleste,  sont  imparfaites  dans  leurs  parties  consti- 
tuantes même  à l’égard  du  premier  terme. 

142.  En  effet  nous  «avons  démontré  dans  le  n.°  122  que  le  véri- 
table rapport  entre  l’effet  direct  et  indirect  est  celui  des  nombres 
7 et  12.  Dans  la  Mécanique  céleste  (tome  III,  page  253-255)  ce  même 
rapport  se  trouve  exprimé  par  celui  des  nombres  — 3 *4- 1 et  - 7, 
ou  bien  par  celui  de  5 à 14.  Car  il  est  clair  que  l’on  doit  com- 
prendre dans  l’effet  direct  la  partie  qui  a | pour  coefficient  numérique, 
puisqu’elle  résulte  de  la  perturbation  directe  de  la  latitude  s (Voyez 
la  page  255  ).  Donc  l’analyse  de  la  Mécanique  céleste  donnerait  une 
solution  fautive  pour  le  cas  mathématique  dans  lequel  l’on  voudrait  faire 
abstraction  de  l’action  du  Soleil,  puisque  suivant  cette  analyse,  l’on  a 

tandis  que  nous  avons  trouvé  (n.°  134) 

t = — Z . sinCg  — i)  (f. 

Actuellement,  pour  rapprocher  davantage  notre  analyse  de  celle  exposée 
. dans  la  Connaissance  des  tems  citée  plus  haut,  remarquons  que,  pour 
trouver  le  premier  terme  dans  la  valeur  de  t,  l’on  aurait  pu  établir 
d’abord  l’équation  *fd'^  = o , et  ensuite  considérer  seulement  les 
parties  données  par  la  fonction  /.  En  opérant  ainsi,  l’on  obtient 


% 
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t 


9 °>*  \ ^r, 

4 « — */A,te— 0 


sin(g-i)f> 


(Voy.  n.®*  184  et  i35),  ce  qui  donne  le  même  coefficient  nomérique  ^ I 

en  faisant,  dans  le  premier  facteur,  g-i  = I 

En  présentant  ainsi  cette  expression  de  t,  l’on  pourrait  être  induit 
en  erreur  et  croire  l’eflfet  direct  plus  grand  que  Tefifet  indirect  dans 
le  rapport  de  1 3 à 6 ; mais  l’on  évite  cette  méprise  en  se  rappelant 
le  mode  de  son  existence. 

Cela  posé,  remarquons  qu’en  employant  les  lettres  de  M.  de  Laplace 
(Voyez  page  3oa  de  la  Connaissance  des  tema  pour  l’année  1824), 
son  analyse  revient  à dire  que  l’on  a 


d'9i> 

~dT 


-6X*4Sr’<?. 


Et  comme  l’équation  qu’il  désigne  par  Sîl  = o revient  à X-*-l-r'Q  = o 
( ce  qui  s’accorde  avec  notre  équation  J'd'^  = o ) , il  faut  en  con- 
clure que  Yefftt  indirect  est  ici  exprimé  par  4S-r’Ç'  = — 4X.  Donc, 
en  ajoutant  à la  quantité  J.V,  pour  avoir  cette  inégalité 

projetée  sur  le  plan  fixe  de  l’écliptique,  l'on  aura,  conformément  à 
cette  analyse, 

-SX-*-  ^X  par  l’efiet  direct , 

— 4 X par  l’cfiFet  indirect; 

c’est-à-dire  que  ces  deux  effets  sont  entr’eux  comme  les  nombres 
Il  et  8.  Le  premier  de  ces  effets  surpassant  le  second , il  faut  néces- 
sairement comparer  cette  analyse  avec  celle  où  l’on  tiendrait  compte 
seulement  des  perturbations  de  l’époque,  ou,  ce  qui  revient  an  même, 
de  la  partie  variable  de  la  constante  arbitraire  /.  Or  nous  venons 
de  faire  voir  qu’en  voulant  envisager  la  question  sous  ce  point 
de  vue , l’on  doit  avoir  ^ au  lieu  de  pour  expression  de  ce  rapport. 
Il  est  par-là  établi  qu’il  y a un  vice,  sok  dans  l’analyse  exposée 
dans  la  Mécanique  céleste,  soit  dans  l'analyse  exposée  dans  la  Ck>n- 
naissance  des  tems  au  sujet  de  cette  inégalité.  L’une  et  l’autre 
conduisent  cependant  au  véritable  coefficient  numérique  ^ qui  entre 
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dans  la  valeur  de  t en  fonction  de  p,  en  vertu  d’une  exacte  com- 
pensation entre  les  erreurs  existantes  dans  les  parties  qui  concourent  à 
la  formation  de  ce  nombre  remarquable.  De  pareilles  réflexions  n’offrent 
aucun  intérêt,  ou,  pour  parler  avec  plus  de  justesse,  elles  restent 
inaperçues  par  les  astronomes  qui  comparent  seulement  le  résultat 
de  la  théorie  avec  l’observation;  mais  on  ne  saurait  en  méconnaître 
l'importance  réelle  dans  une  théorie  approfondie  de  la  Lune. 

Par  la  même  raison  l’on  verra  avec  satisfaction  que  pour  établir 
incontestablement  le  coefficient  nous  avons  exposé  dans  le  n.”  i38 
l’analyse  propre  à rendre  évidente  la  nullité  d’un  terme  qui  fait  partie 
de  l’intégrale  J'd'^.  Il  est  vrai  que  tous  ces  details  rendent  notre 
démonstration  prolixe;  mais  il  nous  paraît  impossible  de  les  éviter 
sans  tomber  dans  une  obscurité  fatigante.  C’est  surtout  dans  un  sujet 
aussi  compliqué  qu’il  importe  de  viser  à ce  degré  de  rigueur , que 
l’on  voit  souvent  conservé  avec  beaucoup  moins  de  nécessité  dans  la 
'démonstration  des  vérités  élémentaires  de  la  science. 


Redterche  de  Vexpreiàon  analytique  du  premier  terme  du  coefficient  de 
rinégalité  à longue  période,  ayant  pour  argument  (3i — ig—c)v, 
due  à la  différence  des  deux  hémi^hères  terrestres. 


143.  Reprenons  les  équations 


J6 
y dv 

dv 


(rt  ^ dû  \ sin  gv 

( ri  dû  \ cos  go 


que  l’on  déduit  de  celles  posées  dans  le  n.°  68,  en  raisonnant  comme 
dans  le  n.°  1 3 1 . En  faisant  pour  plus  de  simplicité  B = Kg^D^sia^u, , 
les  formules  posées  dans  le  n.°  3o  donnent  pour  l’objet  actuel 


a 


-aB.i^sànSioi 

4 


-ï-T-  = cosoitf» 

U dv  4 


é 
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Maintenant,  si  l’on  &it  s = ysing»,  l’on  aura 

^ (sin3io-sin(3i-  2g)i>y 

^ = r 3iP  coi(3i  - ug) p)  • 

Eu  réduisant  la  valent  elliptique  de  u*  à 

et  considérant  seulement  les  trois  argumcns  3io,  (3i—2g)v, 
(3i  — ag’  — c)  P , il  viendra 

I itn  3 tp  — lin  (3 1 — 2g)  P — e jin(3 1 — ag — c)  P 1 1 


dê  3 

~dv  ^ S h’’{i 

^•^T^^^^p|coi3ip-t-coî(3i  — 2g)  p-^ciin(3i  — ag  — c)p|. 


de  8 /{‘(i 

Donc  en  intégrant  ces  expressions  et  posant  ^ ii  — ig  “ 

( * /)*  = I « A = A, , nous  aurons 

7^  j - ; e»<  3»'—  <»<(3i  - 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  s ==  ysin{v  — 6),  après 
l'avoir  réduite  à la  forme  s = singv  — yldcosgv , l’on  trouvera 

a’Bt  3 ï y co»(3i— g — e)  P i ,o . . > 

^ = V rô-  ^ 3^-agic 

où  il  importe  de  remarquer  que  le  premier  terme  de  cette  expression 
a pour  diviseur  la  petite  fraction  3i  — ag — c. 

144.  Considérons  maintenant  l’équadon 

3 ffBu'cos  3ie 


dh*  ada 

de  u‘de 


En  y faisant 


~ î^il.y*)‘(^  -^-fs-i-aecoscv’i/j^tsy 


\ 
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nous  aurons 


= (1 1^»)» I - 8 ^ y"co5(3t  ^ ag - c) (;  - Il  y*  eo5 (3t - ag)  o | 


rf'A* o^B  / 3 cos  3 i P 3 e • cor  cp  • cos  3 i p\ 

~ {i-*-ssy  / 

Comme  nous  conservons  seulement  les  argumens  (3i— ag)p, 
(3i— 2^  — c)p,  il  suffit  de  prendre  (i 55)“  > = i -£55  = |y*cos  agp  ; 
(i  -♦-55)"^=  I— 3*55  = |y’co5  2^p,  ce  qui  donne 

,dh* 

= 0 

En  posant  (1  = 1 , et  intégrant  l’on  obtient 

>6  1.6  3dS  ^7  ag^— c)  P 45  a . yg,  * \ ? 

A"  = A ~^y,  an(3j-2g)p^. 

d’où  l’on  conclut 

A-  = 2 - - I|y»  an(3i  - ag)  J • 

L’expression  de  Sy  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 

V = »rA  = '^1 

partant  la  variation  de  la  fonction  i y*)  sera 

145.  A l’aide  de  ces  résultats  il  est  facile  d’obtenir  le  terme  affecté 
de  l’argument  (3i  — 2^— c)p  et  divisé  par  Bi—zg—c,  qui  entre 
dans  la  valeur  de  u.  Pour  cela  remarquons  que  la  fonction  ecos(v  — w) 
ne  peut  donner  des  termes  de  cette  espèce  et  que  par  conséquent  il 


■ s S‘ 


suffit  de  prendre  u = rr, r l/t 

^ h {i  -*•  y*)  ' 

En  prenant  l^i-*-ss  = 1-^47“  et  en  substituant  pour  y*  et  A“(i-t-y“) 
les  valeurs  précédentes , l’on  obtient 

O <r*B  e,  y,*  sin  (3t  — ag  — c)v  ' 

“ = * -n ''  a ' 1 — ■* 

16  «,*  Ôl  — Hg  — C 

3 3 

où  le  coefficient  numérique  ^ — g î6  ‘ 

Tome  I. 


ai 


IÔ2  TIIÉOIUE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

1 46.  Cela  posé , cherchons  les  termes  affectés  du  même  argument 
qui  entrent  dans  les  valeurs  de  e et  de  m. 

Réduisons  les  e.xpressions  de  .rapportées  dans  le  n.°  68 

à celles-ci  : 

de 
dv 


-4-  ^ 2 cos  c O—  ^/cos(25  — c)o  — y cos(ag  | ^ ^ ’ 
= ^-î^cosco 

*^2sin,cv-*-^y^sin{ig-c)v--  i/««(2^.*.c)  p|  ^ 
et  faisons  d’après  les  formules  du  n.°  3o 

fi,.  = - a B -u^  s sin3iv  •, 


n, 


3j^  (—  1 -»-  4 <s)  «’  sin  Ziir . 


(>) 


(I 


dd  3 n u’  i-os  3 1 P 

J—  ™ CI3  • , • 

I»  Vp  4 , .4 

’ (i  -♦•ir)-* 

Comme  il  sufRt  ici  de  prendre  u ~ ’ nous  poserons 

^ <r*S  {- 1 * ^ si)  sin  i il) 

^^0)  “ A^i  -H  yyp  ' 


dû, 

iidv 


(i-s-ss)' 
cos  îiv 


<r^B 


Maintenant,  si  l’on  fait  = i— 3si;  (i -f  ss)“  î = i — |-sj, 

il  viendra 

«w  ° t-i, ■ 

U dv  4 A*{i-t-y  ) \ 3 / 

Mais  i = ysingv,  s*  = Jy*  — Jy’cosa^p;  partant  nous  avons 
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^(0  = 


ü 

(>) 

dû 

u'dv 


/*\>+yr) 

o‘'B 

/i'  (i  -*-  yy)’ 

3 a^B 
■ 4’/i-'(i*yy) 


|(- 1 •*■  ^/)sin  3ti>  --||/«n(3i-2^)K-  ||y’«n(3i  - 

i|(  I — cos  3iv*^y‘cos(ii—2g)v-*‘  |'y“coi(3i-t-ag)i^|' 


En  substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  ^ , l’on  trouvera 


dv 


tU 

du 

. 

du 


T6-ihlVÇr)'"°' 


. „ 3 i5  3 i5  3.  3 _ >5  _3  ^_£. 

ou  Ion  a ,5  — 3a  •*•  3a  “ 3a  ■*■  3a’  “ ,6  ~ 3a  ” 3a  3a  3a 

En  intégrant  ces  expressions,  et  posant  (i -*-y)  = i > obtient 

J a'^B  y,*  sin  (3i  — ag  — c)  t» 

( ® i6  A,*  3t  — ag  — c ’ 

\ 

« 3 y * cof  (3i  — ig  — c)v 

‘ ~ Xc'~hf~'  3i-ag  — c 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation 

ec05(t>  — sr)  = Se  cos  cv eSar  fin  cv , 

il  en  résulte 

. , 3 <T^By'  sin{3i  — ag)v 

ecosiy  ■ -jîZITg—  ' 

Eu  réunissant  le  terme  de  la  valeur  de  u donné  par  la  fonc- 
tion ^ecosfv  — w)  avec  celui  trouvé  dans  le  numéro  précédent,  1 on  a 
A, 

“ = A,«(3i - fg-  c)  j fo  y ' - ag  - c)  V y;  sin(3i  - 2g)  P j • 

147.  L’expression  de  O”  trouvée  dans  le  n.“  29  donne 

fd'a  = n»= 

^ (t  »f)  ^ 
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En  y faisant 

C0i((--®)y  = /..(,lyÿ)4(( côs  w) , 

et  remarquant  que  nous  retenons  seulement  l’argument  (3i  — ag  — c)e, 
il  suffira  de  prendre 

a^Be eos  cv sifiZiv 

J /i‘(i (i -•-«)* 

Maintenant,  si  l’on  fait  dans  cette  expression  (!•«•«)“’=  i-a-«  = /cos2ge, 
il  viendra 

fdTl  = — - ■ , f — 2g  — c)v, 

et  par  conséquent , en  posant  ( 1 — * > 

fAd.  = Hrd^fdSi,  = 

J J 4 V(3i-ag-c) 

Mais  a = , ainsi  nous  avons 

■ a 

fAA,,  = ® ^ g,y,‘eof(3t-ag-c)<- 
4’  V ' (3i-a«-c) 

148.  Réduisons  la  vàleur  de  ^ rapportée  dans  le  n.°  68  à ces 
termes: 

iyMgv*-eysin{g-*-c)v'j-^ 

\ A^, 


/ 3 la  \A’Û, 

-*•  ( 2-- e coi  ce—  -y  cos2gv 


(- 


\e  sincv 


y sui  2 gv 


\ * 

y u’rfp 


En  prenant 

£i(,l  = ^aBu  ssinZiv  = ^ iin  (i  -i-aecoscv) 


^||cos(3i-g)pi-|ccoî(3i-g-c)p^; 

(—  I ■’*  — 1 5i)  sin  3tP^(l  -►  is)’*3cc05cp(i  ss)  | 
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= ^ ss^sin  Biv  | i ^ is  -*•  3(i  -*•  ss)  e cosco  ^ 

. 3 . < j5  / 0 Si  \ ) 

= —j^sinoivi  — i ■*■  — Si 3 — si^ecoiCP> 

= 6lv^l•^-^y  —^y  cos  agp+(-3.t.— y )ccoscv--^ey  cos(25'*c)> 

“ ^ I ■"  îl  _ 2g)y  _ Ë e sin(3t  - c)  P — c /sm (3i- 2^-c)p|  i 

dù  3 <x^B  3 • / 7 \ < > 

J ‘ 2eC0SCp| 


3 <r*S  9 • / S \ 

= — rr-cos  oip  ( I Si  -t-  ae  coscp) 

4 A’  'a  ' 

3 ir^B  3 • / 5 a 5 a \ 

= — •^■-j^cos  3tp(i  — - y -*•  - y cosigt)  ■*•  ae  coscp) 

= - ^^-^/cos(3i  — ag)p  — ^ecos(3t  -c)p|a 

l’on  obtiendra 

- y singv-^-  J ey  sin(g4.c)p)  ^ Q-^ g^^c/sw(3i  -2g-~  c)p; 

f es.  ^ ï a \ Û/JV  / 5t  4^  3\<r5  y • tes.  s 

{^2--ecoscv--y  cosa^pj  — ^ = {-  _ «n(3t-aê^-c)p; 

(^-SesmcP  sw  agpj^-jp^r;  = ^ey  sm(3f-ag-c)p. 

Ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

df  /n  33  Si  4$  3 yS  Z\(tB  s ■ ,n.  ^ 

T.^{i*Z;--[6-^k*â-k*T6)-W^^  s«n(3t-a^-c)p, 

ou  bien 

df  147  cB  1 . ,n.  V 

* = “ 67'7î5-ey  iw(3t-  aj-c)p. 

Donc,  en  intégrant,  nous  aurons 

f t47  cB  e, y' cos  (3i  — — e) p 

J ~ f..  ' ' 


64  A,» 


3»  — 3ÿ  — I 


149.  En  réduisant  la  valeur  de  t f donnée  dans  le  n.°  63  à 
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t -i-f  =3  fA'dv  — e sin(v  — t?) , 


l'on  aura,  en  y substituant  pour  / et  fA'dv  les  valeurs  que  l’on 
vient  de  calculer , 


£ 


90  vB  e,r;co,{Zi-7g-c)  , . 

64  A,*  3i  — 2g  — c a ' ' 


3 T47  , 

4 64  ' 


Le  second  terme  de  cette  expression  de  £ renferme  la  fonction 


esincv 


— e S 


w cos  Ci 


•>  3e,swcv  ^ ,3,  .1 

v)  — dh  (i-i-rr)- 


En  y substituant  pour 
nous  aurons 

— ^ (Se  sin  cv 


Se,  e_Sw  les  valeurs  trouvées  dans  le  n.° 


— e Stn  cos  cv 


3 <rB  y*  cas  (3t  — ag)  v 
S A,’  3i  — 2g  — c 


146, 


Les  valeurs  de  A*  et  produisent  dans  la  fonction  — 
un  terme  affecté  de  l’argument  (3i  — 2g  — c)v  ; mais  on  doit  le 
négliger  dans  cette  approximation,  à cause  qu’il  ne  se  trouve  pas 
divisé  par  ii  — 2g  c. 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

99  vB  y 'cas  (3t  — 2g — e)v  3 aB  y 'cos  {ii  — 2g)  o 

* 64  A,’(3i  — 2g  — c)  8 A,’(3»  — 2g  — c) 


Tel  est  le  résultat  de  l’effet  direct  produit  par  la  différence  des  deux 
hémisphères  terrestres.  Maintenant  nous  allons  calculer  la  partie 
correspondante  , produite  par  la  réaction , c’est-à-dire  par  la  fonction 
qui  représente  la  force  perturbatrice  du  Soleil. 

1 5o.  Pour  cela  développons  d’abord  les  termes  donnés  par  cette 
partie  de  l’intégrale  fd^i  savoir 

(Voyez  n.®  108).  En  y faisant 
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nous  aurons 


ou  bien 

■*■  |e’-3iS-a(i-Zsi)ecoî(y-tir)|. 

Donc,  en  négligeant  le  terme  multiplié  par  e co${v  — vs) , qui  ne 
peut  rien  donner  ici,  il  Tiendra 

Cela  posé , si  l’on  écrit  pour  plus  de  simplicité 

J 40^ V aaV  4 aV  ’ 

l’on  trouvera , à l’aide  des  formules  précédentes , 

■ ' a ' V 4 a 16/  a;(3.  -ùg-c) 

ÿ/-,  L4/Î  V • \ 3 <T’fly,*ji/i(3i  — ag)p 

SC  = A‘*(Secos  ce-t-e  Sw«nce)  = 73'  ft/(3i  - ag  - c)~  ’ 

SC  = = 3 <r»Æ.y>n(3i-ag-_c)j;^ 

a ' ' 8 A,  (3*  — ag  — c) 

Donc,  en  réunissant  ces  parties,  l’on  aura 

r if'ffB  g,  y'sin{Zi  — ag — c)  0 ^ M’aB  y,*  sin  (3t  — ag)  p 

J 64  A,*a’^  3i  — ag  — c 3a  A,*»'  ’ 3i  — ag  — e 

. 1,  ai  3 9 

OU  Ion  a — r-  = “z a* 

64  64  3a 

Maintenant,  si  l’on  remarque  que  = ”Â^’  ^ conclura  que 
cette  expression  peut  être  mise  sous  cette  forme 

fd'Sl  — — — g,y,*iin(3i  — ag  — 0 e 

,/  64  A,“  3»  — ag  — c 

• ^ g-^Z?m*  y,*jûi(3t  — ag)  w 

3a  A,‘  3i  — ag  — c 
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iSi.  En  considérant  le  terme  affecté  du  signe  intégral  qui  se  trouve 
dans  l’expression  de  — donnée  dans  le  n.®  io8,  l’on  en  déduit 

J'd'Sl  — — ^ ^dv  h*(i  yy~f  sin  2Ev  | y'  i-t-ss  e cos{v  — or)  | • 

Pour  l’objet  dont  il  est  ici  question  il  faut  calculer  les  termes  affectés 
«les  argumens  2E  3i  — 2g  — c , aE  — 3i  2g  c qui  entrent 
dans  le  facteur  -*■  ecos{v  — w)|  • Or  il  est  facile  de  voir 

que  ces  termes , dans  l’ordre  que  nous  considérons , ne  peuvent  ré- 
sulter que  du  développement  de  la  fonction  s*.  Donc  en  réduisant  la 
fonction  sous  le  signe  intégral  à sin2Ev,  il  est  nécessaire  de 

chercher  le  terme  affecté  de  l’argument  {2E — qui  entre 
dans  l’expression  de  s. 

iSa.  Pour  cela  reprenons  les  équations 

Ÿv  *=  — 2Ô), 

3a-,  . 

_ m cos{2v  — 2Ô) 

trouvées  dans  les  n.®'  yS  et  81.  Ces  équations  donnent 

^ =3  ^ m“y_  Sô  cos(2£^— 2g)  t> ^ m’Sysm(ai?— 2g)  (> , 

^ ^ m’Sô  sin(2E — 2g)  t/. 

Donc  en  y faisant  (Voyez  n.°  143) 

Sv  — - g,y,fin(3t-  ag  — c)  e 
' « V 3i-ag-e 

3 (t’B  e cot(3i  — ag  — e)p 

— 8 ■ 3i  — ag  — c ’ 

l’on  aura 

^ _ / j9  ^ m*g,y,coi(ag— 3t-<-e)p 

rfp  \3a  64/  ' 3i  — 3^— c ’ 

df>  9 «r’Æ  m*  e,  sin  {aE  — 3t  -t-  c)  p ^ 

dv  ~ 3a  A,‘  * 3i  — ag  — c 
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En  intégrant  ces  expressions , et  observant . qu’il  suffit  ici  de  faire 

— L-t *=  — — *>  l’on  obtient  ^ 

a£  — il  c am 

* ï 

— 3t  -H  c) 


a7  m*  e^y ym{o.E — Zi 

°y  — ""  Tâs  ' ïn  TST^rzTTrrrT; 


h^(Zi—ag  — c) 


R*  9 m*  cr^B e,cx>s{p.E  — Zi  c)  o 

64  m V(3i  — 3g  — c)  i.y 

Or  nous  avons  5 = (y  -*-^y)sin(gv  — Sô),  et  en  développant 
s — [^ysingv  — ySôcosgv)  — — SySôcosgif. 

Donc,  en  substituant  pour  Sy  et  Sô  les  valeurs  précédentes,  il  viendra 

• O I,  b \2ü()  laS/  m h*>  Zi  — 3g  — c 

En  ajoutant  à ces  mêmes  valeurs  de  Sy  et  Sô  le  terme  affecté  de 
l’argument  dû  à l’action  dii  Soleil  (Voyez  n.®*8oet  81), 

et  posant  les  équations  , . . ^ 


= I • ^ y. cos(i£-  2g)v  sin{3i - 2g  -H  c) ^ , 

Sô  = sin(^E-  g^^^jy^cos(3i-ig-c)^, 

l’on  en  tirera 

-ir.W  = 

= (nïï  - ;lâ)  1-  • V (ii  - = o; 

partant  il  est  clair  que  l’on  a 

_ 9 m*  (r^Be.y,  ' , „ 

" - Sr  m ’ -^g-c)  3t  g c)  V , 

OÙ  le  coefficient  numérique  — = -*•  -5-  — _2_  . 

^ 64  a56  ia8  aS6 

Cette  inégalité  en  latitude  est  analogue  à celles  dont  les  argumens 
sont  {2E  — g)v  , (2E  — i)  V. 

Tome  I. 


3 '^(T^Be,y, 
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i53.  Actuellement  bî  l'ou  forme  cette  valeur  de  s,  savoir 
3 fn* 

I = y^singv->- 

- S -5-  - 64  • ^ - c)  ‘'i 

(Voyez  n."  142  et  81),  l’on  en  conclut 

^ ^ -hjéi-il'-  c)  j»/»(^g-^3i-ag-c)»-iw(2g-3i-Hag-^c)P  j ■ 
Donc , en  multipliant  cette  fonction  par  sin  ïEv , nous  aurons 


a • r>  u>  «■’-S'.î'i  11-  \ 

s SU12.EV  = O — • rrrr — — rcoi(oi  — 2ff  — c) , 
m h/'(3i—3g  — c)  ' o 

ce  qui  est  analogue  au  résultat  trouvé  dans  le  n.®  i38,  à l’égard 
de  l’argument  (g  — i)  (>. 

n est  inutile  ici  de  considérer  la  fonction  - • 

4 a‘  U * ■ 

constitue  le  second  terme  de  l’intégrale  y'd'îi  (Voyez  n.°  108), 
parce  que  le  terme  qu’elle  donne  n’appartient  pas  à cette  première 
approximation. 

Concluons  de  là  que  l’on  a 


3 

a 


tfps*  sin  aEv 


O, 


et  que  par  conséquent  la  valeur  complète  de  l’intégrale  J’etSi  donnée 
par  la  réaction  est  fournie  par  le  résultat  trouvé  dans  le  n.®  1 5o  ; de 
sorte  que  l’on  a 


^ ydv/3'a  = 


m*  trB  <,  y,* 
h,\'ii—2s—c) 


î cos(3t—  ag’—  c)  V 


9 m*  (T B Y*cot  (3i  — a/f)  v 
3a  — c) 


I S4.  Considérons  maintenant  les  termes  donnés  par  l’expression  sui- 
vante de  ; 

av  ■ • 
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df  3 M'uT^  h / i . Il  . , . \ 

|^2H-6e-^--y  --ecos(p-cr)--y  cos  2gv  j 

( Voyez  n.“*  68  et  27). 

En  y faisant  s = yslngv,  l’on  comprendra  sans  peine  que  pour 
l’objet  actuel  il  suffit  de  prendre 

. - = ÿ • —i V — - ‘ ^ •— j(2-*-oe  e coifp  -w))- 

Dans  le  premier  terme  de  cette  expression  l’on  peut  faire  u.  = ~ 
et  dans  le  second  l’on  posera 

^ = ^Lil^J2L|/“*ecos(p-or)|  = ~ ^i-^/-*-3e*-3eco^(p-g)j- 

Alors  l’on  aura 

df  9 M'U'K'y'' 
dv~  8 ' <r'> 


I M'u'^h\i- 


ou  bien 


^ ^ ^2  -t-6e’4-5y*_^coi(p-tir)^^i  — ^y’-»-3e’— 3tf  C05(p-ar)^i 


<//_9  M'u'Vy‘  I O /.  o » 5?  > i5  ^ A 

rfp  = 8 â’——(i-’-3y)  (^2-1-3/  __  ecos(p  - ®)  j • 

Maintenant,  si  l’on  fait  u = —,■> 


>rv 


■ ■>  nous  aurons 


01  A,*a'>  “ A,' 

df  m’A’/  57  J 37  J i5  , A 

àp  = Â>-  V"  ‘ - -8  ^ - -8  ^ T * V ■ 

Les  valeurs  précédentes  de  A%  Sy,  Se,  eSor  donnent 

^ A,9y,Sy  = |i  . sin{Si- 2g-c)i>, 

^ • 8r^'/_ c (3t  - ag  - c)  P , 
7 V « coi(i^-ur)  = ,m(3i  - 2g)  p . 
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Donc , en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 


df  /8i  8i  iTiX  <rBm*«,y,*  . . 

Jÿ  = U - 3â  - t~)^H3Ï-^c)  ««(3*-2g-c) 

45  oBm'y*  - ri-  „ \ 

En  intégrant  cette  expression  et  posant  = i , 


V 


l’on  a 


333  trû  niVj',’cof(3«  — ag  — c)  v 45  <rB  m*  y,*  cos  (3t  — ag)  v 

' ~ 64  A,*  (3»  — ag  — c)*  64  ~h^  3»  — ag  — c 

Cette  valeur  de  f et  celle  de  jA'dv  trouvée  dans  le  n.“  iS3 

étant  substituées  dans  l’équation  t->-f  = J'A'dv,  il  en  résulte 

i35  aBm'  g,  y,‘  cos  (3t  — ag  — c)v 
^ ^ ~ ia  A,*  (3i  — 3g  — c)* 

63  a B m*  y,*  cos  (3t  — ag)  v 

64  A/  3t  — ag  — e 

. „ >35  63  333  63  9 46 

ou  1 on  a — ^ = 2-  — - — 1 7-  = /--*•  /t:  • 

3a  64  64  64  3a  64 


Telle  est  la  valeur  de  t donnée  par  la  réaction.  Eu  la  comparant 
avec  celle  trouvée  dans  le  n.®  149,  l’on  voit  que  l’effet  direct  donne, 
à l’égard  de  l’argument  (3i  — 2g)  t>,  un  coefficient  d’un  ordre  infé- 
rieur de  deux  unités.  Il  faut  en  conséquence  supprimer  le  terme  affecté 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  t produite  par  la  réac- 
tion. Alors  en  réunissant  cette  dernière  valeur  de  t avec  celle  donnée 
à la  fin  du  n.°  149,  l’on  a 


t 


S—99 . ■ 

^ 64  3i  — ag  — « 


i35 

3a 


3(i 


m’  ? «rZ?  1 ,0  • , 

i - ag^  I V 


3 <rB  y ‘ eoi  (3i  — ag)  v 
8 A,’  3«  — 3g  — e 

En  multipliant  cette  valeur  de  t par  n = ’ et  remarquant  que 

h}  = («/)*,  l’on  aura  en  substituant  pour  B sa  valeur  (Voyez 
n.°  143)  et  posant  pour  plus  de  simplicité 
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1 


64  S— 3g— e 3a  (3i— 3g  — c)* 


3 I 
8 " 3i  — 2g—c'' 


nt  = |Hey,*co5(3i— 2g  — c)p 77'y*co5(3i— 2g)p|  • 

En  rédaisaiit  en  nombres  le  coefficient  on  le  trouve 


au-dessous  d’un  centième  de  seconde.  Mais  il  importe  de  ne  pas  perdre 
de  vue  que  l’analyse  qui  nous  a conduit  à ce  premier  terme  ne  suffit 
pas  pour  décider  si  cette  inégalité  est  réellement  sensible  ou  non.  Les 
termes  suivans  pourraient  dévoiler  une  série  divergente,  propre  à faire 
voir  que  l’on  s’éloigne  beaucoup  de  la  vérité  en  voulant  juger  de  sa 
valeur  absolue  d’après  la  connaissance  du  premier  terme  seulement. 
En  conséquence  nous  renvoyons  l’examen  ultérieur  de  cette  question 
au  chapitre  où  ces  inégalités  sont  reprises  et  développées  par  une 
autre  méthode. 


Réflexions  sur  Us  méthodes  employées  par  M.  de  Laplace  pour  calculer 
le  coeflicient  de  Vargument  dépendant  de  la  différence  des  deux  hémis- 
phères terrestres. 

iSS.  Observons  d’abord  qu'en  réunissant  la  valeur  de  J'd'Cl  trouvée 
dans  le  n.°  147  avec  celle  obtenue  dans  le  n.°  i5a,  l’on  a,  en  vertu 
de  l'action  et  de  la  réaction , 


fd  Çl  j - ; - j (3^  - • 


Or  en  faisant  ici  g = i 3 m* , c = 1 — J m*  et  i = i , il  en  résulte 

^ ^ ~ -tig-c)v. 

On  voit  par-là  que  le  coefficient  numérique  qui  affecte  ce  premier 
terme  ne  se  réduit  pas  à zéro,  comme  cela  est  arrivé  dans  le  n.°  140 
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à l’égard  du  premier  terme  du  coefficient  qui,  dans  la  même  intégrale, 

affi-cte  l’argument  {g  — i)o.  Il  est  vrai  que  dans  ce  cas  l’on  s’écarte 

beaucoup  de  la  valeur  véritable  du  coefficient  —V--—. — îîî en 

'•  _ 64  3<  — 2g  — c 

prenant  seulement  le  premier  terme  de  son  développement  ; mais  il 
est  évident  que  même  eu  prenant  pour  g et  c leur  valeur  totale 
(ce  qui  revient  à faire  Si  — 2g  — c = o,  00040998),  l’on  n’aurait 

pas  zéro  pour  la  somme  des  deux  termes  — i.  — . _ — ÎIÎ Donc 

! . . 64  3i-2g-c 

il  n’est  pas  permis  de  supposer  l’équation  jdiî  =0,  à l’égard  de 

l’argument  (3i  — 2g  — c)p.  Ce  cas  particulier  confirme  ce  que  nous 
avons  déjà  avancé  dans  le  11°  12S,  contre  la  vérité  delà  proposition 
générale  émise  par  M.  de  Laplace  au  sujet  des  argumens  à longue 
période.  Cette  remarque  suffit  pour  démontrer  que  le  calcul  exposé 
dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (pag.  804  et  807) 
ne  peut  pas  donner  ni  le  premier  ni  le  second  terme  que  M.  de  Laplace 
s’était  proposé  de  trouver,  puisque  dans  son  calcul  il  suppose  l'équa- 
tion J'd'Sl  = O. 

i56.  L’expression  du  premier  terme  du  coefficient  de  ce  même  ar- 
gument publiée  dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1828 
(page  287)  mérite  un  examen  plus  détaillé. 

Remarquons  avant  tout  qu’il  manque  un  terme  dans  le  calcul 
de  la  fonction  ^ élimine  r*dv‘  au 

moyen  de  l’équation  = ~ , comme  M.  de  Laplace  le  prescrit 
dans  la  page  286,  et  si  l’on  observe  qu’ici  l’on  peut  supposer  = l, 
l’on  aura , en  nommant  X la  fonction  précédente  , 


Il  sera  démontré  ci-après  (n.®  161)  que  l’équation  r = donne 

r*lr  = i-e  cos cA  - —54  • 3 y,W(3i-ag)p> _ 

<r\  ' / k*  ^16  Si  — 2g  — c 16  3t  — 2g  — c ) 

dy  A * 

Donc  en  prenant  ^ = -^e^tincp,  il  est  évident  que  le  produit  de 
ce  terme  par  Sr  donne 
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Jr^  3 aBc  e,f‘sincv  X tin{3i—3g)v 

dv  ^ i6  A*  3i  — jg  — c 

_ 3 <rBc  e, y,*  cos (3i  — ag  — c)  p 

“ 3a  " h‘  " 3i  — ig  — c 

En  faisant  le  carré  de  la  valeur  précédente  de  r-t-Sr,  et  conservant 
senlement  les  termes  multipliés  par  B,  l’on  obtient 

5 1 (T B J 3 y ,*  JW  (3t  — 3g  — c)  y 3 y,*  sm{ii  — ag)  v ) 

^ A,*  ^ i6  3»  — 3g  — c 8 3i  — 3g  — c ( 

Donc , en  différentiant  cette  expression , le  diviseur  3i  — ag  — c qui 
affecte  l’argument  (3t — 2g  — c)i>  disparaîtra,  et  il  suffira  de  prendre 

^ .=  _ 1 Ai  _ aA  . r' 

do  b V K — 25  — t 

11  suit  de  là  que  si  l’on  fait  u’  = ^ (i  -*-2e^coicp),  l’on  a 

^ e y;coi(3i  -2é:-c)t>  -|(3t-2ê^)y;c0i(3i-25r)t.J  ; 

d’où  l’on  conclut,  en  retenant  seulement  l’argument  (3i  — a^  — c)i>, 

V j(3i — as)}  1 .o-  \ 

— A,n3^-ag-c)  C05(3t-2g-c)p. 

En  faisant  B — cette  expression  devient 

^ ^.y  * 

Ainsi  il  est  évident  que  M.  de  Laplace  a omis  le  terme  plus  con- 
sidérable, c’est-à-dire  celui  multiplié  par  |(3i— 2g),  puisque  sa  va- 
leur de  X donnée  dans  la  page  237  revient  à 


X 


3 y,’ 

8 h/‘{3i  — 3g—e) 


COS  {3i  — 2g  — c)v. 


Dans  le  cas  actuel  l’on  peut  supposer  di>  = dd,  comme  l’a  fait 
M.  de  Laplace.  Pour  le  démontrer  observons  que  du  désignant  l’élé- 
ment de  la  longitude  par  rapport  à l’orbite  décrite  dans  l’espace, 
l’on  a l’équation  ( Voyez  n.®  24  ) 
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Doue , eu  se  rappelant  que  r*  = > il  viendra 

dv 


d^ 

r‘ dv'  h‘u'r‘dv' 

Sdt'Q 


Alors  la  fonction  —r^  posée  dans  la  page  aSô  du  volume  cité  devient 
égale  à 5^«  dv  s m if  v y résulte  que  la  substl- 


Sdt‘i 

r“dv 


tution  des  valeurs  elliptiques  de  u,  5,  ^ donne  le  terme 

r*  Q 5W(7  — g')ey’dv  . . 

îiT  = • -.m(3/-ag-c)v. 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplace,  lorsque 
l'on  fait  7 — — 7 — I = 6,  et  h^{i  -*-77)“  = a^. 

iSj,  Eu  faisant  la  correction  indiquée  plus  haut,  et  réunissant  tous 
les  termes  auxquels  M.  de  Laplace  a eu  égard,  son  expression  de  Sv> 
devient 

Sp  — A^COi(3t  — 2g — c)  P , 
où,  pour  plus  de  simplicité,  l’on  a fait 

3 7,*  tr  1 /5-  V g(3i-g-c)-i  9<n*  ? 

iV  r775^ — — î <5-^-c  — a(3{  — 2g) ° > • 

4 A,‘(3t— ag— c)^  a V 6/  ii-2g-c  Si-2g-c\ 

Pour  rendre  ce  coefficient  plus  conforme  à celui  de  M.  de  Laplace, 
il  suffit  d’observer  que  l’on  a 

g(3»-g  — e)  — 1 _ g(3i  — ag  — r)-<-g’— I __  g*-»  , 

3i  — 2g  — c 3»  — 2g  — c ° 3»  — 2g  — c 

ou  bien  ( en  faisant  g = i , g’  — i ■=  | 

g(3i  — g—  c)  — I _ ^ ^ 3 m* 

3i  — 2g  — c a 3i  — 2g  — e 

mais  nous  préférons  conserver  la  forme  primitive. 
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Actuellement,  si  Ton  remarque  que  l’on  obtient  le  terme  corres- 
pondant qui  entre  dans  la  valeur  de  nt,  en  changeant  le  signe  du 
coefficient  A^,  l’on  a 

nt  = M cos  (Zi  — 2g  — c)  v y 
en  posant  B = — et 

,,  3 ' i /o.  v g(3t-^-c)-i  9m*  ) 

M 7 ‘TTPP — -4-  -c*—  2 (3t  — aff)  r 

16  2g  — a ' 04— 2g  — C 3i— 2g-CJ 

En  partageant  le  coefficient  M en  deux  parties  correspondantes  à 
l’effet  direct  et  indirect,  l’on  comprendra  sans  difficulté  que  suivant 
l’analyse  de  M.  de  Laplace  , l’on  a par  l'effet  direct 

— -7  • 7773-: — — — r<5  - c — a (3i  — ag)  3 ■ — - — > 

»6  — ag — c)^  a ' oi-ag-c  ^ 

et  par  l’effet  indirect  -*■  ^ n*  * 

^ 1 6 /i/(3t  — 3g  — c) 

i58.  M.  de  Laplace  obtient  cette  seconde  partie  en  calculant  les 
termes  donnés  par  la  fonction 

^ I 3/s.  diî  * .S.r  (f  ) _ (f  ) Sr|  = />, 


JtTu'^ 


lorsque  l’on  y fait  /?  = — — 2 ss)  = _ — 3.55),  et  que 

l’on  développe  les  termes  qui  en  résultent  multipliés  par  B.  Pour  cela 
il  observe  que  l’on  a J^-dR  = S/?,  aS-r^^^  = 4S/?;  et  par  con- 
séquent 

^ = Â&|7^^*^^(i-3-55)arJr^. 

Or  il  évident  que  la  fonction  nommée  ^R  par  M.  de  Laplace  est 
précisément  égale  à la  valeur  de  l’intégrale  — ^ trouvée  précé- 

demment dans  le  n.®  1 5o  ; partant  l’on  a 

_ '47  ag— c) (;  ai  o‘^Bm*y* sin{H — 2g)v 

64  — 0 "**  3a  à*(3i  — ag  — c) 

Avec  une  légère  réflexion  l’on  comprend  que  le  produit  ss-2rSr  ne 
Tome  I.  a 3 
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peut  rien  donner  ici.  Donc,  en  posant  ^ comme 

dans  le  n.°  iS6,  ' ‘ 


Sr"‘  = — — — — ^ 3 _ J' ‘sut  (3i  — 3g)  y ) 

h‘li6  3i—^  — c 8 ’ 2i  — 2g  — c Ç’ 

il  viendra 

P ^ ^<*«"(3* ~-3g  — c)v  _ 3 \ y >m(3i  — agV  ) 

V ’ AV 64  “64/  3i— ag  — c \3a”3a/  3i  — 2g  — c ^ 

Si  l’on  remarque  maintenant  qu’il  suffit  de  prendre 

* K / ‘ \ 

71-i  = — , ( I — 2 e cos  c V ) ï 
h U <r  ' ' / 

l’on  en  conclura  que,  en  conservant  seulement  l’argument  (3t  — 2g— c)o, 
l’on  a 


/i,‘(3i— ag— c)  V64 
ay  tr’S-m'-dp 


/147  A ^ 

64  3a  3a 


P = 

.*/  «'  SJ'nt  -uv  J . , 

= 76'Â7(3i~ag-o".y.  sm(3t-ag-c)v; 


:)e  y’«n(3i  — 25  — c)i 


c’est-à-dire  le  terme  donné  par  M.  de  Laplace. 

Or,  en  comparant  chacune  de  ces  deux  parties  avec  notre  expres- 
sion de  nt  trouvée  à la  fin  du  11.®  i54,  l’on  est  forcé  d’en  conclure 
qu’elles  sont  l’une  et  l’autre  fautives,  puisque  nous  avons  démontré 
que  l’effet  direct  donne 


— au  lieu  de 
et  l’effet  indirect 


-r4 


5 -t--c  — 2(3t  — ng)  • 


. — — 1 f 

3i  — 2g  — c 5 ’ 


i35 

3a 


au  lieu  de 


• f7. 

16 


iSq.  La  différence  entre  ces  deux  derniers  cocfficiens  ne  disparait 
pas,  même  en  rectifiant  le  calcul  de  la  fonction  P;  ce  qui  est  né- 
cessaire, comme  nous  allons  le  faire  voir.  D’après  la  remarque  faite 
dans  le  n.°  i56,  il  est  clair  que  dans  l’e.xpression  de  la  fonction  P l’on 
doit  poser  *** 


au  lieu  du  facteur  et  de  plus 


‘‘“■I/O  *“■*£) 
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remplacer  par  substitué  au  lieu 

de  dt  sa  valeur  complète , telle  qu’elle  est  donnée  par  1 équation 


dt  = 


dv 


En  outre  il  est  essentiel  d’observer  que  pour  avoir  la  totalité  des 
termes  fournis  par  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  d’y  changer 
ySfî  en  ce  qui  introduit  dans  cette  fonction  le  terme 

constant 

7 M’u'^  _ 7 Wh*  ^ _ 7 . ”>*•«>•*  _ 

4 ' U*  ~ 4 ’ 4 h' 

Donc  il  reste  à développer  une  autre  partie  de  la  valeur  de  P,  c’est-à- 
dire  celle  que  l’on  obtient  en  prenant 

m*(T  * dv 


P = 


et  considérant  A*  comme  quantité  variable. 
Or  nous  avons  (Voyez  n,°  144) 


9 <7igt,y,*fin(3i  — 3g  — c)v  ? _ 
8 hi"(3i  2g  — c)  y 


A*  = a;|i 

et  d’après  la  valeur  du  u trouvée  dans  le  n.°  146, 


“ "'?( 

d’où  l’on  conclut 


I -I-  e cos  cv 


\ 


o^B 

ag— «) 


16 


e_y '5wx(3t  — 2g  — c)  vj 


iy’  sm(3{-  2g)p 


/3  3 \ 0-^.g  e,y‘  — 3g  — c)v}. 

\8*j6/  h^\Zi—ag  — c)  ^ 


partant  l’on  a 

AV  = 5 I /'i  i-  _ — c)*'  ? . 

h‘l  \8  16  8/  A ,‘(3i  — ag  — c)  ( 

La  valeur  de  s trouvée  dans  le  n.°  143  donne 
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1 8o 


. 3 y.  ^ — c)t> 

r,  - 8 ’ 


et  par  conséquent 

ds  3 

a„  = r.g<=°^ê^-^ü 


(ii-g- 


\ y,  im(3t  — g — c)v 
b, "[Zi  — ig  — c) 


ds' 


Donc , en  formant  la  fonction  ■**  ■*■  ^ > viendra 

df*  <r'Bfjf'\\^lg(Zi  — g — c)\  . 

‘-g-  v,3-»«-5 ^^<'"(3- =«-')>■. 


et 


Donc,  en  multipliant  cette  valeur  par  la  précédente  de  A*«*,  nous  aurons 

.1  ai  //  1 ds'\  tr'i,  3„  a - /9-  .) 

hu  y 57)  = * A,X3i-2g-c) ^ «-y.  «n(3t-2^-c)^, 

d’où  l’on  conclut 

^ 3i  ht(ii-:sg~c)  ««liit-ag-clv. 

Tel  est  le  terme  qui  a été  omis  par  M.  de  Laplace  dans  le  calcul  de 
la  fonction  P.  Eu  le  rétablissant  l’on  aurait 


au  lieu  de  f|,  et  par  conséquent  un  coefficient  numérique  qui  diilerr 
beaucoup  du  nombre  — ^3^^  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n.°  1S4. 

160.  L’on  ne  saurait  donc  trouver  la  source  de  la  discordance 
déclarée  plus  haut,  que  dans  l’emploi  de  l’équation  désignée  par  (T) 
dans  la  Mécanique  céleste  (tome  premier,  page  2S6  ),  laquelle  est 
appliquée  à cette  recherche  par  M.  de.  Laplace  sans  avoir  égard  à 
l’influence  de  tous  les^  termes  qu’elle  peut  donner. 

Ce  cas  particulier , et  l’autre  relatif  à l'argument  (2^  — 2c)  v sont 
propres  à mettre  en  évidence  les  dangers  auquel  l’on  s’expose  lorsque 
l’on  veut  appliquer  l’équation  {T)  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Pour 
en  dériver  des  résultats  mathématiquement  exacts  dans  Us  termes  d'une 


I 
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forme  et  d'un  ordre  déterminé,  il  faudrait  considérer  la  totalité  des  fonc- 
tions qui  entrent  dans  cette  équation  sous  sa  forme  finie.  Mais  alors 
les  termes  en  grand  nombre  de  Tordre  du  carré  et  des  produits  des 
forces  perturbatrices  qu’il  est  indispensable  de  développer,  rendent  à 
l'équation  (7’)  toute  la  complication,  qui  demeure  en  quelque  sorte 
cachée , lorsque  Ton  borne  son  application  au  calcul  des  termes  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  seule- 
ment; ou  bien  à certains  cas  singuliers  dans  lesquels  par  une  heureuse 
combinaison  il  s’opère  une  destruction  complète  entre  les  termes  du 
meme  ordre  produits  par  d'autres  fonctions  qui  ne  sont  pas  explicite- 
ment renfermées  dans  l’équation  employée  par  M.  de  Laplace.  Les 
détails  exposés  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe  au  sujet  du 
coefRcient  de  l’argument  (g  — i)v  nous  fout  penser  que  cette  af>- 
plication  de  l’équation  (T)  offre  un  exemple  de  ces  cas  singuliers. 

i6i.  L’analyse  précédente  donne  aisément  les  deux  termes  princi- 
paux affectés  des  argumens  (3i  — 2g)v,  (3i— 2^— c)i<  qui  entrent 
dans  l’expression  du  rayon  vecteur  r.  Pour  cela  remarquons  que  Tou  a 

r = _ ft*(t  -*■  yy)  < ^ ecot(v—ti)  ) “ 

U (T  ( -i-ss)  ) ' 

ou  bien , en  développant , 

r = ^ L _ e cos(v~m)y 

Maintenant,  si  Ton  substitue  pour  S-A’(i  yy)  ■ S-e*,  S-ecoi(v  — sr) 
les  valeurs  trouvées  dans  les  a°‘  144  et  146,  Ton  obtiendra,  en  conser- 
vant seulement  les  termes  divisés  par  (3i  — ig  — c), 


a"B  (k  3 y,*  fin  (3i  — ag  — e)  v 3 y‘sin(3i  — 3g)  v} 

A/  f\6  3»  — 3g  — c 16  3i  — 3g — e ^ 


Il  ne  serait  pas  aussi  facile  de  conclure  cette  valeur  de  r de  l’équa- 
tion ( Voyez  n.®  21) 

•'li.  — ( '-su- 


i rf  ./■"  <r  tfu  rj-n~ 


dû 
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11  est  vrai  que  M.  de  Laplace  a employé  ce  dernier  procédé  dans  le 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  (page  253)  pour  chercher 
le  premier  terme  de  r affecté  de  l'argument  (g  — i)  p ; mais  la  facilité 
que  l’on  rencontre  dans  ce  cas  particulier  tient  à l’isolement  de  cet 
argument;  tandis  que  l’on  ne  peut  avoir  le  coefficient  de  l’argument 
(3i  — 2^  — c)p  sans  considérer  en  même  tems  l’argument  (3i  — 2e)p. 
Au  reste  il  n’est  pas  inutile,  pour  la  théorie,  de  faire  observer  que 
même  pour  l’argument  {g  — i)v  le  calcul  n’est  aussi  facile  qu’on 
le  voit  dans  la  page  citée  plus  haut,  qu’en  vertu  de  l’omission  d’un 
terme  dont  il  est  nécessaire  de  tenir  compte. 

En  effet,  suivant  le  calcul  exposé  par  l’auteur  dans  cette  page,  la 
perturbation  Sr  du  rayon  vecteur  devrait  être  déterminée  par  cette 
équation 


(i)..  O 


d'-rdr 

~d?~ 


r9r 

' 


(a  — 3)  (ap  — - a(}))  sin  \ cos  cos{gi>  —fv—è). 


Or  il  est  évident  que  par-là  l’on  tient  compte  seulement  de  l’effet 
direct  Mais  avec  une  légère  attention  l’on  reconnaît  la  nécessite  de 
considérer  en  outre  les  termes  du  même  ordre  donnés  par  la  fonction 
— — (t  — 3^*)  rapportée  au  fond  de  la  même  page.  En  égalant, 
pour  un  moment,  cette  fonction  à R,  l’on  en  déduit 


= - m'u^  r^s  Sî  — ^ m'u^r  Sr  ; S-r  = Sm'u^r^  sSs  — rtî  lî^rSr , 
et  par  conséquent 

2^-dR  — (>mîu^r‘sSs  — am'n'^rSr  . 

Donc , eu  faisant  ici  rrtU^r’^  = m*,  s = y sin(gv  — 6),  et 


Ss  = 

nous  aurons 

2fS.dR^Sr(^ 


{ap  — ^af)  D' 


ér-  » 


-T  sin  X cos  X-y  sin  f v , 


— ^ - ^ sin'KcosK-y cos(gv—fv—&)  — i 


ou  bien , en  prenant  g — i 


^ A 

%m  , 
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=—  iin>.cosK-y  cos{gv  — fv  — — ^ 

Il  suit  de  là  que  au  lieu  de  l’équation  (i)  l’on  doit  prendre  celle-ci 


(2)..o  = * ( I- ani’)  ^ * (a-3-4) (ap-  ^a(fi)  ~ysin\co$\cos{gv-f^-è) 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant  et  faisant  ^ = i , 

rSr  = 5(ap  — ^ a(()) /)“  y sinX  cos  X cos(gv  — fv  — ô)  . 

M.  de  Laplace  a senti  dernièrement  la  nécessité  de  cette  correction  , 
car  nous  voyons  qu’il  a publié  cette  même  valeur  de  rSr  dans  la 
Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (page  3o3)j  et  sans  doute 
son  intention  était  de  rectifier  ce  passage  de  la  Mécanique  céleste. 

162.  Avant  de  terminer  ce  paragraphe  il  ne  sera  pas  inutile  d’ajouter 
les  remarques  suivantes.  Nous  avons  trouvé  (Voyez  pages  160,  lf>3) 


s 


U 


a^B  < 3 e,  y,  cos  [Zi  — g — c)p 
A,‘  I 8 3< — îg  — c 

<r*B  e,  y'sin  (3t  — ig  — c)v 

A/  ( 1 6 3t  — 3g  — c 


^ ypos{3i—g)o 

3 y‘sin{Zi  — 3g)v) 
16  Zi— 3g — e ( 


Ces  expressions  s’accordent  avec  celles  données  à la  page  a35  de  la 
Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1828:  mais  en  examinant  de  près 
le  procédé  indiqué  par  M.  de  Laplace  pour  faire  trouver  ce  résultat, 
l’on  reconnoitra  qu’il  ne  subsiste  qu’en  vertu  d’une  égalité  qui  n’est 
pas  parfaite.  En  effet  les  équations  (L)  rappelées  dans  ce  passage 
donnent , en  se  conformant  strictement  au  calcul  exposé  ici  par  l’auteur, 

, . * d'u  rsHey'  sin{Zf — 3g — Zs3s 

(I)  ...  O = 

(^)  •••  ° = ■*^coi(3/-2)v- 

Or,  en  intégrant  l’équation  (a),  telle  qu’elle  est,  l’on  aurait 
î Zifey  cos  (Zf-  g — c)v  Zffy  cos  (Zf— g)i> 

à‘l(3/-g-«)*'^*A‘K3/-g)‘-  .r 
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M.  de  Laplace  écrit,  au  lieu  de  cela, 

S — (3/ — g — e)  P 

‘ ~ — 3g  — c)  ’ 

ce  qui  revient  à changer  — en  2(8/— 2^— c)  ; on  bien, 

à dire  que,  relativement  à cet  argument,  l’on  a l'équation 

^ i a • tY  t'y  c \ 

Probablement  M.  de  Laplace  appliquait  à ce  cas  un  raisonnement 
analogue  à celui  que  l’on  lit  dans  la  page  221  du  même  volume  ; 
mais  il  importe  de  remarquer  que  ce  rapprochement  cesse  d’avoir 
lieu  en  général , pour  les  argumens  semblables  à gv , au-delà  dey 
quantités  d’un  ordre  supérieur  à m^.  De  sorte  que  le  véritable  coef- 
ficient de  i diffère  de  g pour  les  termes  multipliés  par  m'’,  tri,  etc. 

D’après  le  même  principe,  M.  de  Laplace  intègre  l’équation  (1) 
comme  si  l’on  avait 

n ^ 9g^y*«"(3/-ag  — g)  . . 

du'  aA’  (3/  — 3g— c)  h’ 

mais  dans  le  fait  le  véritable  coefficient  de  u diffère  de  c*  au-delà 
des  termes  multipliés  par  m^.  Et  relativement  aux  termes  du  quatrième 
ordre  tels  tjue  m\  rrC'y^,  rne',  il  pourrait  y avoir  une  différence  dans 
les  coefBciens  numériques,  capable  de  rendre  ces  quantités  compara- 
bles à celles  de  l’ordre  précédent. 

Notre  méthode  fait  trouver  ces  valeurs  de  s et  de  u sans  donner 
lieu  à des  difficultés  de  cette  espèce , mais  les  fonctions  des  élémens 
que  l’on  obtient  ainsi  n’en  sont  pas  plus  exactes  ; et  il  faut  absolu- 
ment calculer  les  termes  dépendans  des  puissances  supérieures  des 
forces  perturbatrices,  si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  absolue  des  coef- 
ficicns  qui  affectent  ces  inégalités. 
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i63.  Ces  dernières  réflexions  ont  un  rapport  immédiat  avec  les 
nouvelles  recherches  relatives  à l’argument  (3/ — 2g  — c)<^,  que 
M.  de  Laplace  vient  de  publier  dans  le  livre  XVI  de  sa  Mécanique 
céleste , dont  nous  avons  eu  connaissance  peu  de  jours  après  l’impres- 
sion de  cette  feuille.  Mais , afin  d’expliquer  plus  clairement  en  quoi 
consiste  l’addition  faite  par  M.  de  Laplace  à son  analyse  antérieure  , 
nous  sommes  forcés  d’entrer  dans  quelques  détails  sur  ce  dernier  écrit. 

L’auteur  déclare  à la  page  388  qu’il  assimile  l’argument  (3/-^-c)p 
à l’argument  gv%  et  il  prémet  que  le  coefficient  qui  l’affecte  dans 
l’équation  diflterentielle  en  s du  second  ordre,  ne  peut  pas  être  pré- 
cisément égal  à la  quantité  g^ — i;  il  en  est  (dit-il)  extrêmement 
peu  différent.  Après  cela , M.  de  Laplace , pour  évaluer  cette  différence 
(qu’il  suppose  très-petite),  il  se  borne  «\  exclure  de  la  valeur  de  g^  —•  i 
le  terme  du  quatrième  ordre  — | qui  s’y  trouve  introduit  par 

le  développement  de  la  fonction  — Zmîis^  : de  sorte  que  il  prend 
g^  — I •+•  I m'/’  pour  le  coefficient  du  nouvel  argument,  à l’égard  du 
terme  analogue  à celui  qui  est  multiplié  par  y sin(gi>  — 6)  dans  l’é- 
quation (L")  que  l’on  voit  dans  la  page  22a  du  troisième  volume 
de  la  Mécanique  céleste. 

Cette  modification  de  la  quantité  — i est  effectivement  néces- 
saire et  nous  en  avions  déjà  clairement  indiqué  le  principe  dans  un 
Mémoire  publié  dans  le  quatrième  volume  de  la  Correspond.  Àstron.  du 
Baron  de  Zach  (Voyez  page  27*).  Mais  dans  ce  même  Mémoire  nous 
avons  en  outre  fait  remarquer  qu’en  assimilant  ainsi  à ^ — ô des  argu- 
mens  semblables,  il  fallait  modifier  convenablement  le  coeflScient 
si  l’on  voulait  rendre  la  correction  exacte , du  moins  pour  la  totalité 
des  termes  du  quatrième  ordre.  Donc  en  réduisant  à 

l’équation  posée  au  commencement  de  la  page  226  du  troisième  vo- 
lume de  la  Mécanique  céleste , nous  aurons 

(2\  rt  g — e‘)  — 

' ' ' * * ' — 3 4^  — g*  -f  m(8  — 4g)  — I-  OT* 

et  il  faudra  remplacer  g par  Zf—g—c.  D’après  cela,  si  l’on  observe 

Tome  I. 
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que  Tou  a = ni  -*■  etc. , et 

3/-&-C  = == 

l’on  trouvera , en  négligeant  les  quantités  du  quatrième  ordre , 
B = 3ni  ( 1 — am*) 


OU  bien  , en  développant , 
(4)  ■ 


La  même  équation  (3),  si  Ton  y fait  ^ = i |m 
n — 3m (t  — ?w*) 

“ O/.  I s?  1 


m , 


donne 


8(1  — Am— Sm*) 

OU  bien  , en  développant , 

(^)  . • • • "i  ~ 8 

Donc,  dans  la  fonction  de  m, 

im‘{3~-nm  — g)  (g-*-m)  „ (c) 

“ » -» 

1 — m * 

qui  fait  partie  de  l’expression  de  g’  — i , il  faudrait  changer  g 
en  1 •*’  rr^  etc. , et  poser 


n (c)  3^.15 

= 5'"'*'ê3'” 


• etc. 


pour  la  rendre  applicable  à l’argument  (3/  — g — c)  v.  Or , en  con- 
sidérant seulement  les  quantités  qui  ne  passent  pas  le  quatrième  ordre, 
il  est  clair  qu’on  peut  opérer  ce  changement  en  ajoutant  à la  valeur 
de  g‘  — 1 le  terme  Ainsi,  en  réunissant 


ce  terme  à celui  qui  est  donné  par  la  fonction  — 3m’AV,  il  en  ré- 
sulte quil  faut,  dans  le  cas  dont  il  est  ici  question,  remplacer  g‘  — i par 

Telle  est  la  première  correction  qu’il  convient  de  faire  au  procédé 
par  lequel  M.  de  Laplace  obtient  dans  la  page  389  du  livre  XVI 
l’expression  de  la  perturbation  en  latitude  ayant  pour  argument 
(3/— g — c)v. 
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164.  Considérons  maintenant  le  terme  de  l’éqnation  différentielle 

en  U,  ayant  pour  argument  {3f~-zg)v.  M.  de  Laplace  déclare  dans 
la  page  386  du  livre  XVI  qu’il  assimile  cet  argument  à l’argument  cv— or. 
Et  d’après  des  idées  tout-à-fait  analogues  à celles  qui  sc  rapportent  à 
l’équation  en  s,  il  reconnaît  la  nécessité  de  modifier  le  coefficient 
— (i— c“)  du  terme  — (i  — c’)*eco5(cv  — w),  si  l’on  veut  le  rendre 
applicable  à l’argument  (3/ — 2g)v.  La  modification  opérée  par  M.  de 
Laplace  se  réduirait,  dans  le  fond,  à exclure  de  la  valeur  de  —(1  — c’) 
le  terme  — qui  s’y  trouve  introduit  par  le  développement 
de  la  fonction  • Mais  M.  de  Laplace , au  lieu  de  changer  sim- 

plement — (1  — c’)  en  — ( I — c“)  -t-  ^ tne'  (comme  cela  résulte  de 
son  raisonnement),  il  change  le  facteur  en  et  en- 

suite il  remplace  ^ ^1“  par  1 — c\ 

Or , dans  le  cas  actuel , où  il  est  principalement  question  d’un 
effet  qui  dépend  des  modifications  qu’il  faut  faire  subir  à plusieurs 
termes  de  la  série  qui  exprime  la  fonction  des  constantes  désignée 
par  c , il  n’est  pas  permis  de  substituer  au  seul  premier  terme  | m.* 
la  valeur  totale  de  la  série  | ^ etc.  sans  faire  voir 

que  le  calcul  des  termes  ultérieurs  rend  légitime  un  pareil  change- 
ment C’est  ,en  cela  que  consiste  la  véritable  difficulté  dans  cette 
recherche , et  il  nous  parait  qu’elle  est  loin  d’étre  surmontée  par 
des  considérations  aussi  simples.  Et  la  phrase  II  lui  serait  même 
égal  si  etc.  émployéc  par  M.  de  Laplace  dans  le  rapprochement  des 
deux  termes  dont  il  s’agit  ici  nous  semble  tellement  contraire  aux 
véritables  progrès  dans  la  théorie  des  perturbations  de  la  Lune,  qu'il 
conviendrait  de  s’en  abstenir,  même  dans  le  cas  où  les  combinai- 
sons des  calculs  rendrait  cette  égalité  rigoureuse  ; puisque , par  le 
fait,  elle  n’est  point  démontrée  par  la  considération  indirecte  de 
l’auteur  au-delà  du  premier  terme.  11  faut  absolument  s’engager  dans 
un  calcul  beaucoup  plus  épineux,  si  l’on  veut  connaître  au  juste 
l’expression  de  la  modification  qu’il  faut  faire  subir  à la  quantité  -(  i -c’). 

165.  Pour  ne  point  passer  sous  silence  tout  ce  qui  tend  à éclaircir 

cette  analyse,  il  importe  aussi  d’observer  qu'à  la  rigueur  il  faudrait 
en  outre  modifier  la  valeur  du  coefficient  par  un  motif  semblable 
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ù celui  qui  a rendu  nécessaire  dans  le  cas  précédent  la  correction 
du  coefficient  En  effet,  si  l’on  réduit  à 

^ 4 ^ — ca' 

l’équation  qui  détermine  le  coefficient  (Voyez  page  2iS  du 

troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste),  l’on  en  tire  (en  posant 
c = I dans  le  coefficient  de  3m“) 

y (I)  _ 3m*(4  7m) 

• — 3 4e  — c’  -4-  m(8  — 4c)  — ^ m* 

Or,  en  changeant  dans  cette  expression  c en  3/— 2^,  et  remar- 
quant que  l’on  a 

c = I — joi’ — etc.;  3/— 2g  = i — | m* ^ m* etc. , 

il  devient  évident  que  la  valeur  de  développée  smvant  les  puis- 

sances de  m,  sera  différente  dans  ces  deux  cas  au-delà  du  premier 
terme.  Mais,  si  l’on  s’abstient  d’exécuter  ce  développement,  les  deux 
valeurs  de  approcheront  davantage  de  l’égalité , en  vertu  de  la 

circonstance  qui  rend  la  valeur  arithmétique  de  c fort  approchante 
de  I — I rn.  Ainsi  en  prenant  dans  ces  deux  cas  la  même  valeur 
pour  l’on  commet  à la  vérité  une  erreur;  mais  cette  erreur  ne 

saurait  se  faire  sentir  qu’au-delà  des  quantités  du  quatrième  ordre , 
du  moins  dans  le  sens  arithmétique. 

Il  nous  parait  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen , puisque 
nous  voyons  que  M.  de  Laplace  calcule  de  nouveau  le  coefficient 
affecté  de  l’argument  (3/ — 2g  — c)v,  qui  entre  dans  l’expression  de 
la  longitude  de  la  Lune,  en  supposant  vraie  l’équation  J%-dR  = o, 
ce  qui  est  directement  contraire  à tout  ce  que  nous  avos  démontré  à 
ce  sujet  dans  ce  paragraphe. 

Par  la  même  raison  nous  ne  discuterons  pas  l’addition  que  M.  de 
Laplace  a fait  à son  calcul  antérieur  du  coefficient  de  l’argument 
(g  — f)v  qui  dépend  de  l’aplatissement  de  la  Terre.  Nous  ferons  seu- 
lement remarquer  que  l’auteur  admet  au  moins  dans  son  nouveau 
calcul  ( Voyez  pages  399  et  400  du  livre  XVI)  l’existence  de  plusieurs 
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fonctions  capables  de  produire  un  coefficient  de  la  forme 
tandis  que  dans  .son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  tems 
pour  l’année  1834  il  avait  affirmé  que  l’on  a nécessairement  H = o 
( Voyez  page  804  de  ce  dernier  volume  ).  Cependant  nous  avons  déjà 
publié  nn  résultat  contraire  dans  la  page  3i*  du  quatrième  volume 
de  la  Correspondance  du  Baron  de  Zach , où  nous  avons  avancé  que 
l’on  a H = — g.  M.  de  Laplace  trouve  maintenant  //=-*•  | (Voyez 
page  400  du  livre  XVI  ) ; mais  il  sera  prouvé  dans  cette  théorie  de 
la  Lune , que  ce  dernier  coefficient  de  M.  Laplace  est  en  réalité  d'un 
signe  contraire  et  trois  fois  plus  petit  que  le  véritable. 

S 6. 

Variations  séculaires  des  élémens  de  l'orbite  de  la  Lune 
dues  aux  variations  séculaires  des  élémens  de  l'orbite  du  Soleil. 

166.  Considérons  toujours  les  quantités  y,  y,  e,  t comme  du 
premier  ordre , et  en  poussant  les  développemens  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement  à l’égard  de  ces  quatre  élémens  des  deu.x 
orbites,  proposons  nous  de  trouver  la  partie  séculaire  (c’est-à-dire  la 
partie  indépendante  des  longitudes  v et  v)  renfermée  dans  l'e-xprcssion 

générale  des  six  fonctions  1 1 ~~  i • Ce  degré 

O dv  dv  av  at>  e»dv  dv  ° 

d’approximation  suffit  pour  mettre  en  évidence  l’e.xistence  de  ces  per- 
turbations, et  pour  en  calculer  le  premier  terme.  11  est  vrai  que  le 
calcul  des  termes  suivons  ne  peut  pas  être  négligé,  lorsque  l’on  a 
pour  but  de  former  une  théorie  capable  de  satisfaire  aux  observations 
très-éloignées  de  l’origine  du  tems*,  mais  il  ne  convient  pas  de  s’en- 
gager dans  une  telle  recherche  au  moyen  des  formules  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  La  méthode  générale  par  laquelle  nous  dé- 
terminerons directement  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  est  plus 
propre  à faire  connaître  les  termes  qui  dépendent  des  puissances  su- 
périeures de  la  force  perturbatrice.  Cependant , pour  répandre  un  plus 
grand  jour  sur  cette  méthode , il  est  utile  de  la  faire  précéder  par  ces 
recherches,  qui  ont  l’avantage  d’assigner  la  forme  de  certaines  fonctions 
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des  élémens  sur  lesquelles  il  importe  de  diriger  particulièrement  l’at- 
tention. L’on  apprend  par-là  à connaître  le  caractère  inhérent  aux 
fonctions  qu’il  s’agit  de  déterminer,  et  l’on  sait  d’avance  ce  que  l’on 
doit  faire  pour  comprendre  dans  les  procédés  d’uu  même  calcul  le 
développement  des  fonctions  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil  qui  sont 
susceptibles  d’être  considérablement  modifiées  par  les  intégrations  qu’il 
faut  exécuter  sur  la  partie  variable  et  séculaire  de  ces  mêmes  élémens. 
Toutefois  ne  perdons  pas  de  vue  que  dans  ce  paragraphe  il  est  seulement 
question  des  termes  séculaires  qui  dépendent  des  élémens  de  l’orbite 
du  Soleil,  et  que  l’on  fait  abstraction  de  ceux  qui  dépendent  du 
mouvement  du  nœud  et  du  périgée  lunaire , quoique  ces  inégalités 
•soient,  par  leur  origine  analytique,  analogues  à celles  que  l’on  nomme 
séculaires. 

167.  Cela  posé,  reprenons  l’équation 

dv  u*dv 


qui  détermine  la  variation  de  la  constante  arbitraire  h^.  La  valeur 

dÙi 

de  la  fonction  , relative  à l’action  du  Soleil , a été  donnée  dans 

le  n.®  27;  mais,  comme  il  s’agit  ici  d’avoir  seulement  les  termes  in- 
dépendans  des  angles  v et  v qui  ne  passent  pas  le  second  ordre, 
l’on  peut  réduire  son  expression  à celle-ci 


dû, 

u‘dv 


s.nru'j 


Or  nous  avons  s = y sin  (t>  — 6)  ; et  d’après  le  n.°  46 
s'  = y'5w(p'— d');  ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 


3 jV’ii'i 


U' 


yy'sin(ô  — û') . 


L’expression  de  renferme  un  terme  semblable.  En  effet  nous 
avons  l’équation  ( Voyez  n.®  68  ) 

d/  cos(v-ê)i^  dû  ? 

I % ' 

donc  en  y faisant  ( Voyez  n,®  27  ) 
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et  négligeant  le  terme  du  troisième  ordre  donné  par  la  fonction 
il  est  évident  que  l’on  a 

dv  3 , . .. 

1 68.  Si  l’on  remarque  maintenant  tpte  l’expression  de  ^ posée  dans 
le  n.°  68  renferme  la  fonction 


acor(p  - aeycoi(v  - 

l’on  en  conclura  d’abord  que  l’on  a 

de  / 9 3\  3 .3Tu'*  , , \ • /&  eu 

= (-|-j)Â^'rr*w(Ô-Ô)---^'î7C05(v-tîr)5w(ô-ô). 

Donc  en  faisant  dans  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette 

t A® 

équation  , et  dans  le  second  terme 


I 4A*  , V 

Ü4-  = -^•eco5(v  -ttr), 

de  / 9 3 a\  Af'u'W  1 ■ /a  a/» 

r^:  = (- 1 î 3)- yr««(d  - 6') , 


il  viendra 


ou  bien 


JTÂ  ^ -t-TÂ—nsinid-ô). 

169.  Réduisons  Fexpression  de  ^ posée  dans  le  n.”  68  à 
d^  3 . . ..  Aâf|\  e A a 9 i \ 3 / \ 


<r‘  ' a'  ' <r 

\ 

D’après  les  formules  du  n.®  ay  nous  prendrons 

ZM'u" 


a 


(I) 


- i'coi(v  — v)  . 


Maintenant , si  Fon  remarque  que  l'expression  de  rapportée  dans 
le  n.®  26  renferme  la  fonction 


Jiru”.  „,_i  M'u”  , K 


— 3 ^ ( I r”)“  > {is  co5(p  — p')) 
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OU  prendra  dans  le  cas  actuel 


îî. 


(») 


ou  bien 


a ' 

a f 

3 ts'cos{v  - 

-2, 

a 

'^)  - 3 

u' 

ss’cos{v  — 

I - 

9 U * 2/  / 

- 1 y sin{v  - 

-6')  = I- 

.9  y" 

4/  » 

et 

sub- 

dans celle  de 

dv  ' 

ou 

aura 

0 A 

0 

3 

M'u'Vi' 

-4’' 

t?) 

Maintenant , si  l’on  fait  dans  le  second  terme  de  cette  valeur 

I 3/.‘  , , 

-,  = --^■ecos(p-ar). 


et  dans  les  termes  du  second  ordre  u 


I 


il  viendra 


df Ar/i’*  /33  a 

dv  ^ 


a 9 »a\  at 

^ -4>' 


1 70.  Pour  développer  le  premier  terme  de  cette  expression  , il  est 
indispensable  d’avoir  la  valeur  de  u en  fonction  de  la  longitude  o 
de  la  Lune. 

Les  formules  (2)  et  (3)  trouvées  dans  les  n."  46  et  47  donnent 
en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

«'  = 1 -+•«'“  -t-  i écoi(y — i')  — ^/”cof(2i>'  — aô'^  I 

n'(f  f)  = V — 2e'sin(f'—  t')  ^£”««1(21/  — 2t')  ^y''sin{2v  --  26'). 


Actuellement,  pour  avoir  t>  en  fonction  de  v,  il  faut  éliminer  c 
de  la  dernière  de  ces  équations  au  moyen  de  l’expression  de  t f 
posée  au  commencement  du  n.°  63.  Cette  dernière  équation  devient 
t-t-f  = J'A’dv , en  omettant  les  termes  périodiques  qui  ne  peuvent 
rien  donner  dans  le  cas  actuel,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  voir  avec 
une  légère  réflexion  sur  la  marche  même  du  calcul  que  nous  allons 
exposer.  H suit  de  là  qu’en  substituant  pour  J'A'dv  sa  valeur  trouvée 
dans  le  n.®  64,  et  négligeant  le  carré  de  l’intégrale  J’d'Sl,  l’on  a 
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• / = 1/(t)  l/(ï)  • 


où  l’on  sait  que 


à' SI  = ^ dv  ^ du 
au  du 


d*  A* 

La  valeur  de  trouvée  dans  le  n.®  167  nous  montre  d’abord  que 

dans  la  fonction  ^dv  l’on  a le  terme 
dv 

— - • rr  • 

Pour  avoir  le  terme  analogue  renfermé  dans  la  partie  ^ du  ^ds , 
remarquons  que  les  équations 

jn.  S dù  I U dû  f»  dû  s dû 

(')  U du  u'  ds  ' ^ du  M A 

posées  dans  le  n.®  61  donnent 

S = ^ 

Cela  posé  il  est  clair  que  d’après  les  formules  du  n.®  37  l’on  a 

s rv  J f . t\  J 

U — • * coj(p  —v)ds. 

II  suit  de  là  qu’en  faisant  dans  cette  expression 

- s'  =>  y' sin(d  — 6'),  ds  = yœs(v  — 6)di> 

l’on  obtient  dans  la  valeur  de  ^ds  le  terme 

dt 

X~Hr  un{6  — 6)dv. 

Ce  terme  détruit  donc  exactement  celui  qui  se  trouve  dans  la  valeur 
de  -T—  dv. 

dv 

n est  d’ailleurs  évident  que  la  fonction 

— us  • ds  = ~ J ■ • y'  (a V — aô)  • dv 
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ne  peut  donner  aucun  des  termes  dont  il  est  ici  question.  Et  si  l’on 
remarque  que  la  valeur  elliptique  de  u donne  (Voyez  n.°  6o) 

du  ci  sds  . / . > 

dv  h\i fY)(dn>>^(i ss)  ' ^ 

l’on  verra  aussitôt  qu’il  est  impossible  d’avoir  des  termes  semblables 
dans  la  valeur  de  la  fonction  — du . Ainsi  il  est  démontré  par-là 
que  dans  l’expression  de  d'Q  l’on  a 

\4  “ 4 j — ô')  ip  = O . 

171.  Nous  avons  vu  dans  le  n.®  108  que  la  même  fonction  d'O, 
renferme  ces  deux  termes 


M'iJ^  / 1 
U*  'a 


Af'u'» 


U 


sds^ 


lesquels,  en  y supposant  ù quantité  absolument  constante  et  égale 

à ~ , donnent 
a!  ’ 


a,  ^ {ss  — I)  ^ 
(T a'*  * ï7 


Donc,  en  substituant  pour  5 et  n leur  valeur  elliptique,  et  prenant 

e cos{v  — or) 5 = I — - y*  ^ -e\ 

l’on  obtient 


M'a, 

a<r*a'’ 


OU  bien 


- = - 


M'a. 


a(T*a' 


/s 


En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  t ~*-f  posée  plus  haut , 
nous  aurons 


-y 

a ' 


Donc,  en  nommant  P la  partie  variable  et  séculaire  renfermée  dans 

la  fonction  ^ ^ ^ 7*  | e*) , et  faisant  pour  plus  de  simplicité 

M'ah,*  9 , 1 O 

—3^,,-  = m , et  comme  dans  le  n.®  109 
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l’on  anra 


^ = |/(ÿ)  • i <)l 


ou  bien,  en  multipliant  par  n,  et  négligeant  le  terme  multiplié  par  m^ 
n(t  •*■/)  = ^ my'Pdv. 

17a.  En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  -, 
et  posant  ^ = m , il  en  résulte 

n'(c  -»-  /)  = wM>  ^ m*m  fPdv. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  Ton  a l’équation 


n'(t+/')  = 1^'— ae'jM»(i>'— t')-*- ^£"5tn(ai^'— ar') -I- ad'). 

Donc,  en  éliminant  la  variable  t entre  ces  deux  équations,  et  posant 
pour  plus  de  simplicité 

A = n'(/-'  -/)  I m’m  -fPdv , 

nous  aurons  ^ 

d c=  mp  -*•  A-t-  ie'àn(y'  — t')  — ^ e'*fm(ap'  — ar')  — i y'*5in(ap'  — ad') . 

Maintenant,  si  l’on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  p'  à l’aide  de 
la  série  de  Lagrange,  l’on  trouvera,  en  négligeant  les  quantités  du 
troisième  ordre, 

p'  = mp  A -4-  is'sin(mv  -t-  A — r*) 


-f-  ^ f''nn(amp  aA  — ar')  — i y'*iin(amp  -*•  aA  — ad'). 


Il  suit  de  là  que 

('cos(d  — t')  = e'coslmv  f A — t'  a£'sin(mt>  A — r')] , 
d’où  l’on  conclut,  en  développant  le  cosinus. 
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tcos{v  —t)  =1  — ï“  -t-  f'cos(mt>  -I-  A — r')  -*•  e'*cos(imo  aA  — ar'). 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  uf  (Voyez  n."  170), 
et  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre 

y"coi(at>'  — aô')  = ■/^cos(2mo  -t-  aA  — aô') , 

l’on  trouvera 

u'  = ^ I ê'cos(mv  A — r')  -t-  €“cos(amo  -t-  aA  — ar') 

— 1 ■y"cos(2mi>  -+-  a A — aô')  | • 

173.  Revenons  maintenant  à notre  objet,  c’est-à-dire  au  dévelop- 
pement de  la  fonction  qui  entre  dans  l’expression  de 

En  négligeant  les  quantités  périodiques,  U est  clair  que  nous  avons 

= ^(i |l^i-*-x»-»-ecoi(v  — =i-t-3c*— 
et  par  conséquent 

ou  bien 

<r»a»  - U ^ a * 4I'  ”*  4^  ;• 

En  substimant  cette  valeur  dans  celle  de  U viendra 

Nous  avons  vu  dans  le  n.®  171  que  l’on  a Féquation 


Donc , en  y substituant  pour  / la  valeur  que  l’on  obtient  en  intégrant 
l’expression  précédente  de  V •>  il  viendra 
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T ' Æî/^’'  ‘^‘’- 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  équation;  mais  avant  de  la  dé> 

velopper  ultérieurement  il  est  nécessaire  de  former  les  expressions 

séculaires  de  ^ et  ^ • 

<A>  dv 

174.  Observons  avant  tout  qu’en  posant  pour  un  moment  l’équa* 
tion  (Voyez  n.®  68)  ‘ 

t 

et  prenant  ensuite  ' 

I 3A*  , . 1 4/1*  y . 

-,<=  --^-ecosiv—a)  -,  ^ - ~.ecos{v-nr), 

il  en  résulte 

Si  l’on  considère  de  nouveau  le  calcul  exposé  dans  le  n.®  77,  il  est 
facile  de  voir  qu’en  y faisant 

^ 1-3(1-77 -»-|e’)ecor(v-w)| 


l’on  obtient 

da  3 , 


\-n-  , .3 5 3,  10  ja  u-n-  , , . 

T-(^-*-n)  — ^C0i(av  - a®) 


de 


^ /{  a 


iS  Af'u”A‘ 


Donc , en  réunissant  ces  deux  parties  de  l’expression  de^  ^ , l’on  aura 

? = r ^ ‘ + O . / - 1 7'*  i O - ¥ • ^ yr'co5(d  - ô') 

' ' ' ' ' ^ i5  M'u'^A‘  ' , , 

H-  — • — ^ — cos(av  — aw). 
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Ainsi  il  est  nécessaire  de  calculer  les  termes  séculaires  renfermés  dans 
le  produit  u' co5(2p'— aar):  ’ — ; S' 

La  valeur  de  u'  trouvée  dans  le  n.^  172  donne 

I . ... 

^ I ï ^ 4 ^ ^'^cos{^mv  2 A — 2r') 


— ^ y“co5(2mp  2A  7-  2Ô')  I 


A l’aide  de  l’équation 


t>  = mp  t< 


A 2e'sin(mv  A — •+■  -f'*5w(2mp  2A  2t') 

4 


— iy'*im(2mp  2 A — 26') 


trouvée  dans  le  même  numéro , l’on  obtient 

cos{i.u'  — 2tsr)  = ( I — 4e”)  cos(2mv  2 A — 2®)  — 2£'eos(mv  A m-t'  — 2ur) 

3 I 

^ - e'*C05(2QT  — 2/)  - y”c05(2W  — 2Ô')  . 


Gela  posé,  il  est  clair  que  l’on  a 

u'^C05(2p'  — 2til7)  = ^ e'^C0s(2X!f  — 2t') 

' ■ i (i  " I)  - aô')  ; 

ou  bien 

* • i 

u%os(2v'  — 2tv)  =3  — ^ J e\os(2‘tff  — 2/)  1 y”  005(2 t«r  — 2Ô')  5 • 

Donc , en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de'  ^ obtenue  plus  haut, 
et  faisant  dans  le  premier  terme 


l’on  trouvera 


d<a 

dv 


M'hf>  ( 3 / 
<rV’^4  V 


- M<hf> 

c'a'* 


I ~ b'^cos{2Vs  — 2t') 


o-/*f|e*)-»-^>7'co5(ô  — ô')^ 
5a  ""  aô')  ^ • 
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1 7S.  Pour  former  l’expression  analogue  de  y ^ » remarquons  d’abord 
qu’en  faisant  dans  l’équation 

“(I) 5COS(p-p);  — = — — sssin(v-v) 


(Voyez  n.“  68  et  27),  l’on  obtient 
dfl  3 


- I • • ■»'  j - ‘>'-0)  I >in(y'  - ô)  j ; 

mais  s'  = y'sin(t>'  — 6')  , partant  nous  avons 


^ “ r “ î ~ -6-6')-  C0î(2v'-  ô - ô')|  • 

♦ dB 

D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.“  7S , la  valeur  de  y j-  doit  aussi 

renfermer  la  fonction 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

^ S ‘ -coî(2v  - aô)  - cos(2v'  - 2Ô)  J 

^ ~ ^y“)coi(ô— 6')  — cos(av— ô— 6')  — coi(av'— 6— ô')|- 

n faut  maintenant  développer  le  second  membre  de  cette  équation  en 
conservant  les  termes  séculaires  du  troisième  ordre  afin  d’avoir , après 

dB  • 

la  division  par  y,  la  valeur  de  ^ exacte  jusqu’aux  quantités  du  second 
ordre  inclusivement. 

176.  Pour  obtenir  les  termes  donnés  par  la  fonction 

5 ‘It^  ) y co5(av  — 26)  — y'cos(2P  — 6 _ 6')^ , 
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il  suffit  d’y  faire  , 

j_  ^ (/777s *e coi(t>-CT))~'*  = ^ j/co<(at>-2fl)-«-5e*co5(a<»-agr)?< 

1^4  \ ' (T  ^ ^ 

' ' rfô  * 

ce  qui  change  l’expression  précédente  de  y en  celle-ci 

^y_ycoi(2p'-2Ô)*y'co«(av’.-ô-Ô')-(i -|/)y'coi(â-ô')| 

* 3 j /^y/cos(6  - 6')  - 5y'e’coi(a«r  - 6 - 6')  | • 

Or,  en  changeant  successivement  2or  en  2â  et  ô-hô'  dans  la  valeur 
de  u'’co5(2v— 2w)  trouvée  dans  le  n.®  174,  il  est  évident  que  l’on  a 

, l 

u'^CÔs(2v'  — 2Ô)  = — j ï“cOs(2Ô—  2t')  h-  Ç COs(2Ô  — 2Ô')  | 

u'^ cos(av'  — ô — ô')  = — ^ ^ €“coj(ô  ô'  — 27-')  -4-  cos(ô  — ô')  I • 

Donc , en  substituant  ces  valeurs , nous  aurons 


S = “ r SS  ‘ i ~ \ 

3i  y’  - s - T - «') 

. J-yv'^cos(2Ô  — 2Ô')  — -ye"cos(2Ô  — 2r')  ■+■  \y'e'^co$(è  -*-ô' — 2r')! 
3a  ' ' ' 4 4 J 

Cela  posé,  si  l’on  fait  dans  le  premier  terme 


M'h!> 

o*a'^ 


il  viendra 


</9  _ M'h*- 
^ dv  <r*a’^ 


3 ra 

-N  - C -4- 

a 

3 fa\ 

î') 

il 

■^ry)‘'(ï 

^5e* 

-^0 

a 

3 ra 

•^r  - 

1 3 ,/, 

3 fa 

7 U 

€ -4- 

a 

•gy  ■ 

5 a\ 


y I A y”c0i(2â  — 2Ô')  * ^ f'*COi (2Ô  — 2r')  | 

y'I  ^f”co5(ô-t-ô'— ar')  — ^e’coî(at!r  — ô — ô')^  . 


Digitized  by  Google 


CnAPITRE  SECOND. 


301 


En  rapprochant  de  cette  équation  toutes  les  autres  que  nous  avons 
obtenues  dans  ce  paragraplie  pour  calculer  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Lune,  nous  aurons  les  résultats  suivans: 


dv  3 M'h'-  , . 

d/i*  3 Af'A*  , . 

3 / 3 ;a  3 fl  5 a\  at  r /* 

--y  *-«) 


dv 

dv 


AT/i^ 


«') 


— ^«'*C05(atir  — 2r')  — |^y^;os(2W  — 26') 
df  ithP  i 3 ,1  3 la  57  > 0 1 31  , 

- - î ‘ 2"  - ^ 8 - 


<Â> 


6')(- 


1 77.  Actuellement,  si  l’on  compare  les  valeurs  de  ■> 
celle  de  il  en  résulte  les  équations 


avec 


rf./i*  ,a  rfy 

_ = - 


</P 


de 

e*dv 


-•y?’ 

a ' (^p 


lesquelles  étant  intégrées  donnent 


(^â)  = y'  - y*  ; 'Log (0  = J (/  - r ’) • 

Donc , en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  retenant  seulement 
les  deux  premiers  termes,  il  viendra 


A*  = V(>  y,*  - y’) . e ==>  e — 2 e,(y  ’ - y’). 

La  partie  séculaire  qui  entre  dans  les  deux  variables  A*,  e sera  donc 
connue  lorsque  nous  aurons  déterminé  celle  qui  se  trouve  dans  l'ex- 
pression de  y*. 

Ces  expressions  de  A’  et  de  e donnent 


A'  = V'(i  - 3y;_3y’); 

Tome  I. 
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M'h!- 


zn 


da 

dv 


= m 


Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  et  posant  = m’,  l’on  aura 

r*)coi(ô  - ô') 

I — y I ^ y"coi(2Ô  — 2Ô')  -H  ^ «'*cor(2Ô  — 2r')  | 

^ y I “ e'’cos(ô  -»-  ô'  — 2t')  — ^ e^’cos  (2w  — ô — ô*)  | 

?=  ;mV^w(ô-Ô'), 

j 5 ( ’ I '^<*)*  T I 

^ ■'  ^ t”‘c0s(2XS  — 2r')  — ^7'*C0i(2W  — 2Ô') 

df  inV»,*(  3 ,1  3 ,1  57  1 g s 31  ■ ,,  ,,,  } 

--h:-*-srr'cos{d-6')  J. 

et  la  valeur  de  (-*•/,  trouvée  dans  le  n.®  1 78  deviendra 

n(t  -^-fy  = P -♦-  va'J'dv  e"  — | y^—  | y*^  -+-  m'Jidv-yy'cosid  — è'). 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  -=  m,  et 
opérant  comme  dans  le  n.°  172,^*00  en  conclura  que  dans  l'équation 

V — mp  A -t-  2r'  sin{m(>  A — t')  -t-  etc. 
l’on  doit  poser 

A = nX/'-f)  * m m/dP  s”  - | | y*) 

m^J'dvyy  cos{d  — ô'). 


La  question  est  donc  réduite  à intégrer  les  deux  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  séculaires  des  variables  y et  é.  Pour  cela  il  est 
d'abord  nécessaire  de  les  transformer  ainsi  qu’il  suit 
178.  Nous  avons  vu  dans'le  n.“  48  que  l’on  a 
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y'*  = * a2iViV' coi[(i'  - i)>  - J3J , 

ï"  = 2/W*  H-  a2Mi(i'coi[(i'  _ ,)t  h-  ic'  - x]  . 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  et  faisant  pour 

plus  de  simplicité 

C = INN'cos  [(i'  - i)  £ -♦-  J?  - J3] , 

H = lMM’cos[{i'  - i)  £ -^  x'  - x]  , 

U = — I a — e"cos(6'  — ar')  | ■> 

[/  = — y'  e^“iw(ata'  — 6')  -t-  e'^sin(d'  — ar') 1 1 
y = — ^ y'^cos  aô'  — e"coî  ar' , 
y‘=  — ~ y^sin  atf  — e'‘sin  ar', 

O 

X = U cos  6 -4-  ü'sin  6 ■*■  y{V  cos  aô  V'  sin  aô), 
nous  aurons  ces  deux  équations 

% = \ mViw(ô  - ô')  , 

y^  = ^ra*|.Y-y(5-*-3^-H^G')^y’(fl'-*-3ff-^  ^C)cos(Ô-6')j. 

Cela  posé,  si  l’on  fait 

y sin6  — P , ycosô  = q, 

l’on  obtient  en  dififérentiant 


dp 

dv 

dv 


ày  • A d6  . 

-J-  sin6  ^y  coso, 

dv  dv' 

dy  a dfl  . * 

£cos6-^ysuid. 
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Donc,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de 
pour  plus  de  simplicité 


K = 

a 3 ’ 


Y = 

r = 


a 

iü'* 


|c)/'coiô', 
^ ^ g C ) y'iin  ô' , 


et  faisant 


P = (y*  y'coî  6')  (Y cos  aô  Y'sin  aô)  ^ (F cot  Z6-*-F'sin  3ô) , 


Q ==  (Y'*  y'sin  &)  (Y  sin  aô  - F'cof  aô)  ♦ ^ (P sin  Zd—F'cos  3ô) , 
il  viendra 

J - \ m\K*  V)p  * ^ m^Vq  = - 1 m’Q. 

179.  Appliquons  à ces  deux  équations  la  roéiliode  d'intégration 
donnée  par  D’Alcmbert.  En  multipliant  la  seconde  par  un  facteur  x , 
et  l’ajoutant  ensuite  à la  première,  l’on  forme  cette  équation 


Z ^'(P  = l m\P—  Qx) . 


Actuellement,  si  l’on  fait 
il  en  résulte 


P -=  Z- qx. 


Z z=  P ^ qx  , 


et 


do 


dz  dx 
dv  ^ dv 


Donc , en  substituant  ces  valeurs , nous  aurons 


i - 5 m-  |(ür  - n*  * i »'■  j - î»-  - î m‘(i:  * (A-  * K).-)  j 

= ^m\P-Qx). 

E suit  de  là  qu’en  déterminant  le  facteur  arbitraire  x de  manière 
que  l’on  ait 
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l’on  pourra  déterminer  r en  intégrant  l’équation 

de  sorte  que,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 
R {K  F)x  , 

l’on  a 

2 = ^ {P-  ^ 

où  C désigne  une  constante  arbitraire,  et  e la  base  des  logarithmes 
hyperboliques. 

Remarquons  maintenant  qu’en  posant  l’équation 
K V'x  * {K  V)x'  = O , 

l’on  en  tire 


« - - 

Or,  en  différentiant  cette  expression,  l’on  obtient  pour  ^ une  quan- 
dV  dK  dV 

tité  de  la  forme  ■*"  sorte  que,  au  lieu  d'avoir 

l’équation 

l’on  aurait 


O 


= A'“ 


dy  dK 


dy 

dv  ’ 


ce  qui  n’est  pas  vrai  à la  rigueur.  Mais , si  l’on  fait  attention  que  les 
fonctions  séculaires  désignées  par  V,  V',  K acquièrent  des  facteurs 
très-petits  par  la  difierentiation , l’on  accordera  sans  peine  que  l’on 
peut  regarder  comme  suffisamment  exacte  la  valeur  précédente  de  .T. 
i8o.  Cela  posé,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité. 


— y 

a(X-*-  y)  ’ 


y 


K 

Kf  y 


Digitized  by  Google 


ao6 

nous  aurons , 


THÉORIE  DÜ  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE, 
en  distinguant  les  deux  valeurs  de  x , 

X = a -I-  b'iPi  , x"  = a — b'\^ . 


En  nommant  z',  z"  les  deux  valeurs  correspondantes  de  z et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

(f>  = lm'f{K-^V)b’dv, 

on  aura 

2'  = j C*  5 my'(P-  Qa'-  Q6'/:ï)e~’’‘^dp | , 

^ J I my'{P-  Qa'  Q6'^^)e’’  ^ dv^- 

Donc,  en  remplaçant  l’exponentielle  par  la  fonction  équivalente 

cos^  • sin<p , et  posant  pour  abréger 

R'  = (P  — Qa)  œs  <fi  — Qb'sin  <p  , 

R"  = (P  — Qa)  sin(p  Qb' cos  (f>  , 

il  viendra 

z = C'(cos  (p  H- sin  (f) ^ m’  ^cos(^J'R!dv  -*•  ân<pj'lï'dv^ 

— ^ m’|/^|  cos  (^J'K'dv  — ün(pJ'R'dv  ^ i 
z"  = C'(cos (f)  — strt  (p)  ^ m“  ^cos  (pJ'R' di>  sin  (pj" H'dv  | 

^ m’/^  j cos  (pJ'R'dv  — sinpJ'R'  d\>^' 

Pour  tirer  de  ces  deux  expressions  les  valeurs  cherchées  des  fonctions 
P et  q,  il  suffit  d’observer  qu'en  vertu  de  l’équation  z ^ p -*•  qx 
nous  avons  les  deux  équations 


z = P q(a'  b'[/^)  , z"  = P q{a' — b'[/^)  , 


lesquelles  donnent 


aV-z')  . 

~^]/=ï  ' 


et  par  conséquent 
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<C'M.C'  a’(C'-n?  ..  UC'-C’Ok^  a'rP'^C")?  . . 

j— 

•*■  ^ m’‘jcos<f>y'jfdt)-i-sin  (p J'Ji"di>^  — ^’^^-^cos<f)J'/i!'dv  — sin<pJ'jffdv^  '■> 

COÏ  (f>  -4-  sin  Ç - y y |co* <p fK'dv -sin(p fR'dv^  - 

Actuellement,  si  l’on  change  la  forme  des  constantes  arbitraires  C et  C, 
en  posant 


C'-C"  ^ C'-C" 

~T^/^  = y,co*ô, — - — = y,4mâ, , 


il  viendra 


P y,  im(ô  - <f»)  - n y,  coi(ô,  - <p) 


-H ^ m“|cOî  (pfHdv-^  sin  <p fR"dv ^ ^ j cor  (f fR'dv—sm <pfRdv ^ ; 

i'ç  = cos{6^  ~ *P)  ~ ^ ’P  — iin<pf  R'dv  ^ • 

En  substituant  pour  R,  R'  leurs  valeurs,  l’on  donnera  à ces  expres- 
sions de  P et  q la  forme  suivante  : 


y,coi(ô,  - (f)  - ^ m’ 

j cor  (^y Rdo  — sin  (p  JX^dv  ^ 

3 » 
- m 

4 

^ cos  P Ja'Q  sin  p du  — sin  p Ja'Q  cos  ^ e?v  ^ i 

y,rtn(â,  - <P)  - cos 

* 

"*•  - m 
4 

1 fin  Ç> J'Rdv  -+•  cos  p J'Q'dv  | 

m 

4 

jsinp  fàQ  sin  p dv  cos  p Ja'Q  cos  pdv^ 

3 J a' 
m t; 

4 * 

j cos  p fP'dv  — sin  p jQ'dv  | 

3 a a' 
6' 

1 cos  p Ja'Q  sin  pdv  — sinp  Ja'Q  cos  <f)  ^ ; 
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OÙ  l’on  a fait  pour  plus  de  simplicité 

P'  = P sin  Q b'cos  <p -,  Q = Pcos^  — Qb'sintf). 

J7I 

i8i.  Observons  maintenant  que  la  quantité  o'  = est  par 

elle  même  très-petite,  puisque  le  numérateur 

V = -^y'^sinîd'  -e'^sin2T', 

et  qu’en  outre  la  quantité  K est  très-peu  différente  de  l’unité.  L’on  peut 
en  conséquence  négliger  d’abord  le  carré  de  a',  ce  qui  réduit  l’équation 

b'  = p/ (jf.,.  K “ ® ) à 6 = ^ ix^^rp)  • donne 

(f)  = -f  V)b'dv  = ^ va^J'dvpKX^  V)- 

Donc,  en  substituant  pour  K sa  valeur  (Voyez  n.®  178)  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

A = B*  3H-V-C, 

a ’ 

nous  aurons 

(p  = ^ myJii' /(jzrpôTï'^ïTn- 

n suit  de  là  qu’en  négligeant  la  quantité  du  quatrième  ordre  donnée 
par  le  carré  de  la  fonction 

V y'^cos  2Ô'  — f"cos  2t  , 
l’on  a <f>  = ^ uiJ'Adv , ou  bien  * 

<p  = ^myi[B  - 

et  en  substituant  pour  B sa  valeur , nous  aurons 
* = -m’(i -+- 3/ - 

T ^ V ' J * a 4 ' 

— I xa^JYdi^  g w!‘J'{2H  -h  C)dv. 
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Âu  reste  il  est  clair  qu’en  imaginant  développée  nltérieurement  l’équation 

- y{B  -*■  ZH  ^\q)  y{ff*  2H-*-^G)  coi(ô-  6’)^, 

l’on  trouverait  dans  la  partie  constante  du  coefficient  C) 

la  quantité  qui  a été  désignée  par  g — i dans  le  n.°  8o  : ainsi  rien 
n’erapêche  de  poser 

<f)  = (g  — i)v;  — Imy^Vv  ■+■  I my^C  2H)do. 

Alors  toute  la  partie  proportionnelle  à v qui  doit  entrer  dans  l’ex- 
pression de  (f)  sera  censée  comprise  dans  le  terme  (g  — i )(> , et  il 
faudra  avoir  seulement  égard  à la  quantité  périodique  et  séculaire  qui 
naît  des  termes  affectés  du  signe  intégral. 

182.  Cela  posé,  si  l’on  suppose  ô = (i  — g)v  = — |mV-<-etc. 
dans  les  fonctions  désignées  par  P et  Q,  on  comprendra  que  ces 
fonctions  renfermant  l’arc  ad  et  l’arc  3d,  il  est  impossible  d’avoir 
dans  les  produits 


des  termes  périodiques  dont  l’argument  ne  soit  pas  associé  avec  un 
multiple  de  l’arc  | mV.  Mais  les  intégrations  qu’il  faut  exécuter  pour 
avoir  les  valeurs  de  p , q ne  peuvent  donner  que  des  diviseurs  de 
la  forme 

dp  , dt  dp  l 

du  dv  dv  n. 

dans  lesquels  la  quantité  ^ est  excessivement  petite  par  rapport  à 

^ = ^m’-<-etc.,  puisqu’elle  est  formée  par  une  combinaison  linéaire  des 
argumens  t ou  / qui  entrent  dans  les  fonctions  7'coiô',  y'sind,  t'cosr',  e'sinr'. 
Donc  on  peut,  saus  crainte  d’erreur  sensible,  réduire  tous  les  divi- 
seurs ^ ^ it  la  quantité  ^ » ce  qui  démoutre  que  l’intégration 

dont  il  est  ici  question  n’est  pas  de  nature  à produire  une  augmen- 
tation d’un  ordre  supérieur  à celle  qui  résulte  du  diviseur  |m'. 

Tome  J.  »7 
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D'après  ces  considérations  on  peut  simplifier  les  valeurs  de  p et  ç 
trouvées  dans  le  numéro  précédent  en  y faisant  b'  = i et  en  sup- 
primant tous  les  termes  multipliés  par  a',  lesquels  sont  nécessairement 
beaucoup  plus  petits  que  les  autres  termes  qui  n’ont  pas  ce  facteur; 
on  obtient  par-là 

P = y^sin(6^—  (f)  ^ m’  ^sin<pJ'Pdv  ■> 

q = 7,003(0^ — (fl)  — ^ m’  ^cos <^J^dv  — sin<^J‘Ç[dv^  • 

i83.  U suffit  maintenant  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  forme  des 
fonctions  P,  Q posées  dans  le  n.°  178  pour  voir  qu’on  obtiendra 
la  partie  principale  de  ces  expressions  de  p,  q en  faisant 

P = ycosff  = 2Ncos{ic  /3)  ; Q = -/sinô'  = 'SN sîn{it'-*-  0)  ; 
et  par  conséquent 

JPdv  = JidvIN tïn{fi  û = — 2 , 

dv  ^ di> 

jQ'dv  = J'dv^N cos{<p  it  0)  = 2 • 

dv  ^ dv 

Donc , en  profitant  de  la  circonstance  que  la  quantité  * ^ = - est 
très-petite  par  rapport  à on  en  conclura  qu'on  a 

^Jpdv  •=  — 2A^coi((f>  û -►  /3) , 

= IN  ùn{<Sf 

et  en  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre  ^ c=  ^m*,  nous  aurons 
enfin 

P = y,sin{6^  _ <f()  2Nsin(ic  J3)  , 

q = 7,cos{6,  — <P)  * 2Ncos  (it  . 

Afin  de  prévenir  une  objection  qu’on  pourrait  faire  en  examinant 
de  près  l’analyse  qui  nous  a conduit  à ces  deux  dernières  formules , U 
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importe  de  remarquer  que,  dans  le  fond,  elles  sont  indépendantes 
des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  les  fonctions  désignées 
par  P et  Q (Voyez  n.°  178);  de  sorte  que  l’on  aurait  obtenu  le 
même  résultat  en  supprimant  d’abord  la  fonction  du  troisième  ordre 


^m*A:H-lm“|5' - i * iH  -*-lc]^y'cos(()  - è’), 

qu’on  voit  dans  l’expression  de  rapportée  dans  le  n."  178.  Et  il 

est  aisé  de  voir  que,  par  des  considérations  analogues,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  expressions  de  p et  q , en  ayant  égard  aux 
termes  du  troisième  ordre  qui  font  partie  du  second  membre  de 
l’équation 

D’après  cela,  si  Ton  objectait  que  pour  former  les  équations  différen- 
tielles en  P et  q,  à l’aide  des  équations 


dp  dv  . J.  d&  A 

, - = :^iind  •*-  cos 6 , 

«P  OP  ' OP 


dq 

dv 


ÿcûsô-yÿ;sin6. 


on  ne  peut,  à la  rigueur,  avoir  égard  aux  termes  du  troisième  ordre 

d& 

qui  entrent  dans  la  valeur  de  y^  sans  considérer  en  même  tems 
les  termes  du  même  ordre  qui  se  trouvent  dans  celle  de  ^ , on 
ferait  tomber  l’objection  en  faisant  observer  que  l’uniformité  du  calcul 
dans  la  recherche  des  coefficiens  diflFérentiels  des  élémens  nous  a dé- 
terminé à nous  arrêter  pour  tous  au  second  ordre  -,  mais  qu’en  tenant 
compte  des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  la  valeur  de 
on  aurait  rendu  les  formules  primitives  plus  compliquées  , sans  rien 
ajouter  à la  partie  principale  des  fonctions  p et  q qu’il  s’agissait  ici 
de  déterminer. 

184.  Analysons  maintenant  les  conséquences  qui  dérivent  des  deux 
valeurs  précédentes  de  p et  q.  Puisque  p = y sin6 , g = yœ$6, 
il  est  d’abord  évident  que  l’on  a p'  •*-  q^  = 7%  et  par  conséquent 

y®  = y®  2 N'  2C  ay cw(Ô^  — <f>  — it  — 0), 
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Donc  , en  substituant  cette  valeur  de  dans  l'équation 

Ç)  = (g  — i)**  ~ I ta^J'y^ dv  I 2H)dv 


trouvée  dans  le  n.®  1 8 1 , et  supprimant  la  partie  proportionnelle  à p ; 
g m\y^  -t-  2iV“)p , il  viendra 

<})  = (g  — J)p  ^ mJ'Hdv  1 vaJ'Cdv 

H-  - m y 2 ^ ’ 

4 * * dp  idt 

dtf  dv 

et  en  faisant,  comme  précédemment,  = aurons 

<p  = xr^J'Hdv  ■*■  I Tc^J'Cdv  y^1Nsin(é^  — (p  — it  — jS). 

Mais  d'après  le  théorème  de  Lagrange  l'on  sait  que  toute  équation 
de  la  forme 

(p  = a -4-  y^Niin{b  — <f>) 

donne 

(p  = O $in{b  — a)  ^ ecc. 


Donc , en  négligeant  les  très-petits  termes  multipliés  par  y^,  yf  etc. , 
nous  aurons 

<p  = tr^J'Hdv  -4- 1 my'Qdv 

■*■  y^2N sin^6~{g — \ )v~it—^—^my'Hdv  — ^ xr^J'Cdv^  - 

Telle  est  la  valeur  de  (f»  qu’il  faudra  regarder  comme  substituée  dans 
les  équations 

y sinô  = y^sin  (6^  — <?>)-•-  sin  (it  fi), 
ycosô  = y^cos(6^ — (fi)  SJVcos(ie  fi) , 
y*  = 2JV’  ^ 2C  -f  2y  SA^cos(6^—  (f>  — it  — fi). 
i85.  Reprenons  l’équation 

n(t  -*-/,)  t=  P -4-  my*dp0  «'*  ~ ~y'*  "■  I mj'dv  yy  cos{6  — 6') 
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trouvée  dans  le  n.®  177,  et  remarquons  que  l’on  a 

2Nsin(U  -*•  /3)  = y'sinSf  , 2A^coj(tf  t-  fi)  = y'cosô', 


et  par  conséquent 

/ = y,* -*•  y'* ^y^Ncoi — — fi), 

yy'cos(6  — ô')  = /*  y^Ncos(d^—  (f>  — it  — fi) . 

Donc , en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  n(t  /^) , et  suppri- 
mant les  termes  proportionnels  à p multipliés  par  la  quantité  con- 
stante il  viendra 

u(t  .*./)  = P H-  I mys'Vp  .4.  5 _ I my'y'Vp 


ou  bien 


(3- 5)  2 


JVsm(Ô^ — P — U ff)  , 
dp  idt 
d»  (h 


n{t  f)  = PH-  jmyt'’dp  H-  O m^J'y'^  dv  — ^ yj2/Viin(ô^  — <p  — it  — j3)  ; 
et  en  faisant,  comme  dans  le  n."  178,  s"  = 2/1/’-^  atf , nous  aurons 


"(f  3my*/frfp  — ^ y 2iVtin(ô,—  (f)  — it  — 

Il  est  démontré  par  là  que  la  totalité  des  termes  qui  semblairoient 
devoir  produire  une  équation  séculaire  de  la  forme  Aai‘J'y'^dv , et 
par  conséquent  dépendante  de  la  variation'  séculaire  de  l’obliquité  de 
l’écliptique  se  détruit  exactement. 

Ainsi  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  exprimée  par  sa  longitude 
vraie,  mesurée  sur  une  écliptique  fixe , renferme  deux  équations  séculaires 
seulement.  La  première  dépend  de  l’intégrale  de  la  variation  séculaire 
du  carré  de  l'excentricité  du  Soleil  ; la  seconde  (absolument  insensible 
en  vertu  de  la  petitesse  des  cocfficiens  représentés  par  y,  N)  est 
composée  de  termes  ayant  une  période  excessivement  plus  courte , 
car  la  période  des  arcs 

— <P  — it  — fi  = ô,—  (i  — g)v  — it  — fi  — etc. 
diffère  fort  peu  de  celle  du  nœud  de  l’orbite  de  la  Lune. 
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i86.  Au  reste  il  n’est  pas  difficile  de  démontrer  que  l’équation 
séculaire  — ^y^IV ûn{6^— (p  — u — ^)  disparaît  dans  l’expression  de 
la  longitude  de  la  Lune  mesurée  sur  l’écliptique  vraie. 

Nommons  v,  la  longitude  de  la  Lune  sur  l’écliptique  vraie,  comptée 
depuis  un  point  équinoxial  fixe  ; et  soit  l’angle  dont  la  tangente 
est  y , c’est-à-dire  l’angle  formé  par  l’écliptique  vraie  avec  l’écliptique 
fixe,  n est  clair  que  — 6'  et  v — 6'  expriment  les  distances  au 
nœud  formé  par  l’intersection  de  ces  deux  plans.  Donc,  en  désignant 
par  S la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à l’écliptique 
vraie , l’on  aura , d'après  les  formules  connues  pour  déterminer  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons  par  les  longimdes  et  les  latitudes , 


t sini,  eosi^sin{i>  — ô') 
— fl') 


5 _ s cos  $ini^  sin{ff  — ô^) 

La  première  de  ces  deux  équations  donne 

tang(v,  - 6')  - t<wig(v  - ô')  = -ism^  i,tang(v  - 6')  , 

ou  bien 

«n(Pj  — v)  !=  s sin  i,  cos(v^  — ô')  — a iûi’  ~ sin(v  — ô')  tangiy^  — 6') . 

La  petitesse  des  facteurs  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  permet  d’y  faire  = v et  alors  on  a 

sinÇv^  — v)  = s sin.  cos(t>  — 6')  — «a*  g i,  sin{2v  — aô')  ; 

d’où  l’on  conclut,  en  négligeant  le  cube  de  sini^  , 

x=  -I-  ssini^cos(y  — ô')  — «rt*it,iin(av  — aÔ')  ; 

et  en  faisant  sini^  =j  tangi^  = / i “ 4 y'*’  aurons 

= V sy'  cor  (v  — ô')  — i y'*  sin(ap  — aâ’) . 

Mais  * 

y cos{v  — 6')  = œsv2l\[cos{it  P)  «n  v2iV’sin(i£  fi)  , 
ou  bien 

i cos{o  — ô*)  = 2iVoor(o  — it  — fi)  i 
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partant  on  a 

v = V i2A'^coî(p  — it  — jî)  — |/*«n(2P  — 2Ô'). 

Cela  posé,  si  l’on  observe  qu’en  substituant  dans  l’équation 
s = sinv-y  cos6  cos  v-y  sind 

les  valeurs  de  y siné , ycosû  trouvées  dans  le  n.°  184,  on  obtient 

s = sin (v  — ôj  H-  (fl)  SA/'sin(f>  — if  — j8)  , 

on  en  conclura  qu’en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  de  y‘  l'on  a 

V,  = V — ^y,2N  «n(ô,  — (f)  — if  — P) 

-t-  iy,2A'^firt(2v—  -4-  (f)  — if  — J3). 

Donc , en  négligeant  la  partie  périodique  et  insensible  représentée 
par  1 y|2A^5in(ap  — H- <f)  — if  — ^) , et  rapprochant  cette  équation 
de  celle  qui  détermine  la  valeur  séculaire  de  n(t  f),  il  viendra 


n(f  f)  = imj^dv  t-  ^mJ'C  dv  , 

ce  qui  est  conforme  à la  proposition  énoncée  au  commencement 
de  ce  n.** 

187.  En  continuant  de  considérer  le  mouvement  de  la  Lune  par 
rapport  à l’écliptique  vraie  l’on  en  tire  une  autre  conséquence  digne 
de  remarque.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Nommons  I l’angle  qui  mesure  à chaque  instant  l’inclinaison  du 
plan  de  l’orbite  de  la  Lune  avec  l’écliptique  vraie.  Eu  imaginant  le 
triangle  sphérique  formé  par  ces  deux  plans  et  le  plan  fi.xe,  et  posant 
pour  un  moment  y = tanga.,  l’on  a l’équation 

cos  I = cos  a cos  tin  a sin  cos(6  — ô')  , 

laquelle , en  se  rappelant  que  long  i,  = y' , donne 


cosi  = 


I yY  CO»  (8  — 8') 

KK*  f)  ( « r")i 


Donc,  en  y substituant  pour  yy’cos{6  — ô')  la  valeur  trouvée  dans 
le  n.°  186,  nous  aurons 
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J-  _ y,'ZNcos{è,  ^ 


développant  le  .radical  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  quatrième , nous  aurons 


cos 


84  I »4  I . a /a  , 

•^8>'  8^'  • • . • . 

Mais  nous  avons  vu  dans  le  n.®  i84  qu’on  a 

y*  = -4-  y*  •+•  2y^2JVcos(ô^. — <p  — ic 

donc,  en  substituant  cette  valeur,  il  viendra- - 


cos  I — I — ^ ^ y^(y*  •*-  y^)  2A7'co5(ô^  — (p  — — 

^ — ■l’  — — ' 


a 11 

Yï  » 


et  en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

cosl  = I — ^y^*  1 — <f>  — « — i3)  I i 

d’où  l’on  conclut 

tang^  I = y^  — y^“  1 2A^  cos  (6^  — <p  — it  — j3)  | • 

En  comparant  cette  expression  de  tangl  avec  la  précédente  de 
tangx  = y*,  on  voit  que  le  terme  séculaire  y'*  n’entre  pas  dans  la 
valeur  de  tangl^  et  que  même  la  partie  variable 

— y^  I '2iNcos{è^  — (p  — it  — j8)  I * 

est  beaucoup  plus  petite  que  la  partie  correspondante 

ay^  2 Ncos{ô^  — p — ic  — J3)  , , 

renfermée  dans  y\  De  sorte  que  l’on  peut  considérer  l’angle  I comme 
une  quantité  sensiblement  constante,  et  établir  l’équation  tangl  =y^'y 
ou  bien  en  conclure  qu’en  vertu  des  valeurs  de  y’  et  yy'coî(ô  — ô') 
trouvées  dans  le  n.°  1 85  , on  a l’équation 

tang^I  — (y  cos  6 — y cos  ô')*  •+-  (ysinô  — y sin  6')*. 
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Tel  est  le  véritable  fondement  sur  lequel  repose  cette  vérité  con- 
firmée par  l’observation,  savoir,  que  l’inclinaison  moyenne  de  l’orbite 
vraie  de  la  Lune  à l’égard  de  l’écliptique  vraie  demeure  invariable. 
Ce  théorème  est  analogue  à celui  qui  a lieu  lorsqu’on  considère  l’ac- 
tion réciproque  de  deux  planètes  seulement;  mais  il  importe  d’observer 
que  c’est  en  vertu  d’une  cause  bien  différente.  Car  l’action  réciproque 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n’entre  pour  rien  ici , où  l’invariabilité  d’in- 
clinaison dont  il  est  question  dépend  entièrement  de  l’action  que  les 
planètes  exercent  sur  la  Terre , et  de  la  réaction  qui  en  résulte  sur 
l’orbite  de  la  Lune. 

188.  C’est  en  vertu  de  la  même  proposition  que  la  latitude  vraie 
de  la  Lune  est  indépendaute  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique.  En  effet  l’équation 

S t co$  — tûi  t,  sm(v  — flq 

(Voyez  n.®  i83)  donne,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  y\ 
S sin(y  — > t — ^ . 


mais  nous  avons  vu  dans  le  même  numéro  que  l’on  a 
S = sin(v  — (f)  -t-  2 N sin{v  — tt  — f3)  ; 


partant 
d’où  l’on  tire 


“ (/(!-►«)  ’ 


S = y^  sin(v  — d,  (fi)  — | y ’ 2 im(v  — U — fl). 


Le  second  terme  de  cette  expression  est  insensible. 

189.  Reprenons  actuellement  l’expression  de  ^ trouvée  dans  le 
n.®  177.  En  y substituant  au  lieu  de  y*  et  yy'cos(d—ô')  leurs  valeurs 
données  dans  le  n.°  i85,  nous  aurons 


dv 


Tomt  /. 


- 1)  m*  y,  2 V coî(ô,  - (f)  - i £ - fl) 

^ m“  ï”  cos(2tf  — ar')  — ^ m“  y'*  eos  (aw  — aô')  ; 
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OU  bien 
dv 

5T  “ 


I m“(i  -t- 1 e" 1 c,*)  - ^ m* y,  2 AT coi(ô,  - <f> i£  - ^) 
^ m“  t"  cos{^vt  — 2r')  — y m’  y'“  coi(2w  — 2Ô') . 


Or,  en  imaginant  cette  équation  développée  ultérieurement,  il  est  évi- 
dent que  la  partie  constante  serait  égale  à celle  désignée  par  i — c 
dans  le  n.°  80  ; donc  en  intégrant  et  remplaçant  par  ( i — c)p  le 
terme  proportionnel  à v,  l’on  aura 

— ^ triJ'i^cos{Q.ia  — iT)dv  — ^ ïiiJy'^cos{'3.is-~  2Ô')c?p . 

Cela  posé , si  l'on  applique  aux  deux  intégrales 

— ^ m^È'^cof (atv  — ^T)dv  , “ M — ^é')dv 

un  raisonnement  analogue  à celui  qui  a été  exposé  dans  le  11°  1 8a , 
l'on  en  conclura  que  tous  les  argumens  donnés  par  les  fonctions 
f'*coi(2ijr  — ar') , 7™cor(ats- — 2Ô)  se  trouvent  associés  avec  l’arc 
a(  I — c)w  = 5 etc. , et  qu’en  conséquence  il  n’en  peut  résulter 

aucun  terme  sensible,  même  après  révauouissement  du  facteur  m* 
qui  multiplie  ces  deux  intégrales.  D’après  cela  nous  pouvons  réduire 
l’expression  précédente  de  ta  à celle-ci 

ta  = tsr -t- ( I — c)v g myf'Vi»  — ^n)^Jy'di>-*-^y^  N sirdfi^  — (p  — — 


Pour  rapprocher  de  ce  résultat  celui  qui  se  rapporte  à la  variable  e , 
il  suffit  de  substituer  dans  l’équadon 

(Voyez  n.°  177)  la  valeur  de  y’  trouvée  dans  le  n.°  i85;  alors 
l’on  obtient 

c = ej  I -f  j/’ |y2A^coi(ô,  — (f>  — it  — I . 

190.  On  voit  par  cette  dernière  formule  que  la  constante  arbitraire 
désignée  par  e renferme  des  termes  séculaires,  qui  sont  fonction  des 
variations  séculaires  du  plan  de  l’écliptique.  La  même  propriété  subsiste 
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aussi  à l'égard  de  la  constante  correspondante  e,  qui  représente 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune  mesurée  sur  son  propre  plan. 
Car,  en  réduisant  à e = e(i— ly')  la  valeur  de  s donnée  dans 
le  n.°  127  et  éliminant  e au  moyen  de  l’équation  e = f 
on  en  tire  e = e,(  t — 5 7,’  1 7^)  '■  donc,  en  remplaçant  / par  sa 

valeur  trouvée  dans  le  n.°  i85,  on  aura 


Il  est  vrai  que  ces  termes  variables  et  séculaires  qui  entrent  dans 
l’expression  de  e et  r,  étant  délivrés  du  signe  intégral  et  de  plus 
multipliés  par  la  fraction  e, , sont  physiquement  insensibles  dans  les 
observations  propres  à déterminer  l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune. 
Mais,  sous  le  rapport  de  la  théorie,  il  est  très-important  de  remarquer 
qu’il  faudrait  recourir  à des  termes  d’un  ordre  supérieur  à ceux  que 
nous  avons  considérés  dans  ce  paragraphe  pour  voir  naître  dans  l’ex- 
pression analytique  et  séculaire  de  e des  termes  dépendans  de  l’ex- 
centricité du  Soleil  Ainsi  il  résulte  de  notre  analyse  qu’il  est  impossible 
qu’il  y ait  dans  la  partie  variable  et  séculaire  de  e ou  de  e un  terme 
du  quatrième  ordre  de  ta  forme  A m*  f“. 

191.  Le  grand  axe  a de  l’orbite  de  la  Lune  jouit  d’une  propriété 
analogue.  En  effet  les  variations  séculaires  de  cet  élément  doivent 
être  déterminées  d’après  l’équation  ^ ^ (Voyez  n.°  64). 

Mais  nous  avons  trouvé  (n.”  171  et  177) 


Je’)  ; A’  = -^7,*-  7’)  ; 


partant  il  est  clair  qu’on  a 


(i  ^ ay>- 


i/ 


et  par  conséquent 


<r  a <rm  / 

a a.  aa.  V 


27,* -§7* 


n suit  de  là  qu’en  négligeant  les  termes  multipliés  par  m**,  on  a 
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a 


-0 

a ' 


“y,  ~ï7 


O- 


Maintenant , si  l’on  néglige  les  quantités  d’un  orde  supérieur  au  second 
qui  multiplient  m*,  on  peut  réduire  à sa  partie  constante  e^\ 
Alors,  en  substituant  au  lieu  de  sa  valeur  trouvée  dans  le  n.”  i85, 
on  aura 


a 


(« 


a fl 


— I m’ y,  2 Ncos{ù^  — (f>  — it  — /3)  ; 


c’est-à-dire  une  expression  où  la  partie  séculaire  est  insensible,  mais 
indépendante  d’un  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme  A m“  f'\ 

19a.  Cette  dernière  conséquence  paraîtra  au  premier  coup  d'œil 
contraire  au  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplacc  dans  la  page  312  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  ; où  il  est  dit  qu’en  posant 

« = ^ [i  -*■  e*  -t-  1 y“  e(l  -4-  e*)  cos{cv  — ttr)  -1-  etc.] 


on  doit  prendre  pour  la  quantité  représentée  par  a une  expression 
telle  qui  renferme  le  terme  séculaire  du  quatrième  ordre  - • ’ 

e étant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil. 

Mais , pour  la  clarté  des  idées , il  est  essentiel  de  remarquer  que 
la  condition  qui  sert  à déterminer  dans  la  page  citée  la  partie  variable 
et  séculaire  de  a,  est  fort  diflférente  de  celle  qui  caractérise  le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune , au  moyen  de  l’équation 


Z -a/'d'Û. 

a J 

On  sentira  plus  fortement  la  nécessité  de  cette  distinction  en  ré- 
flécliissant  que  le  terme  principal  ^tajt'^dv  de  l’équation  séculaire, 
qui,  d’après  notre  analyse,  résulte  de  la  variation  séculaire  de  l'époque, 
a dans  la  Mécanique  céleste  une  origine  telle  qui , sans  une  connais- 
sance intime  du  sujet,  porte  à attribuer  son  existence  à une  variation 
séculaire  inhérente  ou  moyen  mouvement.  En  effet  il  est  dit  à la 
page  216  du  volume  cité  que  le  terme  ^afjs'^dv  naît  de  l’inté- 

eration  du  terme  , en  vertu  de  la  fonction  séculaire  — - • 

& [l'a,  4 O, 
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renfermée  dans  la  valeur  de  -,  Or  cela  est  sans  doute  exact,  lors- 

a 

qu’on  a uniquement  pour  but  d’intégrer  les  équations  différentielles  du 
second  ordre  et  d’arriver  à l’expression  du  tcms  en  fonction  de  la 
longitude  vraie  de  la  Lune.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
qu’une  telle  conception  entraîne  le  mélange  des  variations  séculaires 
appartenantes  à différens  élémeiis , et  qu’on  ne  peut  ensuite  les 
séparer  sans  une  analyse  précise , qui  n’ait  en  elle  même  rien  de 
contraire  aux  formules  propres  à la  détermination  de  la  partie  variable 
de  chacun  des  élémens  du  mouvement  elliptique. 

Pour  mieux  prouver  la  justesse  de  ces  réflexions,  nous  allons  faire 
voir  que  le  terme  dépendant  du  carré  de  l’excentricité  du  Soleil , 
analogue  à celui  que  M.  de  Laplace  obtient  dans  sa  valeur  de  a , 
dérive  du  développement  de  la  fonction  eco5(t>  — ttr),  en  vertu  de 
la  combinaison  des  termes  à courte  période  renfermés  dans  la  partie 
variable  de  l’excentricité  et  du  périgée  de  la  Lune.  Cela  achèvera  de 
démontrer  que,  analytiquement  parlant,  il  y a,  même  dans  la  seule 
partie  séculaire , une  différence  absolue  entre  la  fonction  qui  représente 
le  demi-grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune,  et  la  fonction  représentée 
par  a dans  la  Mécanique  céleste,  et  nommé  plus  expressément  demi- 
grand  axe  de  l'orbite  dans  la  page  162  du  second  volume  des  Mé- 
moires de  l’Institut  de  France. 

193.  Réduisons  les  expressions  de  ^ données  dans  le  u.®  68 


à celles-ci 

* = _ sin{o  - ®)  j | y cos(u-ô) 

^ ■=  cos(i>  - ®)  .4.  j- 1 y «n(w  - â) 


iycoi(2i;-ô-w)| 

lysw(2v-ô-OT)| 


En  faisant 

ûfi) 

A* 

on  a d’abord 


3 

à'  ÂV  ^ 


— I m’ y sin{v  — 6)  , 


de 


sin(v  — w)  — I m'y’iinC*'  — . 


edv 

dv 


^ — ur)  -4-  |m“y’coi(v  — w) . 
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Maintenant,  si  l’on  fait  (Voyez  n.°  169) 

“(.)  = - S-  i ’ ” ’ 

= « y”  ; = lyr'co^C*'  — i»'  — ô 0') , 


il  viendra 


»f  ' " — 21 

Mais,  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  n."'  lyS  et  i85,  nous  avons 

M'h^  / 02  S fl  9a\ 

■yy'  cos(d  — 6')  = 7'*  7^  2 Ncos(6^  — (f)  — it  — j8)  ; 


partant 


M’hf’ 


'(») 


Cela  posé,  si  l’on  substitue  au  lieu  de  A*  sa  valeur 
il  viendra 

= -|m‘(.-3e‘*|r'>*l/)-fniV,2iVcor(ô,-$-it-^). 
Il  suit  de  là  qu’on  a 

= itn*[i-*>3e’  + |f'’-|7“-|7,2A^cos(â,-(p-û-i3)]iin(v-w) , 


de 


^ = — |m’[it.3e’rt.|e'’-|7*-|7^2;V’coi(ô,-(()-it-j3)]coi(v-w)  . 

£11  éliminant  7'  au  moyen  de  l’équation 

7*  = y^  -*•  Ÿ*  -t-  27j  2 Ncos(6^  — ■ (f>  — it  — J3), 
et  posant  pour  plus  de  simplicité 

I ' 


B = iH.3/-ir"-f7;_f7'% 


on  obtient 

^ = I ta  B sin(f>  — or)  — mV,  27V  sin(i>  — is  — (p  — it  -t-  6^  — B) 


— m’7, 27Viin(v  — ® 4»  -H  it  — ô,  , 
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= —i  m^B  cos(t>  -tff)-*-  m’y,  2A^ coi(t>  — ht  — <f>  — ic  -t-  — fi) 

-I-  Ncos(t>  — v ■*•  <p  it  — ô,  -*-  J3)  . 

Actuellement , si  l’on  conçoit  que  dans  le  second  membre  de  ces 
équations  on  ait  substitué  au  lieu  de  ar  la  valeur  donnée  dans  le 
n.”  1 89 , on  trouvera , en  intégrant  ces  expressions  conformément  au 
théorème  démontré  dans  le  n.°  Si  , 


Se 


du 

^ ~ÆT 


cos\v  — ® (l 


rfffx  dB  ) 
dv  ) B-dv\ 


m’y,  2 


N cot(t)  — y — gS  — it—  P fl,) 
du  dp  i dt 

d»  dv  du 


m’y, 


2 Ncos{)>  — U -t-  P it  ^ — fl,) 
du  dp  idc  ’ 
* dv  du  du 


m’y,  2 


N tin(u  — •a  — p — je  — fl,) 
du  dp  idc 
* du  dv  du 


m 


y,‘ 


N sin{u  — U 'U 


I — 


du 

du 


P it  ^ — fl,) 

dp  idc 


Cela  posé , si  avec  ces  valeurs  on  forme  la  fonction 
Se  cos{y  — Ts)  -U-  eSwsin(v  — ®)  , 

qui  représente  la  partie  principale  du  développement  du  terme  e cos(u-a), 
on  obtiendra 


Se  cos(v  — w)  e Sw  sin(v  — tir)  = 
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1 IVcosUp it  li  — 6.)  1 s,  N eoi{(6  it B — ô,) 

n y,  i —, r-7^ — r-T^  m y,  Z ii . 


•m  y Z — *■  ~i'~  ^ m~ y — 

^ ^ ^ ^ 
dp  i/p  dv  dv  dv 


L’expression  de  B posée  plus  haut  donne 

dB  . de  ‘ S ,dy  , ,d*'  ■ 


dù 


Ainsi  il  est  évident  que  les  arcs  exprimés  par  les  fonctions 

d'’/  dv 


/ dv\  dB 

y ~^)b 


■ du 


sont  réductibles  à une  suite  de  termes  séculaires  d’une  petitesse  exces- 
sive , et  que  par  conséquent  on  peut  ici  supposer  sans  erreur  sensible 


Donc , en  négligeant  les  très-petits  termes  compris  sous  le  signe  som- 
matoire  2,  il  viendra 

Se  cos(y  — rs)  e iwsin(v  — ■a)  = — - • 


I — 


dv 

dv 


La  valeur  de  ta-  trouvée  dans  le  n.°  189  donne 

^ = (i  — c)  I mV" - I mV" etc.  = | m’ etc. 

Donc,  en  substituant  pour  B sa  valeur  et  négligeant  les  quantités 
d’un  ordre  supérieur  an  quatrième,  on  aura 

Secoi(v-ta)-^eSta4tn(v-w)  = I If”-*- j 3e,’- | . 

Si  l’on  observe  maintenant  que  l’équation  A*  = A,’(i  — 7’)  donne 

A’(i-*-y’)  = A ’(  I -4- y ’ y,V) , on  en  conclura  qu’en  considérant  seu- 
lement le  terine  principal  de  la  partie  constante  et  séculaire,  on  a 

A*(  I -►  7*)  3 A,"(t  -+-  y,*)  ^ 2 4 '4^(4^Ç 

La  seule  inspection  des  valeurs  générales  de  ^ 1 ^ suffit  pour 
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démontrer  qu’il  est  impossible  d’obtenir  dans  cette  même  fonction 
d'autres  termes  semblables  du  quatrième  ordre  en  ayant  égard  à la 
combinaison  des  termes  à courte  période  renfermés  dans  les  expres- 
sions complètes  de  A*  et 

Concluons  de  là  que  la  valeur  elliptique  de  u fournie  par  l’équation 

“ = V (,  1 y^)  j g j 

donne  par  son  développement 


etc. 

et  qu’en  conséquence  la  valeur  complète  de  u doit  efiêctivement 
renfermer  le  terme  séculaire  — mais  que  ce  terme  ne 

sanrait,  par  son  origine,  faire  partie  du  demi-grand  axe  de  l’orbite 
de  la  Lune. 

Cependant,  pour  nous  conformer  à la  division  analytique  des  quan- 
tités , il  faudra  regarder  comme  terme  principal  de  la  valeur  séculaire 
de  u le  terme  du  second  ordre  qui  naît  du  développement  de  la 


fonction 


tr^{i  si) 


A’(iH-y‘)  • 

En  effet  il  est  évident  que  l’on  a 


-t-  ss) 


^(l  etc.) 


Donc,  en  substituant  pour  sa  valeur  séculaire,  et  retenant  seu- 
lement les  quantités  qui  ne  passent  pas  le  second  ordre,  on  aura 


iî',’-’-  î/’-*-  |r,2ATcoi(d,-  <f)  _ it  - 


Mais  il  est  clair  que  cette  dernière  partie  séculaire  disparaît  dans 
l’expression  de  la  parallaxe  de  la  Lune;  puisque  le  sinus  de  cette 
coordonnée  est  proportionnel  à la  fonction 


U <r  J € cos{y  — tr)  ? 

/(•  -►  *»)  7*)  ^ J/(I  ■*-ss)  ^ ■ 

Tomt  1. 


19 


Digitized  by  Google 


aa6  THÉORIE  DD  mouvement  de  LA  LUNE. 

L'observation  immédiate  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  même  en  la 
supposant  susceptible  du  plus  haut  degré  de  précision,  ne  pourrait 
donc  rien  nous  apprendre  sur  l'existence  de  ce  terme  séculaire  du 
second  ordre.  En  général  l'observation  des  phénomènes  donne  des 
effets  composés , et  on  ne  peut  déterminer  les  véritables  lois  qui  les 
régissent  qu'en  étudiant  les  détails  qui  paraissent  minutieux  et  sans 
importance  réelle.  Le  seul  phénomène  sensible  qui  a signalé  jusqu’à 
présent  l'existence  de  la  variable  y'  dans  le  mouvement  de  la  Lune 
est  l'invariabilité  de  l’inclinaison  de  son  orbite  par  rapport  à l'éclip- 
tique vraie.  Mais  la  théorie  seule  peut  expliquer  la  véritable  cause 
de  cet  effet,  et  faire  voir  les  autres  conséquences  qui  ont  été  déve- 
loppées dans  ce  paragraphe. 

194.  En  continuant  de  considérer  uniquement  la  valeur  de  u,  on 
voit  que  si  l'on  ajoute  la  partie  séculaire  du  second  ordre  avec  Tautre 
du  quatrième  ordre  trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  obtient  le 

terme  séculaire  ^ ( 4 **•  j il  est  essentiel  d'observer  que 

ce  coefficient  de  ne  peut  être  exact,  du  moins  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement  En  effet  l’intégration  exécutée  dans 
le  n.°  i83  pour  obtenir  les  valeurs  de  p = y sin  6 et  q = y cos  6 
a abaissé  de  deux  unités  l’ordre  des  coefficiens.  Ainsi,  pour  avoir 

avec  précision  le  coefficient  qui  tient  la  place  de  ü 

aurait  fallu  considérer  les  paissances  supérieures  de  la  force  pertur- 
batrice, afin  d’obtenir  une  valeur  séculaire  de  7%  où  le  cofficient 
de  7"  eût  été  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusive- 
ment Cette  circonstance  rend  beaucoup  plus  difficile  le  calcul  des 
termes  séculaires  multipliés  par  7“  lorsqu’il  s’agit  de  développer 
( au-delà  du  premier  terme  ) des  fonctions  qui  n’ont  pas  explicitement 
le  facteur  du  second  ordre  m’. 

Si  l’on  voulait,  par  exemple,  en  s’appuyant  directement  sur  l’équation 
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démontrer  le  résultat  trouvé  dans  le  n.°  i85,  savoir  que  l’équatiou 
séculaire  de  la  forme  AmJ'y’^dv  est  absolument  nulle  dans  l’expres- 
sion de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  il  faudrait  tenir  compte 
dans  la  valeur  de  u’  de  tous  les  termes  de  la  forme 
ce  qui  exigerait  un  calcul  très-pénible. 

Jusqu’à  présent  on  a éludé  cette  difiSculté  en  faisant  y'  = o avant 
d’intégrer  le  second  membre  de  l’équation  précédente.  Un  tel  artifice 
peut  être  toléré , lorsqu’on  a démontré  par  d’autres  moyens  que  le 
terme  principal  de  l’éqnation  séculaire  due  à la  variation  séculaire  du 
plan  de  l’écliptique  doit  se  réduire  à zéro.  Mais,  en  examinant  de 
près  la  démonstration  publiée  par  M.  de  Laplace,  relativement  à la 
destruction  mutuelle  des  termes  en  question , on  reconnaît  que  cette 
importante  vérité  n’a  pas  été  établie  avec  la  rigueur  qu’on  est  en 
droit  d’exiger  sur  un  point  aussi  délicat  de  la  théorie  de  la  Lune. 

195.  C’est  sur  tout  dans  son  premier  Mémoire  snr  l’équation  sécu- 
laire de  la  Lune  (Voyez  le  volume  de  l’Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  l’année  1786)  que  M.  de  Laplace  a entrepris  de  résoudre 
directement  cette  difficulté.  H est  entré  dans  des  détails  qui  nous 
paraissent  préférables  à tout  ce  qu’on  lit  à ce  sujet  dans  les  deux 
pages  184  et  i85  du  troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  Et 
nous  ignorons  pourquoi  M.  de  Laplace  n’a  pas  jugé  à propos  de 
reproduire  cette  démonstration  dans  ce  dernier  ouvrage , en  y ajou- 
tant les  développemens  nécessaires  pour  la  mettre  à l’abri  de  toute 
objection. 

Quoiqu’il  en  soit,  revenons  an  volume  cité  pins  haut  et  remar- 
quons que  AL  de  Laplace  est  conduit  ( Voyez  page  a5a  ) à calculer 
la  partie  séculaire  renfermée  dans  l’intégrale  correspondante  à celle 
que  nous  désignons  par  Nous  avons  examiné  avec  atten- 

tion, si  son  résultat  donnait  les  termes  rapportés  plus  haut  dans  le 
n.®  191.  Voyant  que  nous  n’étions  point  d’accord  sur  ce  point,  nous 
en  avons  cherché  la  cause  radicale , et  voici  a quoi  tient  cette  discor- 
dance. M.  de  Laplace  n’a  pas  remarqué, 

1.®  Qu’en  formant  directement  la  différentielle 

ali  = -T-  dv  -J-  du  -t-  -J-  ds 
av  au  as 
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au  moyen  de  son  expression  de  B posée  dans  la  page  245  du  volume 
cité,  il  arrivait  que  les  deux  termes  multipliés  par  yy' sin(d  — 6')dv 
s’y  détruisent  exactement,  comme  nous  l’avons  démontré  dans  le  n.®  170. 

2,®  Qu’en  vertu  de  la  destruction  de  ces  termes,  la  valeur  de  Jü 
qu'il  sulEt  de  considérer  ici  peut  être  réduite  à cette  forme 


3.®  Que  la  partie  principale  et  séculaire  dépendante  de  y et  y, 
qui  entre  dans  le  développement  de  la  fonction 


M'u'^  fl  — 2-*»\  

4 \ ü*  / ~ 


M’h!' 

a<r*a'’ 


3 « , 


h"). 


n’est  par  réductible  à un  terme  de  la  forme 

M'A  ^(y  cos  6 — y cos  6’)*  (y  sin  6 — y sin  ô')’  | ; 

c’est-à-dire  au  produit  de  M'A  par  UmgI.,  d’après  ce  qui  a été  dé- 
montré dans  le  n.®  184. 

Cela  posé , on  conçoit  pourquoi  M.  de  Laplace  n’obtient  aucun  terme 
séculaire  de  la  forme  Amy'^  dans  son  expression  de  l’intégrale 
— o.J'dfSl.  Mais  la  vérité  est,  que  c’est  précisément  à cause  que  le 
contraire  a lieu  qu’il  existe  entre  les  coefficiens  numériques  multipliés 
par  xs^J'y'^dv  la  relation  nécessaire  pour  rendre  tout-à-fait  nulle 
leur  somme  dans  la  valeur  de  trouvée  dans  le  n.®  i85. 

Au  reste  il  est  impossible  de  fixer  les  idées  sur  tout  ce  qui  tient 
à la  partie  séculaire  des  élémens  elliptiques  du  mouvement  de  la  Lune 
sans  construire  et  employer  des  formules , où  toutes  les  quantités  d’un 
ordre  déterminé  soient  conservées  et  discutées  conformément  au  but 
que  l’on  s’est  proposé.  C’est  le  principe  qu’il  nous  paraît  d’avoir  suivi 
à la  rigueur  dans  tout  ce  qui  précède.  S’il  avait  été  observé  dans  le 
Mémoire  en  question,  ou  dans  les  formules  exposées  dix  années  plus 
tard  dans  le  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut,  on  y verrait 
des  termes  de  la  forme  AtaJ'y'^dv  dans  la  partie  séculaire  du  nœud 
et  du  périgée  de  la  Lune  : l’absence  de  ces  termes  suffit  pour  démon- 
trer qu’elles  sont  incomplètes.  Ainsi  il  n’est  pas  surprenant,  s’il  y a 
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une  discordance  aussi  marquée  dans  tout  ce  qui  dépend  des  termes 
nés  de  l’existence  de  la  tangente  s'  de  la  latitude  du  Soleil  par  rap- 
port à un  plan  fixe. 

Après  avoir  ainsi  analysé  les  differentes  questions  qui  ont  été 
traitées  dans  ce  paragraphe,  il  devient  nécessaire  de  considérer  le 
même  sujet  sous  un  autre  point  de  vue,  qui  a un  rapport  plus  im- 
médiat avec  les  résultats  définitifs  consignés  dans  cet  ouvrage. 

En  dernière  analyse  on  doit  déterminer  la  partie  séculaire  ou  pro- 
gressive qui  s’ajoute  à la  partie  constante  de  chaque  élément,  au 
moyen  du  développement  des  équations  différentielles  du  second  ordre; 
ainsi  nous  ne  pouvons  pas  nous  dispenser  de  chercher  les  principes 
généraux  qui  doivent  être  suivis  dans  leur  intégration,  pour  que  l’effet 
de  ces  mêmes  variations  soit  compris  dans  l’expression  complexe  des 
coordonnées  de  la  Lune. 


S 7- 

Principes  généraux  pour  avoir  égard  aux  variations  séculaires  des  élémens 
de  Corbite  de  la  Lune  dans  le  développemera  et  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre. 

196.  ^L  de  Laplace  a traité  le  premier  cette  question  dans  le  se- 
cond volume  des  Mémoires  de  l’Institut  de  France  publié  en  1797,  et 
il  a trouvé  les  premiers  termes  du  mouvement  séculaire  du  nœud, 
du  périgée  et  de  la  longitude.  Cependant  son  analyse  comprenait  aussi 
les  variations  semblables  qui  peuvent  affecter  l’excentricité  et  l’incli- 
naison  de  l’orbite.  Il  n’y  a nul  doute  que  les  variations  de  ces  deux 
élémens  seront  éternellement  insensibles , si  la  gravitation  universelle 
est  l’unique  force  qui  trouble  le  mouvement  des  corps  qui  circulent 
autour  du  Soleil.  Mais  une  théorie  doit  attacher  autant  d’importance 
à la  valeur  absolue  des  quantités  qu’à  la  forme  des  expressions  algé- 
briques par  lesquelles  elles  sont  représentées.  Or,  en  considérant  sous 
ce  dernier  point  de  vue  les  formules  trouvées  par  M.  de  Laplace, 
nous  avos  remarqué  avec  surprise  qu'il  a été  conduit  à ce  principe. 
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savoir  «c  que  l’excentricité  de  l’orbe  lunaire  et  sou  inclinaison  à 
» l’écliptique  vraie  sont  assujetties  à des  variations  séculaires  propor- 
» tionnelles  d celle  de  la  parallaxe  » ( Voyez  page  1 74  du  second 
volume  des  Mémoires  de  l’Institut).  Ce  qui  revient  à dire  qu’il  y a 
dans  l’expression  de  e et  7 un  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme 
A Nous  avons  trouvé,  au  contraire,  dans  le  paragraphe  précédent 
que  d’après  nos  équations  l’existence  d’un  tel  terme  est  inadmissible. 

En  réfléchissant  sur  les  différens  points  de  l’analyse  par  laquelle 
M.  de  Laplace  lie  les  deux  variables  7 et  d par  l’équadou 


et  les  deux  variables  e et  as  par  l’équation  semblable 


(Voyez  pages  i65  et  17 1 du  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut) 
nous  croyons  en  avoir  découvert  le  vice  dans  une  espèce  de  double 
solution  dont  est  susceptible  le  problème  suivant,  lorsqu’on  le  con- 
sidère isolément. 

197.  Supposons  d'abord  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équation  unique 
^ .4-  f P7  sin(v  — 6)  = O , 

où  P,  7 sont  deux  fonctions  de  v données  eaplicûemene  composées 
de  quantités  constantes  et  de  termes  périodiques  qui  varient  avec  une 
excessive  lenteur;  et  que  6 contient  une  première  partie  constante, 
une  seconde  proportionnelle  à v,  et  une  troisième  composée  de  termes 
périodiques  croissant  pareillement  avec  une  excessive  lenteur. 

La  solution  directe  de  ce  problème  est  fournie  par  la  formule  géné- 
rale rapportée  dans  le  n.®  87 , de  sorte  que  Ton  a 

s = cost^Py  sin(y  — &)ùnv  dv  — sinvJ'Py  sinly  — 6)cos  v dv. 

Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
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il  est  facile  de  voir  que  nous  avons 

s = ^cosvJ'Pycosédv  vJ'Py  ân  ô dv 

— I <^^d‘sin{2v  — ô)  I sinvJ'Pd-cos{2,v  — ô)  ; 
d’où  l’on  conclut  en  intégrant  par  parties 

f = — I P'sin{y  — ô)  1 cot  vJ'Py  cos  6dt>  ^sin  vJ"Py  sin  9 dv 
1 cos  vjsin{iv  — 6)  dP  — 5 sût  vJcos{^v  — 6)  dP . 

Maintenant , si  l’on  observe  que , par  hypothèse , les  trois  quantités 
^ ^ ^ composées  de  termes  périodiques  ayant  des  fac- 

teurs très-petits,  on  accordera  que  les  intégrales  J'sin(^v  — 6)dP  , 
Jcos{2f>  6)  dp  donnent  nécessairement  des  termes  périodiques  qui 
peuvent  être  négligés  en  comparaison  des  autres;  et  que  par  consé- 
quent la  valeur  précédente  de  s peut  être  réduite  à celle-ci  ; 

s = — A Psin{y  — ô)  -t-  î cos  vJPy  cos  é dt»  ^ sin  sfP  y sin  6 di> . 

Mais  nous  avons 

J'Pycosédv  == dünd  % J'Pysinddv  = d-cosé. 

Donc,  en  intégrant  par  panies,  il  viendra 

/»n  a J Pysinùdv  /'dvsind  , „ /'Pysinèifè  , 

fPycosôd^  = -2-jj J -^dPy*j  JLI^—ds>, 

fPy  sin  6du=-  ^Py  d.  ; 

ce  qui  donne 

Py  sin(v  — 6) 

^ ~ tI9  / rffl\ 
dv  V 

1 f dvsiiiè  J „ 1 . pévcosh  J J, 

-\cosvJ  ~^dPy*\smvJ  -^dPy 

1 /'Pysiahét^  , 1 . /'Pycos&tPè  , 

*\cosvJ  I ^~dv-\sinvj  f 
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Cela  posé,  si  l’on  se  rappelle  que  les  fonctions  Je  t>  représentées 
par  6 et  Py  sont,  par  hypothèse,  de  la  forme 
6 = K Av  "2 B dn(cu>  , 

Py  = K'-*-  ^0 sin(oLv  , 
on  en  tirera  en  différentiant  i 


^ n=  ^ ^ a B cos(av -»  B)  , 

^ = — 2 ai'B  sin{av  fi) , 

= 2 a’0cos  (aV  h-  fi)  . 


Donc , en  ajoutant  aux  œnditions  primitives  celle  que  la  constante 
désignée  par  A,  ainsi  que  son  carré,  soit  une  quantité  très-grande 
en  comparaison  des  coefficiens  aB , ùEt , on  en  conlura  qu’il  est 
permis  de  négliger  tons  les  termes  affectés  du  signe  intégral;  ce  qui 
réduit  l’expression  précédente  de  4 à celle-ci 


PysUi(v  — fl) 
rffl  / rffl\ 

Jv  \ dv ) 


n est  évident  que  pour  avoir  l’intégrale  complète  de  l’équation  pro- 
posée , il  faut  ajouter  à cette  valeur  de  5 un  terme  de  la  forme 
y/in(v  — 6 ),  dans  lequel  y^  et  ô,  désignent  deux  quantités  absolu- 
ment constantes  et  arbitraires.  11  suit  de  là  que  si  l’on  fait  pour  plus 
de  simplicité 


Ccojll  — 


- Pycoti 
y^COsè^-^ 


dd  ( rffl\ 
dv) 


l’on  a 


C sin  n = 


• A Pytind 
— rffl 

dvV~ 


rfpj 


s = G sin(v  — II) 


pour  l’intégrale  complète  de  l’équation 

^ 4 -♦-  Py  sin(v  — fl)  = o . 
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198.  Mais  si,  au  lieu  de  considérer  le  problème  sous  le  point  de 
vue  qui  vient  d’être  exposé , on  cessait  de  regarder  comme  données  les 
deux  fonctions  de  t>  représentées  par  y et  ô , et  que  l’on  deman* 
dit  de  déterminer  ces  mêmes  fonctions  de  manière  que  l’équation 

^ s Py  sin{v  — fl)  = o 

soit  identiquement  satisfaite  eu  prenant 

s = ysin(v  — fl). 

Alors  il  est  évident  que  la  question  se  réduit  à rendre  identique 
Féquadon 

0=  ,m(p-fl)jy(l  -f.  p)_y^i_g^  .«.ÿj 

^co.(.-fl)ja*(i-g)-ygJ, 

résultante  de  la  substitution  de  la  valeur  de  s dans  la  proposée. 

Or  il  est  clair  que  cette  équation  sera  satis&ite,  si  l’on  égale  sé- 
parément à zéro  le  coefficient  de  sin{v  — fl)  et  celui  de  co.tfv  — fl); 
c’est-à-dire,  si  l'on  conçoit  les  valeurs  de  fl  et  y telles  que  l’on  ait 


dy  / d6\  fl 

“ * dû)  ^ ^ ° ' 


La  seconde  de  ces  équations  est,  comme  l’on  voit,  indépendante  de 
la  fonction  P,  et  devient  immédiatement  intégrable  en  la  multipliant 
par  y;  de  sorte  que,  c désignant  une  constante  arbitraire,  l’on  a 

/(-£)- 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y doit  satisfaire  à l’équation 

O. 
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Mais  il  est  impossible  d'en  trouver  l’intégrale  complète.  Sons  forme 
finie , par  les  méthodes  connues.  Néanmoins  on  peut  en  tirer  plusieurs 
conséquences  et  l'intégrer  par  approximation  dans  le  cas  où  P est, 
comme  nous  le  supposons  ici,  une  fonction  de  p dont  les  coefficiens 
diSérentiels  sont  très-petits. 

En  la  multipliant  par  dy  et  intégrant , on  obtient 


‘^ifPrdy 


ou  bien , en  intégrant  par  parties , 


O ; 


y*(l  P) 


c désignant  une  constante  arbitraire. 

Il  est  évident  que  cette  équation  serait  rigoureusement  satisfaite  en  sup- 
posant y quantité  absolument  constante  et  en  faisant  y = i/c,  c’=2c; 
mais  alors  l’équation  ^ ~ satisfaite  autre- 

ment qu’en  prenant  aussi  une  quantité  absolument  constante  pour  6, 
Cependant  il  est  clair  que  cette  solution  est  absurde , puisque  en 
posant  s = ysin(v  — 6)  et  regardant  y et  â comme  quantités  con- 
stantes, on  aurait  toujours  ^ s = o et  jamais 


d‘s 

dv' 


Py  sin(p  — 6)  ==  o . 


Ainsi,  pour  faire  cesser  l’absurdité,  il  faudra  dire  qu’il  est  nécessaire 
que  la  constante  arbitraire  désignée  par  c soit  égale  à zéro:  alors 
l’on  a y ==  O et  par  conséquent  le  problème  cesse  d’avoir  fieu. 

199.  Prenons  maintenant 

/(i-P)  ' 

L’équation  différentielle  en  y devient  d’après  cela 


ou  bien 


(£)’  * “1'^  - ~ ‘ 
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Le  dernier  membre  de  cette  équation  n'est  donc  pas  une  quantité 
absolument  constante,  comme  cela  devrait  être  pour  avoir  une  solution 
rigoureuse. 

Mais  il  est  certain  qu’en  posant 

9 — ' 4 y 

/(.H- P) 

OU  a 

= /ë  sin  j O -f{i  -\fi*p)dv\. 

Donc , en  supposant  toujours  que  la  quantité  P est  donnée  par  une 
suite  de  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  lenteur  excessive, 
on  pourra,  en  raison  de  l’excessive  petitesse  des  coefficiens  différen- 
tiels ~ t , regarder  la  valeur  précédente  de  s comme  une 

solution  approchée  du  problème  proposé  au  commencement  du  n.°  198. 

Mais,  d’après  ce  principe , on  doit  caissi  considérer  comme  une  so- 
lution également  approchée  du  même  problème  celle  que  l’on  a en 
supposant  y quantité  constante  et  en  faisant 

Car  il  est  clair  qu’en  posant 

s = y rin  I O — y(  I — /i  H-  p)dv  j , 
et  traitant  y comme  quantité  constate,  il  en  résulte 

s ^ p.  = . 

<A>*  dv  ’ 

c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger,  eu  égard  à 
l’excessive  petitesse  du  facteur 

Il  y a plus:  en  prenant  de  nouveau 


ô = f{\  — V\-^P)àv  , 

et  se  tenant  toujours  dans  les  limites  d’une  solution  qui  permet  de 
négliger  les  quantités  multipliées  par  les  coefficiens  différentiels  de  la 


a36  'théorie  dü  mouvement  de  la  litne. 

fonction  P,  on  pourra  supposer  la  quantité  y composée  d'une  quantité 
constante  et  d’une  suite  de  termes  périodiques,  qui,  étant  différentiés, 
deviennent  comparables  à l’expression  de  ^ • En  effet  la  fonction 

s = y «n  { — yi^i  — V I p)dv  | 
donne  ( conformément  à la  dernière  définition  de  y) 

^sin\v 

c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger  par  la  même 
raison  qui  a été  admise  dans  les  cas  précédens. 

Cette  solution  approchée  de  l’équation 

^ -H  i -t-  Py  sin  j V —J\  t — -+•  P)dv  j = O 


n’a  rien  de  contraire  au  principe  général  démontré  dans  le  n.“  197. 
Car  en  faisant  ^ = i — |/i  -*-i>  dans  la  formule 

Qtf 

_ Py  tm{v  — 6) 
rfS  / d6\ 

<*<  — di) 

on  obtient 


5 


Py  sin{v—f[i  — \/ (\ -t- py\dv\ 


yiirt  j V —J'(i  — /ïTT)dvi. 


On  voit  d’après  cela  que  pour  résoudre  rapidement  le  problème 
proposé  au  commencement  du  n.°  1 98 , on  aurait  pu  poser  l’équation 
= — P,  laquelle  donne  1 ± /i  Mais  nous 

avons  évité  à dessein  une  telle  solution  pour  faire  voir  en  même 
tems  les  différentes  circonstances  qui  se  rapportent  à la  variable  y. 

11  est  surtout  essentiel  de  remarquer  que  la  solution  précédente  ne 
saurait  déterminer  la  quantité  y,  ni  même  établir  une  relation  nécessaire 
entre  P et  y. 


I 
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Sous  ce  rapport  on  peut  dire  qu’il  y a une  différence  énorme  entre 
cette  dernière  solution  et  celle  obtenue  plus  haut,  eu  faisant 

200.  Pour  décider  la  question , du  moins  en  ce  qui  tient  à la  forme 
algébrique  des  quantités  cherchées,  il  est  nécessaire  d'appliquer  les 
réflexions  qui  viennent  d'être  exposées  à la  partie  séculaire  du  nœud 
et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune,  afin  de  savoir  quelle  est 
parmi  ces  solutions  celle  qui  ne  présente  aucune  contradiction  dans 
la  partie  principale  de  ces  deux  élcmens,  déjà  connue  par  tout  ce 
qui  précède. 

Or  il  est  facile  de  prouver  qu’il  faut  exclure  la  solution  qui  donne 

a _ ^ 

En  effet,  si  l’on  suppose  calculés  les  premiers  termes  de  la  fonction 
désignée  par  P,  au  moyen  du  développement  de  la  première  des 
équations  (VIII),  (Voyez  n.“  23),  on  y verra  nécessairement  un  terme 
du  quatrième  ordre  de  la  forme  A m'*  Cela  est  sans  doute  exact 
à l’égard  de  la  valeur  séculaire  de  6,  mais  le  résultat  qui  en  dérive 
pour  y* , en  substituant  la  même  valeur  de  P dans  la  formule 
y^  = •)  est  incompatible  avec  notre  analyse  du  paragraphe 

précédent,  où  l’on  a trouvé 

/ = y/  y*  2y, 2 Ncos{ô,  — (p  — ic  — J3), 

sous  la  condition  expresse  que  l’existence  d’un  terme  de  la  forme 
A m‘  est  impossible  dans  la  valeur  de  cette  fonction. 

Concluons  d'après  tout  cela  que  dans  la  théorie  de  la  Lune,  la 
seule  solution  admissible  de  l’équation 

^ i Py  sin{v  — ô)  2 Q sin{av  -*•  ^')  = o 

(en  voulant  retenir,  comme  on  le  doit,  dans  y et  ô la  partie  sécu- 
laire ) est  celle  que  l’on  obtient  en  prenant  pour  s une  fonction  de 
cette  forme 
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S = y îira  j P ~JX I — /i  -H  p)dv  | 2 Q*  sin(a.'v  . 

H est  vrai  que  de  cette  manière  on  laisse  inconnue  la  partie  sécu- 
laire de  y qui  dépend  de  y.  Mais  ayant  trouvé  dans  le  n.°  i86 
que  la  première  valeur  de  s est  de  la  forme 

s — y^sin{y  — (fi)  -t-  ^Nsin{v  — it  — fi), 

on  peut  regarder  comme  certain  que  la  véritable  forme  de  l’expression 
de  la  variable  s est 


s = y^sin  — |/i  p)dv  } 2 Nün{v  it  — fi) 

-4-  IQf  sin{p!v  -4-  fi!)  -, 


la  fonction  ’2Nân{y  — it  — fi)  étant  celle  qui  naît  d’un  terme  de 
la  forme  R s'  qui  entre  dans  l’équadou  différentielle  de  s. 

201.  L’équation  différentielle  du  second  ordre  qui  détermine  la 
variable  u donne  lieu  à des  considérations  analogues.  Mais  il  ne 
suffit  pas  d’indiquer  une  telle  analogie;  il  est  nécessaire  d’entrer  dans 
les  détails,  afin  de  mettre  en  évidence  les  circonstances  qui  apportent 
quelques  modifications  dans  la  solution  qui  concerne  la  partie  séculaire 
de  e et  ta,  et  celles  qui  exigent  quelque  considération  nouvelle  rela- 
tivement à la  partie  séculaire  qui  naît  du  développement  de  la  fonction 
même  désignée  par  u. 

Admettons  pour  un  moment  que  l’on  a développé  le  second  membre 
de  l’équation 


<f« 

dt>‘ 


u 


ff(l  -4-  Ss) 

h‘- 


Q 

(»  rfp 


Jû 

u'dv 


rja 

t/ 


dv 


et  qu’on  obtenu  un  résultat  de  cette  forme 

u -4~  B -4-  Q e cos{v  — ta)  2 17 co5(ap  -4-  fi)  = o , 


où  .8  et  Q renferment , outre  les  quantités  absolument  constantes , 
des  termes  séculaires,  fonction  de  e et  y.  D’après  cette  définition  il 
sera  permis  de  regarder  comme  très-petits  les  coefficiens  différentiels 
^ ^ • Cela  posé , remarquons  que  rien  n’empêche  de  concevoir 
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la  valeur  de  u comme  composée  de  deux  parties  distinctes.  La  pre- 
mière sera  celle  qui  satisfait  à l’équation 

( t ) ....  ^ U -f  B -f  Qe  cos(v  — nr)  = o ; 

et  la  seconde  sera  celle  qui  donne 

(a)  . ^ -t-  U -*•  2 V cos(a  P J3)  = o . 

Les  coefficiens  </  et  les  argumens  fi  sont  à la  vérité  composés  de 
quantités  constantes  et  de  termes  séculaires  qui  varient  avec  une  grande 
lenteur;  mais,  pour  ne  point  augmenter  la  difficulté  de  la  question  que 
nous  traitons  ici , nous  accorderons  que  l’équadon  (a)  est  satisfaite 
en  faisant 

U = 2 coj(a fi)  i 

ce  qui  revient  à l’intégrer,  comme  si  17  et  fi  étaient  des  quantités 
constantes. 

Nous  ferons  même  abstraction  des  cas  singuliers  dans  lesquels  le 
coefficient  a serait  une  quantité  très-peu  differente  de  l’unité , nous 
réservant  de  développer  plus  bas  les  circonstances  qui  ont  lieu  à l’égard 
de  ces  argumens,  qui  peuvent  être  assimilés  à celui  de  l’équation 
du  centre. 

Tout  se  réduit  donc  à intégrer  convenablement  l'équation  (i).  Si 
cette  équation  était  isolée,  il  n’y  aurait  aucune  difficulté.  Mais  il  s'agit 
ici  de  satisfaire  à la  condition  que  les  deux  premiers  termes  de  la 
valeur  de  u soient  effectivement  tels  qu’ils  out  été  présupposés, 
avant  d’entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  per- 
turbatice.  Or,  quels  que  soient  ces  deux  premiers  termes,  ils  doivent 
être  réductibles  à la  forme 

U = A'  -*■  A'A"e  cos(t>  — w); 

A',  A"  étant  des  fonctions  des  élémens  des  deux  orbites. 

Substituons  cette  valeur  de  u dans  l'équation  ( t ) , regardons 
toutes  les  quantités  comme  variables  et  faisons  pour  plus  de  simplicité 
E = eA‘A‘%  on  aura 
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Jusqn’ici  rien  ne  définit  les  facteurs  dont  se  compose  la  fonction  Q; 
mais  il  est  évident  que  les  facteurs  du  produit  eA'A"  étant  insépa- 
rables, on  doit  regarder  Q comme  ayant  la  forme  (^A'A'.  Donc, 
en  faisant  eQ  = Q^E,  on  satisfera  rigoureusement  à l’équation  pré- 
cédente en  la  partageant  dans  les  trois  suivantes  : 


O = A B , 

O = 

„ii*w  / du\  dE 

° ~ ""drjrfir’ 


æE 

dv‘  ’ 


La  dernière  donne  en  l’intégrant 


H étant  une  constante  arbitraire.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 


c’est-à-dire  une  équation  tout-à-fait  semblable  à celle  trouvée  dans  le 
n.®  198  pour  déterminer  la  valeur  de  y.  Ainsi  nous  pouvons  en 
déduire  les  mêmes  conséquences:  savoir,  que  Ton  a une  solution 
approchée  de  l’équation  (i),  en  faisant 

^ = 7(7^’  ta  =/(i-|/T:7q>)*; 


mais  que  l’on  a une  solution  également  approchée , soit  en  supposant  E 
quantité  absolument  constante , soit  en  l’imaginant  composée  de  quan- 
tités constantes  et  de  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  exces- 
sive lenteur. 
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Cette  dernière  solution  étant  la  seule  compatible  avec  les  premiers 
termes  de  c et  de  trouvés  par  la  méthode  du  paragraphe  précé- 
dent, il  en  résulte  la  nécessité  é^exclure  La  solution  qui  donneraU 

car  cette  équation  établit  un  rapport  entre  la  partie  variable  de  e 
et  celle  de  t7,  qui  introduit  dans  Texpression  séculaire  de  e un 
terme  du  quatrième  ordre , de  la  forme  A mV%  ce  qui  est  en  con- 
tradiction avec  les  résultats  fournis  par  les  formules  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires. 

Concluons  de  là  que  pour  intégrer  l’équation  différentielle  en  iz,  il 
faut  d’abord  poser  dans  les  termes  dépendans  de  la  force  perturbatrice 

U A'  -t-‘  A'A"ecos{v  — cr)  etc. 
et  la  réduire  d’après  cela  à la  forme 

O = ^ U -*•  B -*•  A*A"e  cos(y  — tst)  h-  2 £/■  cos{w  0) . 


Ijorsqu’on  aura  ainsi  découvert  les  deux  fonctions  des  élémens  dé 
signées  par  B et  Q*,  on  prendra 

xff  = y*(  I — H-  Q')  dtf 

et  on  déterminera  A'  au  moyen  de  l’équation 


O 


A'  B . 


Or,  en  supposant  la  valeur  de  B réduite  à la  forme 

B = 2 Af  co5(/H» 9), 


on  aurait 


Mais,  par  hypothèse,  tous  les  coefficîens  désignés  par 
petits  par  rapport  à l’unité  ; donc  on  peut  poser 

A — — 2/1/ cos{pv  q)  = — B . 


P 


Tome  I, 


sont  très- 


3 1 
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Il  n’y  a rien  dans  l’ensemble  de  ces  conditions  qui  puisse  déterminer 
le  facteur  désigné  par  Et  cela  doit  être , puisque  ce  facteur  est 
par  sa  nature  inséparable  de  la  quantité  désignée  par  e.. 

2oa.  Pour  fixer  davantage  les  idées  sur  l’équation  A'  B = o , 

à laquelle  on  doit  nécessairement  satisfaire,  il  importe  de  ne  point 
perdre  de  vue  que  la  lettre  B représente  ici  une  certaine  fonction 
de  A',  h\  a,  e,  y,  e',  y'.  En  la  supposant  connue  on  aura  une 
équation  dont  la  forme  explicite  est  celle-ci 

A'  ■+■  fonu.  j A,  h\  a',  e , y , f',  y' } = O . 

On  peut  en  conséquence  la  considérer  comme  propre  à déterminer 
par  A,  et  réciproquement. 

Mais  au  lieu  de  laisser  à ces  deux  dernières  quantités  la  forme 
actuelle,  on  préfère  ordinairement  de  la  changer  par  un  procédé  qui 
revient  à celui  que  nous  allons  oxposer. 

Supposons  que  l’on  ait  développé  la  valeur  complète  de  u , et  que 
l’on  a trouvé 

U = A f AA”e  cos(f>  — w)  -t-  etc.  ; 

supposons  en  outre  que  l’on  ait  développé  l’intégrale  > ®t 

que  l’on  a trouvé 

= G'  -*•  G"cos(iv  -*-/)-+-  C"  cos(i't>  /')  etc. 

Maintenant  admettons  qu’au  moyen  de  ces  deux  suites  de  termes 
périodiques  on  a formé  le  développement  du  second  membre  de 
l’équation 


et  qu’il  en  est  résulté  cette  troisième  suite 

hÿ^<=  H' H"cos(g'o  /')  H"'cos(g"t>  ■*■/")  etc. 

Il  est  évident  que  la  fonction  des  élémens  représentée  par  H'  sera 
réductible  à cette  forme 

tW  _ 1 ** 
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OÙ  les  lettres  k et  G'  doivent  être  regardées  comme  fonctions  de  h 
et  des  autres  élémens. 

Cependant  rien  n’empêche  d’introduire  dans  le  calcul  une  autre 
quantité , que  nous  désignerons  par  a, , telle  que  l’on  ait 


h = P®*"  conséquent 


H'  = 


h 


Alors  l'expression  de  dt  deviendra 

==  X ^ *f)  H"'cos(g'V -h/")  h-  etc.  ^ • 

Cela  posé,  admettons  que  l’on  a résolu  par  rapport  à h l’équation 
_ (t  * *)  , et  que  l’on  a trouvé 

h = fonct.  \A',  a, (T,  a,  e,  y,  s',  y'\. 

En  substituant  cette  valeur  de  h dans  Féqnation  A'  -f  B = o , on 
pourra  ensuite  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  de  A'  en  fonction 
de  a,  et  des  élémens  de  deux  orbites. 

20  3.  Après  avoir  ainsi  formé  l’expression  de  A',  rien  n’empêche 
de  la  décomposer  en  deux  facteurs  de  la  forme 

r). 

en  se  donnant  arbitrairement  le  facteur  <p(e,  y)  qui  représente  une 
fonction  de  e et  de  y.  Mais,  pour  se  rapprocher  davantage  des  formes 
connues  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique , on  pourrait  faire 


(f)(e,  y)  = F(y)X/(e,  y) 


et  prendre  pour  F(y)  la  fonction  de  y qui  constitue  k premier 
terme  du  développement  du  radical  f‘âa‘{y  — 6) , mis  sous  la 

forme 

F (y)  -t-  Ffy)cos(2f>  — ad)  etc. 

On  obtiendra  de  cette  manière  pour  ^ une  expression  réductible  à 
cette  forme 


- « e,  J,  e,  y)-. 
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de  sorte  que  l’on  aura 

Â = c.  y.  4 y')X^’(r)X/(e,  y). 

Mais  nous  avons  dit  plus  haut  que  l’on  a 

J 

= Tl\n T ®tC. 

Donc,  en  substituant  pour  A la  valeur  précédente,  il  viendra 

I. 

dt  = 'X.fona-ià,  e,  y,  f',  y')  etc. 

Actuellement,  pour  intégrer  ce  premier  coefficient  de  dp,  il  faut 
imaginer  que  l’on  a substitué  pour  e'  et  y'  leurs  valeurs  séculaires , 
et  que  l’on  a partagé  ce  terme  en  deux  autres  de  la  forme 

a,  ^ Mdi>  -H  ’ X fona.  (r',  y)  dv  ; 

où  représente  une  quantité  absolument  constante  qui  peut 

être  remplacée  par  une  autre  de  la  forme  ^ • 

Alors  l’on  obtient  l’équadon 

ndt  = ^ fond,  (f',  y')  dp  h-  etc. , 

qui  étant  intégrée  donne 

nt  — P ^ J'fona.  («',  y)  dp  f etc. ; 

c’est-à-dire  une  suite  de  termes  périodiques  précédée  par  une  autre 
suite  de  termes  également  périodiques;  mais  tels  que  leur  période 
est  excessivement  longue. 

Cette  dernière  circonstance  permet  d’évaluer  l’intégrale 
J'fonct.(t\  y')dv 

en  développant  les  variables  suivant  les  puissances  de  la  longitude  p. 
Le  résultat  ainsi  trouvé  cesse  d’être  exact  après  quelques  siècles  ; mais 
il  est  facile  de  la  réformer  convenablement,  en  recalculant  la  formule 
d’après  les  élémens  e'  et  y'  fournis  par  les  observations  astronomiques 
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faites  peu  d'années  avant  et  peu  d’années  après  la  nouvelle  époque 
qui  sera  choisie  pour  point  de  départ  Cette  espèce  d’imperfec- 
tion ne  pourra  cesser  que  dans  le  tems  où  les  masses  des  pla- 
nètes seront  assez  bien  déterminées  pour  pouvoir  construire  a priori 
les  formules  finies  qui  donnent  sans  limitation  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l'orbite  de  la  Terre. 

204.  Sans  suivre  le  procédé  qui  vient  d’étre  exposé  précisément 
dans  l'ordre  qu'il  a été  indiqué,  il  est  facile  de  concevoir  que  rien 
n’empêche  d’en  transporter  les  conséquences  au  commencement  de 
l’intégradon  des  équations  différentielles.  Ainisi , en  présupposant  les 
formes  qui  ont  été  trouvées  à l’égard  des  premiers  termes,  on  pourra 
entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  perturbatice , 
en  faisant 


s = ysin\f>  I — l^i  p)dv  { etc. 

“ ^ ecos\i>  —J'v  — ^ I ^ Q')dv  I -t-  etc.  ^ • 

On  pourrait  même  observer  que  le  facteur  A"  étant  arbitraire,  il 
convient  de  poser  A”  = 1 afin  de  simplifier  la  forme  du  coef- 

ficient de 

cos\v—  y*(i  — {. 


Alors  l’on  a 


U = 


ecos\v~J'{i  — /ih-Q') dv  I etc.  1 1 


et  en  faisant  A*  = <ra^  4'(«>  ï)t  les  équations  (VIII)  du  n.®  a3 
deviendront 


/ 


{A). .A 


d‘s 

57  = 


U = 


de  = 


n _ * ^ 

dv  u‘dtf  . 

tf  a,iHe,  r) 

/ \~T  rt  du  dû 

dv 

(/(®  r)  ay’jg  dv) 
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Mais  en  opérant  ainsi,  il  font  regarder  les  deux  nowelUs  quantités 
représentées  par  les  mêmes  lettres  e et  y comme  absolument  con- 
stantes, et  cesser  de  considérer  la  partie  variable  et  séculaire  qu’elles 
pouvaient  renfermer  implicitement,  lorsqu’on  assujettissait  les  coordon- 
nées du  mouvement  elliptique  aux  conditions  exprimées  par  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  qui  déteminent  la  partie  variable 
des  élémens.  En  général,  l’effet  des  variations,  lentes  on  rapides,  sera 
confondu  dans  l’expression  complexe  des  coordonnées,  et  on  ne  ponrra 
les  séparer  sans  une  analyse  spéciale,  conforme  aux  méthodes  qui 
peuvent  être  fournies  par  les  propriétés  intrinsèques  des  formules  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires.  En  s’écartant  de  ce  principe, 
on  risque  d’attribuer  à un  élément  ce  qui  appartient  à d’antres,  et  par 
conséquent  d’altérer  la  solution  des  problèmes  qui  pourraient  dépendre 
de  Cintégraûon  de  la  partie  purement  séculaire  qui  affecterait  un  élé- 
ment déterminé  parmi  les  six  qui  appartinnent  à l’orbite  de  la  Lune. 
C’est  d’après  cette  réflexion  que  nous  avons  insisté  plus  haut  sur  la 
nécessité  d’exclure  les  valeurs  séculaires  de  e°  et  y\  que  M.  de  Laplace 
préscrit  de  calculer  au  moyeu  des  équations  de  la  forme 

""  /(*  Q)  ’ ' 

c et  c'  désignant  des  quantités  constantes.  U est  aisé  de  sentir  que 
l’on  tomberait  dans  des  erreurs  assez  graves , si  l’on  voulait  appliquer 
ces  deux  formules  à üne  question  qui  exigerait  la  valeur  absolue  des 
deux  intégrales  doubles  J'Jé^dv'‘ , J'J-fdv^  dans  lesquelles  e et  y 
représenteraient  respectivement  l’excentricité  et  l’inclinaison  de  l’orbite 
de  la  Lune  considérée  comme  une  ellipse  variable. 

20S.  Les  deux  fonctions  de  e et  y,  désignées  par  /(e,  y),  4'(c»y)» 
que  nous  venons  d’introduire  dans  l’expression  de  u et  les  trois  équa- 
tions (//),  sont,  dans  le  fond,  deux  facteurs  constans  fort  peu  dif- 
férens  de  l’unité,  et  00  aurait  pu  les  comprendre,  le  premier  dans  a, 
et  le  second  dans  a^.  Mais  on  a préféré  de  laisser  cea  facteurs  en 
évidence , pour  les  déterminer  ensuite  de  manière  que  les  premiers 
termes  des  coordonnées  polaires  aient  une  forme  semblable  à celle  qui 
a lien  pour  le  cas  fort  simple,  où  l’on  suppose  nulles  les  forces 
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peruirbatrices.  li  n’y  a en  cela  aucun  anvantage  réel,  on  pourrait  même 
ajouter  que , pour  rendre  l’intégration  plus  directe , il  conviendrait 
de  s’abstenir  d’une  telle  transformation.  U est  clair  en  effet  que  les 
quatre  quantités  /(e,  7)  , ^/(e , y) , <ra^  sont  dans  le  cas  actuel 

toujours  réductibles  à deux , puisque  les  deux  termes  de  la  fraction 
sont  inséparables  aussi  bien  que  les  deux  termes  du  produit 
<raj4'(e>  ï)-  Cependant  nous  avons  adopté  le  principe  de  remplacer 


la  quantité  qui  tiendrait  la  place  de  ^ par  une  autre  de  la  forme 
— , et  de  substituer  <ra^t|/(e,  7)  à la  lettre  afin  de  con- 
struire des  formules  qui  soient  plus  immédiatement  comparables  avec 
celles  publiées  antérieurement  sur  cette  théorie. 

Au  reste  le  principe  fondamental  dans  cette  transformation  consiste 
dans  l’équation 


= O, 

a ’ 


analogue  à celle  qui  auparavant  était  désignée  par  B = o. 

C’est  par  son  moyen  que  l’on  détermine  a par  une  expression  de 
la  forme 

~ = ^'X,fonct.(d,  e,  7,  f',  y'), 

et  que  l’on  reconnaît  aussitôt  que  l’intégrale  doit  renfermer 

une  équation  séculaire  dépendante  de  l’intégrale  du  carré'  de  l’excen- 
tricité du  Soleil.  Il  est  assez  singulier  que  l’équation  A!  B = o 
n’ait  pas  été  d’abord  désignée  comme  renfermant  en  elle-même  la 
véritable  cause  de  l’existence  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Si 
l’on  veut  considérer  pour  un  moment  l’importance  que  cette  circon- 
stance donne  à l’équation 

/(^.  y)  xf(y)  ^ ^ 

a ’ 

on  excusera  la  longueur  des  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés 
pour  faire  voir  clairement  à quoi  tient  son  origine  et  le  mode  de  sa 
formation. 
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206.  Reprenons  maintenant  l’équation  différentielle  du  second  ordre 
en  U pour  la  considérer  sous  un  autre  point  de  vue , et  expliquer 
une  autre  difficulté  qui  n’a  pas  été  développée  plutôt,  parce  qu’elle  ne 
touchait  pas  le  fond  des  principes  généraux  exposés  jusqu’ici  dans 
ce  paragraphe. 

Supposons  l’équation  (1),  posée  dans  le  n.°  ao i , satisfaite,  et  voyons 
ce  qu’on  doit  faire  à l’égard  de  l’équation  (a)  définie  dans  le  même 
numéro.  Si  cette  dernière  avait  effectivement  la  forme 

^ U •*•'217 cot{pa>  j3)  = o , 

on  aurait  en  intégrant 

« = J3); 

ce  qui  revient  à dire  qu’il  suffit  de  changer  les  coefficiens  U en  ^ • 
Il  est  clair  que  ce  changement  augmente  d’autant  plus  les  coefficiens 
désignés  par  ü que  la  quantité  a diffère  peu  de  l’unité.  Et  comme 
il  y a quelques  argumens  dont  le  coefficient  a.  est  excessivement 
peu  différent  de  l’unité , on  pouvait  croire  que  le  coefficient  U,  cor- 
respondant à ces  argumens,  devient  fort  considérable  en  acquérant 
le  diviseur  a — i.  Mais  il  est  essentiel  d’observer  que  cette  cir- 
constance cesse  d’avoir  lieu , en  se  rapprochant  davantage  de  la  forme 
de  l’équation  différentielle  qu’il  s’agit  d’intégrer.  Pour  arriver  par  degrés 
à cette  dernière,  considérons  un  autre  cas  hypothétique. 

Supposons  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équation 

^ -f  U rnf{u)  m^2Ucos{p»  P)  = o ; 

m’  étant  un  coefficient  fort  petit. 

Il  est  censé  que  l’on  sait  d’avance  que  la  valeur  de  u qui  doit 
être  substituée  dans  /(u)  se  compose  de  deux  parties  représentées 
par  P lu,  et  que  l’on  peut  supprimer  la  fonction  ^ P » 
sorte  que 

(3) . . . -*•  lu  -*•  rnfip  lu)  in  2 U cos  (op  j3)  = o 

est  la  véritable  équation  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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En  développant  la  fonction  /(p-t-Su)  suivant  les  puissances  de  Su,' 
nous  aurons 

f(p  = fip)  -*-/'(p)Su  etc. 

Actuellement  imaginons  que  l’on  a développé  le  coefficient  /'(p)  de  Su 
dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  que  k soit  le  premier  terme 
de  ce  développement,  c’est-à-dire  la  somme  de  tous  le  termes  non 
périodiques. 

Par  ce  moyen  l’équation  différentielle  précédente  prendra  la  forme 
(4)  . . . O = •+•  (i  -f-  m*k)  Su  -*•  m’2  £7* cos{w 

m“  Q Su  -K  m*  Q'(Su)*  -H  etc. 

Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  les  termes  principaux  de  la  valeur 
de  Su  sont  donnés  par  la  fonction  explicite  de  p représentée  par 
2 1/ cos(av  J3) , on  en  conclura  qu’en  supprimant  d’abord  la  fonction 

inconnue  m‘Q  Su  etc. , on  a 

Su  = m'2— ^ rrcos(aiV  . 

a —i  — m k ' 

Donc,  en  supposant  le  coefficient  a réductible  à la  forme  a = i -<•  brn  , 
on  aura 

— I — m^k  = 26/n*  -H  6’m’*  — /n’^  ; 

et  par  conséquent  l’ordre  du  coefficient  V ne  pourra  jamais  s’abaisser 
que  de  deux  unités,  tout  au  plus,  en  acquérant  le  diviseur  a* — i — ni'k. 
Car  le  nombre  désigné  ici  par  k est  par  sa  nature  de  l’ordre  zéro. 
Telle  est  la  cause  qui  détruit  la  possibilité  d’un  abaissement  de  l’ordre  i, 
lorsque  l’exposant  i est  plus  grand  que  deux. 

Il  n’y  aurait  que  le  cas  très-particulier  de  i = 2 et  26  =:  Jt , qui 
ferait  exception , puisqu’alors  le  coefficient  U'  s’abaisserait  de  quatre 

k* 

unités  en  acquérant  le  diviseur  a*— 1 — m“it  = — m^ 

* . ^ 

Si  l’on  n’avait  pas  précisément  26  = à,  mais  que  la  différence 

26  — à fût  un  nombre  absolu  très-petit,  on  ne  pourrait  plus  estimer 
Tome  I.  3a 
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l’accroissement  de  par  rapport  à IT,  d’après  la  simple 

considération  de  l’abaissement  de  deux  unités  dans  l’ordre  du  coef- 
ficient ü\ 

307.  Si  l’on  suppose  t plus  grand  que  2,  et  6 une  petite  fraction, 
on  pourra  négliger  26 m par  rapport  à mk.  Alors  le  terme  de  Su 
qui  appartient  à une  telle  valeur  de  a devient 

XJ' 

Su  J-  cos  (aç 

de  sorte  que,  à l’égard  de  ces  argumens,  on  a l’équation  identique 
m^klu  -t-  rn  U'  cos{m>  = o. 

Voilà  pourquoi , même  en  supposant  qu’on  a laissé  l’équation  (4) 
sons  la  forme 

O = -K  Su  2 £/*  cos  (ai»  /3) , 

il  est  permis  de  supposer  nulle  la  somme  des  termes  qui  composent 
le  coefficient  U'  dans  les  cas  particuliers  où  le  coefficient  a est 
excessivement  peu  différent  de  l’unité.  C’est  d’après  cette  remarque 
qu’on  peut  se  rendre  raison  de  l’équation 


que  l’on  voit  rapportée  dans  la  page  217  du  troisième  volume  de  la 
Mécanique  céleste. 

La  complication  du  sujet  rend  cette  explication  nécessaire  : autre- 
ment on  pourrait  penser  que  l’équation  précédente  n’est  qu’un  artifice 
de  calcul,  imaginé  pour  faire  disparaitre  l’absurdité  qui  naîtrait  de 
l’intégration  directe  de  l’équation 


(5{i -nfi)  .(,8)  (4*’”)  >(171 

O = 4 ™ 

- (5  ^m) 
etc. 


-,ecos{v—nw-*-c'mv—'sr') 
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d’après  le  principe  général , qu’il  faut  diviser  le  coefficient  de  cet 
argument  par  (i — m-t-c'my — i (Voyez  pages  209-211  du  troi- 
sième volume  de  la  Mécanique  céleste). 

208.  Considérons  maintenant  le  cas  où  il  s’agirait  d’intégrer  une 
équation  de  la  forme 

(5)  . . . ^ U -t-  fi<p{u)  -*-Tri'S,U cos{w  fi)  = o ; 

/A*  désignant  un  coefficient  beaucoup  plus  petit  que  m^  C’est  à- 
peu-près  ce  qui  a lieu  lorsqu’on  ajoute  à l’action  du  Soleil  les  termes 
dus  à la  figure  de  la  Terre.  Supposons  que  l’on  ait  d’abord  intégré 
cette  équation  en  posant  = 0.  Après  cela , on  restituera  la  fonc- 
tion <p(u)  qui  avait  été  supprimée,  et  on  imaginera  que  soit 

la  valeur  complète  de  u,  q étant  la  première. 

En  développant  <p(g-4-Su),  on  aura 

(p(q  -t-  Su)  = ^(q)  <()'(9)Su  etc. 

et  l’équation  (S),  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  prendra 

cette  forme 

^ -t-  U my(u)  p-^<p(q)  -t-  U cos  {w  fi)  = O . 

Doue,  en  réduisant  (p(q)  dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  posant 
(p{q)  =3  2Hcos(iv  -t-  l), 

on  aura 

pour  la  suite  correspondante  de  termes  qui  doivent  être  ajoutés  à la 
valeur  primitive  de  u désignée  par  q.  Voilà  le  principe  général. 
Cependant  il  y a un  cas  particulier  dans  lequel  cette  approximation 
ne  serait  pas  suffisante. 

En  effet  supposons  le  coefficient  i très-peu  différent  de  l’unité , et 
admettons  que  le  même  argument  it>  1 puisse  être  réproduU  par 

le  développement  de  la  fonction  /(«),  lorsqu’on  la  développe  en 
tenant  compte  des  termes  multipliés  par  /x'  qui  entrent  dans  l’ex- 
pression complète  de  u. 
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Représentons  par 

Su  = QXcos(i<f  -*•  l) 

ce  terme  spécial  de  la  valeur  de  u,  et  regardons  C comme  un 
coefficient  inconnu , et  X comme  le  facteur  connu  par  la  forme  même 
du  coefficient  L En  développant  <^>(9),  on  aura  un  terme  de  cette  forme 

<?(?)  = C'\cos{iv  l), 

C'  étant  un  coefficient  censé  connu.  Et  en  développant  /(u)  on  aura 
nécessairement  un  terme  de  la  forme 


f(u)  = fs  G MX  cos  (iv  l)i 

où  M est  un  facteur  censé  connu. 

Cela  posé,  l’équation  (5),  en  y considérant  seulement  l’argument 
iv  -*•  l dont  il  est  ici  question , donnera  un  résultat  de  cette  forme 

O = {rr^fsG Mf  jsG)  X cos{iv  1) . 


Mais,  par  hypothèse,  cette  équation  doit  être  satisfaite  en  prenant 

Su  = pGXoosiÿv-t-ï),  et  par  conséquent  = — i pGXcos{}.v-*-l)‘, 
partant  l’on  a 


O = ( I -t-  tnk  — i’)  C H-  C*  mG  M ; 

ou  bien 

^ C 

Ainsi , en  faisant  i s i bm,  nous  aurons 


G = 


et  par  conséquent 
Su  = 


aé  m*  H-  6*n»“  — m*(i  -+•  M) 


cy 


-t  « ^ t»  ^ — TTi — îvr^cojtiv  /). 

36  m b m — m (6  Jf  ) ' ' 


Donc,  en  supposant  la  quantité  M comparable  avec  k,  il  est  pos- 
sible que  la  différence  ibrn  -~ni^(k-*-M)  soit  beaucoup  plus 

petite  que  a.bm  — m^k.  Alors  le  calcul  du  coefficient  Q de 


Digitized  by  Google 


CHArmtE  SECOND. 


253 

cet  argument,  que  l’on  aurait  fait  sans  avoir  égard  à l’existence  de 
la  quantité  désignée  par  Af,  pourrait  être  très-fautif. 

L’argument  (3/— ag)v  défini  dans  le  n.°  (64  présente  un  exemple  de 
cas  singulier.  Mais,  pour  découvrir  à son  égard  la  quantité  désignée 
par  M,  il  faudra  ajouter  le  terme  de  la  forme 

^ sin{3/v  — 2gv  ad) 
avec  celui  de  la  forme 

^^ecos\v—  ^ 

et  exécuter  les  développemens  qui  réproduisent  chacun  de  ces  deux 
argumens  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  que  l’on  jugera  suffisant. 

Si  l’on  fait  attention  que  la  réproduction  d’un  meme  argument  dans 
les  approximations  successives  dépend  principalement  de  la  qualité  des 
différentes  parties  qui  concourent  à sa  formation , on  sentira  a priori 
que  malgré  la  proximité  des  deux  quantités  3/ — 2g,  il 

doit  y avoir  une  différence  entre  les  deux  facteurs  Mrri  , Çf  qui 
leurs  appartiennent  respectivement.  S’il  n’était  question  que  d’une  ap- 
proximation grossière,  on  pourrait  supposer  Mnx  = Ç!  mais  cela  ne 
suffit  pas  pour  décider  la  question  relative  à la  grandeur  absolue  de 
l’équation  ayant  pour  argument  {if—2g  — c)v.  Le  seul  moyen  de 
faire  cesser  les  doutes  sur  ce  point  est  de  ne  faire  aucun  cas  de  ces 
idées  qui  tendent  à abréger  des  calculs  pénibles  par  des  moyens  indi- 
rects et  incertains , et  de  s’en  tenir  strictement  aux  résultats  certains 
que  l’on  peut  obtenir  en  demeurant  fidèles  à la  méthode  des  appro- 
ximations successives. 
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TRANSFORMATIONS  PRÉPARATOIRES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DU  SECOND  ORDRE, 

ET  DÉVELOPPEMENT  ULTÉRIEUR  DES  FONCTIONS 
DE  LA  FORCE  PERTURBATRICE 


S I- 

Transformation  préliminaire  des  trois  équations  {A)  données  dans  le  n.°  204. 

209.  Cruelle  que  soit  la  valeur  complète  de  la  variable  s,  rien 
u’empêche  de  la  partager  en  deux  parties  distinctes;  et  en  considérant 
la  forme  de  son  expression  algébrique  trouvée  dans  le  n.°  200,  il 
est  assez  naturel  d'opérer  ce  partage  en  posant 

5,  = y y*(i  — H-i>)  de],  • 

i = s^-*-  h . 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  lettre  y représente  ici  un 
coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre,  et  que  —P  désigne 
la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  constitue  le  coefficient 
de  ■ysin[v—y’(i  — l^'i  dp]  dans  le  développement  du  second 
membre  de  la  première  des  équations  (A). 

Cela  posé,  si  Ion  néglige  le  terme  insensible  multiplié  par  il 

est  clair  que  l’on  a 

= y/lTpcosli’-J’(i—/7^)di>], 

— y(i  P)sin[v—y'(t  — /7Tp)dp], 
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Donc , en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

V — y*(i  — \/i-*-p)dv  = gt>—J’6dv  , 


1 

dSX 

. ' 

' n ^ 

) (0  dv  UrSv 

<ra,V’(<r.  y)  j 

J 1 -►  if  O dv 

la  première  des  équations  (/4)  deviendra 

(i) ■♦•Ss  = H-fPysin(gt>-- J'ddi>). 


Et,  conformément  aux  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent, 
on  déterminera  la  quantité  désignée  par  P,  en  développant  la  fonc- 
tion B!  dans  une  série  de  termes  périodiques,  et  égalant  ensuite  à 
zéro  la  totalité  des  termes  qui  multiplient  y sin{gv —J'd  dv)  dans  le 
second  membre  de  cette  équation. 

210.  Maintenant,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


.R"  = 


y) 


1 -H  a/  rfk» 


la  seconde  des  équations  {A)  prendra  cette  forme 


- 

( I ^ * 

<iv‘  a,^(e,  y) 


= R". 


Or , en  faisant  s = l’on  a 


Donc,  en  représentant  par  i h-  Vts  le  développement  du  second 
facteur  de  ce  produit,  nous  aurons 
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Lt  — 


^ 1^' . (‘  -^s‘)~'^y3s 
y)  7) 


Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  de  u sont  de  cette  forme 


« = F(r)  e cos[.  -/(I  _ ; 

où  e désigne  un  coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre , 
et  F(y)  le  premier  terme  qui  naît  du  développement  en  termes  pé- 
riodiques du  radical  (/i 

D’après  cela , et  surtout  pour  nous  rapprocher  le  plus  qu’il  est 
possible  ( à l’égard  des  premiers  termes  ) des  formes  qui  ont  lien 
dans  le  cas  fort  simple  des  forces  perturbatrices  nulles,  nous  ima- 
ginerons la  valeur  complète  de  u partagée  dans  les  trois  parties 
suivantes;  savoir 

u — y't-t-s'  e cos  (cv  — J' srdp)  ^ ' 


où  l’on  a fait  pour  plus  de  simplicité 

cv  — J'csdv  = V — J'{ i — H-  Q')  dv  : 

— Q'  représente  la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  multi- 
plie le  terme  e cos(cv  ~-J’-ar  dv)  dans  le  développement  en  ter- 

mes périodiques  du  second  membre  de  l’équation  (2). 

21 1.  En  négligeant  les  termes  insensibles  multipliés  par  les  coefficiens 
différentiels  de  a ou  de  Q^,  on  trouvera  que  la  substitution  de  la  va- 
leur précédente  de  u dans  le  premier  membre  de  l’équation  (2)  donne 


f(t) 


(3).. 


dv' 

. /(«.  y) 

4 


H.  £îf  - (»  ^ /(g.  y)  JrfYOj* 

a 


y) 


dv' 


Q'  e cos(cv  — J’is  dv) 


( I ï,*)~  * F9s 


r) 

Mais,  en  différentiant  deux  fois  la  fonction  -i- s', 
quation  identique 


B"  ] 

l’on  obtient  l’é- 


Tome  î. 


33 
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en  observant  que  = y sinlt>—J'{i  — ÿt^p)du\,  il  viendra 

(^*Oy  -*■*<  ‘*-^‘07)'^^'  = 

1 -t-  y*  -*-  Py*  cos{2gy  — 2 J"6dv)  — Py*  siri*(gi>  — J" idv)  ; 

ou  bien 

( I r,  ) i,  ^,â7^)-*-ô7  - 

( I -t-  /- 1 Py“)  •*■  Py\  « ■►  I /)  co${igv  — of  )dv)  — | /»/sin(4gP  — ifèdv). 
Maintenant,  si  l’on  observe  que 

(i  -•-  s^)  * FSi  = (t  J*)  ’ — (*  ■*■  */)  * » 
on  verra  que  au  lieu  de  l’équation  (3)  l’on  a celle-ci 

[ \ 

i — Tl — = /i  '1 

1 dv  a I 

(4)  l^f±^Qfgcos(ci>  -fmdv)  - 1 j/(e,  y)  ( I *r’)  ('  +0~  ^ \ | 

.Py’( I *s^T'\ly’‘-i^*lr^)cot(2gv-2jidv)->-ly^cos(4gv-4fldv)\  j 


ou  bien 


D’après  les  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent  on  doit 
déterminer  le  rapport  ^ en  égalant  à zéro  la  fonction  des  élémens 
des  deux  orbites  composée  de  la  totalité  des  termes  explicitement 
indépendans  de  v,  qui  entrent  dans  le  développement,  en  termes 
périodiques,  du  second  membre  de  cette  équation;  et  la  valeur  de  Q 
doit  être  déterminée  en  égalant  à zéro  la  fonction  semblable  qui  con- 
stitue le  coefficient  de  e cos{a> —J'^dv)  dans  le  même  déve- 

loppement. 
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Après  avoir  satisfait  à ces  deux  conditions,  l’équation  (4)  prendra 
cette  forme 

(5)....  = O, 

où  a,  k,  M,  ^ doivent  être  considérées,  en  général,  comme  des 
fonctions  des  .élémens , des  deux  orbites  suceptibles  de  varier  avec  une 
lenteur  excessive. 

ai  a.  Cependant  il  est  essentiel  de  faire  observer  que  cette  circon- 
stance n’empêchera  pas  d’intégrer  l’équation  (S) , en  prenant 


En  effet , si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


N 


M 


a [(a  *(?)•—  i — *]  ’ 


l’on  obtient,  en  différentiant  cette  expression  de  — > 

ce(—\ 

\a}  , ,.9u  M\  , , 


dv' 


Donc,  en  supposant  que 

— 

a 


= Y ■*-  s N cos(av  -H  J' ^dv) 
3u 


soit  l’expression  exacte  de  qui  satisfait  à Téquation  (S),  on  aura, 
pour  déterminer  Y,  l’équation 


ær  , 


k)Y  -*■  2 —^cos(gt>  J'^v) 


- S I iV  -f-  (a  2^)  Kn(av  . 

Mais,  par  hypothèse,  les  coefficiens  différentiels  ^ 

sont  e.xprimés  par  des  quantités  très-petites,  composées  de  termes 
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périodinues  dont  les  argumens  (en  comparaison  des  argumens 
croissent  avec  une  lenteur  excessive.  Donc  la  valeur  de  T sera  donnée 
par  une  fonction  de  la  forme 

Y = 1 G cos\{x-*-f)»  sin\{x  f)v  -*-l 

dans  laquelle  les  coefficiens  G et  G'  seront  nécessairement  insensi- 
bles. Eu  conséquence  il  est  inutile  d'avoir  égard  à ces  derniers  termes, 
et  il  suffit  de  prendre 

,=  2 cor(av  . 

11  suit  de  là  qu’en  multipliant  l’équation  (4)  par  a,  l’on  peut  réduire 
la  recherche  de  Su  à l’intégration  de  cette  équation 


d'in 


lu  = &R' 


\ 


*/(«.  y)  coj(o>  -f  vdv)  - |/(e , 7)  ( i + '/)  ( I -*■  *,’)  * - ( 

♦/■(e,  y)Py\l<*-s^Ÿ  i*|/)cos(agv-2yè(i4>)+l/cos(4^4y&dv)j 

21 3.  Considérons  maintenant  la  troisième  des  équations  {A).  En 
faisant  pour  plus  de  simplicité 

= /(« I y)  I /i  •<-  >*  î , 

nous  avons  > 

a a a V “,/ 


Donc,  en  substitnant  cette  valeur  de  u dans  celle  de  de,  il  viendra 

, (i>a*u,“*(i a/ra»)  “ * 

" / /. 

l/cra,^(«,7)  (^I  * — j 


Posons 


e cos{cv  — y®dv)  j ■ 


= 


et  représentons  par  \ la  fonction  des  deux  élémens  c et  y qui 
constitue  le  premier  terme  non  périodique  du  développement  de  la 
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X 

fonction  X en  termes  pcriodiques  ; alors  la  valeur  de  ^ sera  com- 
posée de  l’unité  suivie  par  une  série  de  termes  périodiques.  Cela  posé, 
écrivons  la  valeur  précédente  de  de  sous  cette  forme 

et  rappelons  nous  que,  conformément  à l’analyse  exposée  dans  le 
paragraphe  précédent,  on  peut  regarder  comme  arbitraires  les  deux 
constantes  représentées  par  les  fonctions  /(e , y)  , if'C®  > ï)-  D’après 
cela , rien  n’empêche  de  supposer 

(8) r/(«>  y)  = 

ce  qui  rapproche  la  forme  de  l’e.xpression  de  dt  de  celle  qui  a lieu 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  nulles  les  forces  perturbatrices,  du  moins 
en  faisant  abstraction  des  deux  facteurs  qui  sont  explicitement  fonction 
de  la  force  perturbatrice.  Mais  on  peut  rendre  ce  rapprochement  plus 
intime,  et  simplifier  en  même  tems  le  second  membre  de  l’équation  (6), 
en  faisant 

Alors  les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

/(«>  7)  = {1  4'(e,  7)  = 

et  il  s’agit  de  déterminer  la  valeur  de  A. 

314.  Pour  cela  remarquons  d’abord  que  dans  le  développement 
de  la  fonction  X il  n’y  a que  les  termes  compris  dans  la  série 

(i  3e“(i  s^)~  ^ co$^{cv  —Jisdv)  Se'’(l  s^)~^ cos*(cv —Jrsrdv)  * etc. 

qui  peuvent  donner  une  partie  non  périodique.  Ensuite  observons  que 
pour  avoir  la  valeur  cherchée  de  A il  suffit  de  prendre  la  partie  constante 
fournie  par  le  développement  des  puissances  paires  de  co${cv —Jisdv). 


(7)  . . . . dt  = 
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Donc , en  désignant  par  b.  le  terme  non  périodique  qui  se  trouve 
dans  le  développement  de  (i"*-*,’)”*  étant  un  nombre  entier), 
nous  aurons 


(lO). 


. A 


■h\ 


i • a • 3 


etc. 


Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  l’oii  a 

I t-  = I ^ ^ coi(ogv  — ij’ôdv) , 

ou  bien 

>•*•***  -i(/r^*,)(/7:;:p-,)eos(2gp-3/ôrfp); 

et  par  conséquent 

on  en  conclura  que  d’après  la  formule  (6)  donnée  dans  la  page  276 
du  second  volume  des  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  Ton  a 

Il  est  maintenant  facile  de  former  la  valeur  de  A avec  le  degré  d'ap- 
pro.ximation  que  l'on  jugera  convenable.  Il  est  d’ailleurs  évident  que 
cette  valeur  devient  fort  simple  en  supposant  7=0;  ce  qui  donne 
b-  = I ; et  par  conséquent  A = (i  — e*) 
ai 5.  Si  l’on  développe  les  fonctions  ^ 

1 (•  •*■  ^J'Udv)  ’ t 

l’on  aura 

en  posant  pour  plus  de  simplicité 


Digitized  by  Google 


CHAPITBE  TBOISliUE.  a63 

Maintenant , si  l’on  représente  par  i Il  la  fonction  des  élémens 
des  deux  orbites,  explicitement  indépendante  de  v,  qui  se  trouve  dans 
le  produit  (i-+-5)  développé  dans  une  série  de  termes 

périodiques,  on  pourra  écrire  l’équation  (7)  sous  la  forme 

ou  bien  sous  la  forme 
d’où  l’on  tire 

(ia)..,dt=  *(i;)  (■  + a) 

eu  faisant  pour  plus  de  simplicité 

r = A — B AB. 

Donc , en  désignant  par  n un  coefficient  absolument  constant  tel  que 
l’on  ait 

il  viendra,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l’équation  (12), 

nt  = (J  - a 

Mais,  à cause  de  la  lenteur  excessive  avec  laquelle  varient  les  termes 
séculaires  renfermés  dans  l’expression  de  ^ , comparativement  aux  argu- 
mens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions 
ou  peut  sans  erreur  sensible  faire  sortir  du  signe  intégral  le  facteur 
et  supposer 
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(14)  . . . . ni  - » »/?*  * (j^H)/'(ï  - ■)* 

Au  reste  il  est  évident  que  cela  revient  à négliger  des  termes  très-petits' 
multipliés  par  ^ ou  — 4 puisque  l’expression  rigoureuse  de  ne  est 

-Aï-')^  {^)  */(!  • 

Or , en  associant  les  argumens  de  ^ ou  ^ avec  ceux  de  ) 

ou  de  F 4 il  n’en  peut  résulter  aucun  terme  capable  de 

devenir  sensible,  même  après  l’intégration  qu’il  faut  exécuter. 

Pour  imiter  à l’égard  de  ne  ce  qui  a été  fait  à l’égard  des  deux 
autres  coordonnées  polaires  5 et  u , nous  partagerons  aussi  l’expres- 
sion complète  de  ne  en  posant 

[«]  „ „ - ■)*, 

ce  qui  donne 

ne  = [ne]  Sne. 

216.  En  résumant  les  résultats  trouvés  dans  ce  paragraphe,  nous 
en  conclurons  qu’en  faisant  . . ^ ..... 

= y stn(gv  — J'6dv)  ' 

' ' ^ ==  (i  -t-  y*)  ^ j ® cos{cv  — Jisdv)  I , 

\ * = i -4-  Sj  , U = “l  , 

' «a 

l'on  a , pour  déterminer  Se  et  Su  en  fonction  de  »\  les  deux  équa- 


tions suivantes  : 


A>(i-*-y‘)»  O dû  !-►«  dû)l’ 
* ïiT  \ü'da  ‘*'7^  * i / 
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V)  ^ j £ + ^ ^ j 

(^•'•‘^)**'Q'^*(‘-*-v‘)'’(‘-^‘2y C/<;v>)ecoi(w— yo<iK)| 
(II)  . . /—  X *(i -•-)'*)  * (i-**j,*)~‘  2^^ — ),'  (i-t-y*)^  I {•■♦■», *)~‘  — (>  I 


• g y*  CO  J ( igv—  4y«(/v) 


■_  da 

0.1, 


|-»-XÎ  ( I +-/■)!  P^X  1 -i-^fudv)  ( I +-Î.’) 

où  l’on  a fait 

U = 

Ensuite  l’on  aura  Snt  au  moyen  de  l’équation 

(iu)....i«=-(^î)y[fl  1/ 1 ■*•  i,'-*-ecos{cv~Ji3 d\>  I -HH 

Par  ce  procédé  on  aura  décomposé  les  trois  coordonnées  polaires 
1 , at<.,  nt  chacune  eu  deux  parties  , dont  la  première  partie  sera 
respectivement 

s,  = •{  sin[gv  —J'idv^  , 


«.  = XÎ(i-Hy‘)!j 


I -i-j,*-He 


cos(cv—J''odv')\^  , 


[«0=  I ^ '-*-‘'-*'ecos(cv—J'-a<U>^  — i Jc/tv 

Et  les  deux  argumens  gv  — J' 'ich> , cv  vsdv  devront  être  déter- 
minés d’après  les  équations 

gv —J^  Odv^v—J'  (\  — \/Hgp)dv, 

cv —J' ■ad»=v—J' (j — [/i-t-i/)dv  , 

lorsque  les  fonctions  P et  des  élémens  des  deux  orbites  auront 
été  trouvées  conformément  à la  règle  enseignée  pour  cet  objet. 

Tpmc  /.  3.^ 
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S a- 

Développement  des  fonctions  de  la  force  perturbatrice  due  à l'action 
du  Soleil  suivant  les  puissances  de  is,  iu , int  , et  formation  des 
équations  dijférentielles  qui  déterminent  ces  trois  x'ariahles. 


217.  Faisons  pour  plus  de  simplicité 

et  convenons  de  supprimer  ici  les  termes  multipliés  par  la  latitude  s' 
du  Soleil  que  l’on  voit  dans  les  formules  du  n.°  27.  Alors,  en  posant 

8 — iv')  8 ti[a'u*)^sin{v — v') 

^8  ^ 


n=q 


î • 

15  . 

T' 


(»")* 

15  ,,  — 3*0  8 y , sin (t* — v') 

(au)^  % (au)^ 

5 t ^ {aV)'’5m(Qv'— iv*')  15  J ^ »s{a.' u'Ÿsin{xv-^iv') 

8 (a«)*  "î" 

85  fa’u')^sm(4v — IfV^) 

"Î6^  JZÎ? 


if.  = 7 


8 («V)»  4S.,(.V)5  15.,  («'u’)S 

■“  4C  ” L -V.\S  ““  A ^ ** 


i • (Wi)*  ^16  (au)»  4 


(auj* 


R,  = q 


8 

-W)  , 

v! 

* • 

(au)* 

-4-î^ 

(a'M')*ro^(3v- 

-3'^) 

8 

h'i 

(au)* 

2 

[a.*u')^coi[w- 

— at*') 

15 

6' 

(a«)‘ 

" 4 

(au)i 

u‘)*roj(* 

IfêT 

u']^coi(- 

(âüj» 


I 35  ,,(a'iO»w(^l» — !,V\ 
'■*"16®  (a«)‘ 


A=?!  1 


1 («•ll')>  . 9 l,(«'u’)*  9 ;,,^^(»'u')5  _ 

S * (aiij*  '•"ÎS®  (au)»  î ^ “ (M,)S  > 
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a&7 


Ji,  = , 


r 3 

{«’K')*fOj(»l'- 

-lO 

.^9 

(**U*)'  COS  (i^  — 

2 • 

(n«)i 

^ 8 

(au)» 

1-1-  *^6‘ 

, (»'!<')♦  fOf  (3i»- 

-3V) 

3 

h* 

s«(«'u')*fO»(i'  — i^) 

1^  8 ® 

lati)i 

2 

(au)4 

1 . ® Al 

{»'«')*  co«(av- 

- av*) 

15 

b" 

H (»'u')*toj  (il'— au') 

H-  4 * 

(ati)i 

T 

(auj» 

35  — 4^*) 

ÏB^  (aü)^ 


BOUS  aurons 


et  les  équatious  (1)  , (II)  trouvées  dans  le  paragraphe  précédenl  de- 
viendront ( en  considérant  seulement  l’action  du  Soleil  ) 

</*  . 


dy- 


■is  = 


(I)' ....<—/* 7 sin  {gv—/' 5<A>) -I- (Ji* (i , -I- 9i)  {R, R^ 


d^  .Su 
dv* 


(U)'. 


[-0' 

( 1 7‘ _(  H- j7‘)coi(igt>— I 
-P7vX>+0-‘(i-^F/A^-)  , . ..  .... 

[ -I-  g7  cos(4g-p— 
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218.  La  variable  indcpeudante  étant  v,  il  e&t  nécessaire  d’érimiuer 
de  ces  éfjuatiuns  la  longitude  v'  du  Soleil , et  de  l’exprimer  par  une 
l'onction  de  la  longitude  v de  la  Lune.  Pour  cela  il  est  facile  d’ob- 
tenir une  formule  générale  par  le  procédé  suivant. 

La  troisième  des  équations  (IX)  données  dans  le  n.°  55  peut  être 
mise  sous  cette  forme 

Donc , en  faisant 

n*  moyen  moto'emenf  f/u  Soleil 

= — = T-i — ; t 

n mojen  otutu'uneiU  de  la  Lune  ' 

on  aura 

V = 7«  ( n t n/’ ) -f- F ( v>' ) . 

Maintenant  Imaginons  intégrées  les  équations  du  mouvement  de  la 
Lune,  et  par  conséquent  l’équation  (i4)  trouvée  dans  le  paragraphe 
précédent  réduite  à la  forme 

/"(t»)  désignant  une  fonction  de  v composée  de  termes  périodiques. 

En  éliminant  le  tems  t entre  ces  deux  équations  et  faisant  pour 
plus  de  simplicité 

A =»i«  (/'-/), 

il  est  clair  que  l’on  a 

Donc  , en  appliquant  à celte  équation  le  théorème  connu  de  La- 
grange sur  le  retour  des  suites  , on  en  pourra  tirer  la  valeur  d’une 
fonction  quelconque  de  v exprimée  par  une  fonction  du  polynôme 

K-^-niv-^-mJ' ^dv-^-mJ'{y).  Mais  il  suffit  à notre  objet  d’avoir  l’ex- 
pression de 


i et  i'  représentant  des  nombres  entiers. 
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Ainsi , eu  posant 

K=iv-iF-k-i'{c'F-^)  , 


26^ 


on  anra  , en  vertu  du  tbéoréme  cité  , 

iin  j/(v'— t'')-H'(cV' — x')|  =sinK-^{i'c'—î)cosK.F(J^')-\‘^^^^~^. 


cos  K.  F^y')' 
dp 


£2iiL£iflVetc 

i.î.3 


219.  En  exécutant  les  opérations  indiquées  , cette  formule  donne 
un  résultat , dans  lequel  uu  ar^meut  sjuelconque  est  de  la  forme 
i{y-V~)-^{i'-^p){dV — x')  ; p représentant  un  nombre  entier  positif 
ou  négatif,  y compris  zéro.  Donc  , en  écrivant 


Tos  ^ côs  j ' ( ^ ) I > 

on  pourra  représenter  par 

^ [o]  , c-  0 » 0 > etc. 

cos  ' cos  •-  » COS  L JS 


la  suite  des  termes  qui  naissent  du  développement  du  second  membre 
de  l’équation  précédente. 

Cela  posé  , si  l'on  réduit  à 

i^(  V ) = 2t'  sin  (c'  f'  — x')  — {'*-♦-  J i'‘  ^ sin  ( 2c'u  — 2x') 

i'’  ^««(Sc'u'— 3x')— 4>‘') 
-t.^r”««(5c'v'-5x') 

la  valeiu"  de  F{v')  qui  serait  donnée  par  les  développemens  indiqués 
dans  le  $ 2 du  second  Chapitre  (en  faisant  y'=o  et  négligeant 
les  puis.sances  de  i'  supérieures  à la  cinquième  ) , l’on  obtiendra  le 
résultat  suivant , où  l’on  a fait  c'=  i dans  les  coeiEciens  des 
termes  périodiques  : 
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un 

cos 


:c-‘] 


un 

eos 


un 

coi 


un 

cos 


*>(|‘'’-Ç)  - (‘^-0  0’ (r 

_(/'_0  (.•'-/_o‘Ç-(r-o  ('-*•-  0‘S  i 

-(‘•'-OO'-'+O’T+O'-OO^-'+O'n  . 

-(*■'-0  G‘' -5 '•') 


[-^1] 


[-2] 


C+2] 


! + (*'-o  (‘'-'+ =*)  T 


At« 
10  ‘ 


|-("-o(t+Q-(*'-0(''-'-3)(|<'’-S) 
j-o'-o  (»'-/-3y  o-.-ay 

■(‘"-oo'-*-3yS 

0-0  (?-^9-0'-0  0'-*-*-3)  (|.'>-g) 

:o,[+3]j+(*'-«)(i'-/+3)‘(ç-2^.'=)+o'-oo^^ 

-_,>3y 'a 

I,"  [— 4]  |(*’  - 4)*  - i)  (•’  - »■  - 4)»p| 

r, C-*-4]  j (*’-'■) (•’- j 


sm 

CQS 


sut 

iOt 


Digitized  by  Google 


271 


auriTRE  TROIS!  KME. 


itn 

cos 


|._5  j-f'-Oâ- p'-/_5)  1 ,v(.'-0{/'-;-5T 


«lit 

CO.T 


[+5] 


C'  -O  Si  *"-(/-0(''-*+5)  ^ «V(/'-0(/’-«+5)* 


320.  Comme y(i>)  représente  ici  une  fonction  périodique  -de  i> , il 
^ reste  à développer  les  fonctions  suivant  les  puissances  de  nif{yj, 

afin  de  pouvoir  obtenir  la  valeur  de  e*prim«e 

par  une  suite  de  termes  périodiques.  On  exécutera  cette  transforma- 
tion au  moyen  de  la  série 


s/nj  I =sûi«-+-pmcos « .y(v) — ^-^sina.J^) 


B*m' 

— TT 


après  que  l’on  aura  trouvé  la  valeur  de  yi^v). 

Mais  eu  cela  l’on  sera  favorisé  par  une  circonstance  qu’il  est 
important  de  remarquer.  En  effet  la  série  précédente  procède  suivant 
les  puissances  de  w»/'(v)  , où  m désigne  une  fraction  que  nous  re- 
gardons comme  une  quantité  du  premier  ordre.  Donc  il  suffit  que  la 
valeur  de  J'(y)  soit  développée  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  i — i 
pour  qu’il  soit  possible  de  développer  s m j a -t- P | jusqu’aux 

■quantités  de  l’ordre  i inclusivement.  Or  cela  est  effectivement  suf- 
fisant dans  nne  théorie  qui,  comme  celle-ci,  donne  les  résultats  chei'- 
chés  par  une  suite  d’approximations  successives. 

Pour  mieux  développer  cette  idée  , imaginons  que  l’on  a partagé 
/w  en  deux  parties  (y)  , dont  la  seconde  est  inconnue, 

mais  d’un  ordre  supérieur  à la  première  au  moins  d’une  unité.  Il 
est  clair  qu’en  laissant  y"(v)  sous  les  signes  périodiques  l’on  aurait 
sin  I a-t-uipy(v)  ( = sin  | (y)  j -t-«tJ3y'(v)coï  ) a-t-niÇ.y'" (y)  | 

— ^y'w*  coi  I « -»-  m py"  (v)  [ — e ic. 
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Donc,  en  supposant  d’abord  y”^v'^  = o,  et  déscloppaut  ensuite  ea 
tennes  périodiques  la  série 

(y)cos!t — — etc. , 

il  n'y  aura  qu’à  remplacer  a par  (y)  dans  le  résultat  ainsi 

trous é , pour  en  conclure  la  s-aleur  de  la  série  précédente.  Pars'enu 
au  point  où  ce  changement  sera  nécessaire , l’on  connaîtra  déjà  une 
portion  de  {y)-  ainsi  l’on  pourra  faire  sortir  celte  portion  des  signes 
périodiques , et  continuer  indéfiniment  ce  mode  de  développement  par 
celle  espèce  de  bissectioi»  de  la  fonction  représentée  par  /'{y'). 

221.  D’après  l’analyse  du  paragraphe  précédent  , l’on  a 

AO  = (T^ïï)/'(f- * 

Donc  , en  imaginant  déseloppées  en  termes  périodiques  les  différentes 
fonctions  de  la  force  perturbatrice  dans  l’hypothèse  de  Snt=o  , il 
suHira  de  changer  nie  en  nuf-i-niSnt  pour  tenir  compte  de  la 
fonction  9nt  , qui  d’abord  avait  été  supprimée.  Pour  indiquer  ce 
changement  , nous  conviendrons  de  représenter  par 

(«'  U )' siri  (2e  — 2e') 3 [ (*’  «')’ siVi  ( 2e  — 2e')  ] 
la  valeur  complète  que  doit  avoir  la  fonction  (a'M')’sin (2e — 2e');  et 
la  même  notation  sera  employée  à l’égard  des  autres  fonctions  ana- 
logues de  e'. 

Toutefois  il  ne  faudra  pas  perdre  de  vue  que  dans  le  dévelop- 
pement de  ces  fonctions  affectées  do  la  caractéristique  3 nous  tien- 
drons compte  non  seulement  de  la  première  , mais  aussi  des  autres 
puissances  de  mSnl  , lorsque  cela  sera  nécessaire  pour  avoir  exacte- 
ment le  coefficient  numérique  d’un  terme  dont  l’ordre  sera  déterminé. 
Il  faut  donc  se  représenter  le  simbole  J[^(a'M')’si/i{2v'— 2v')]  comme 
tenant  lieu  d’une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  mint. 

222.  Actuellement  imaginons  que  dans  les  valeurs  de  B, , R,  ... 
posées  dans  le  n."  216  l’on  a fait  an  = K,-t-5M , s = s, -l-5s  , et 
qu  en  outre  1 on  a développé  les  fonctions  de  / par  le  procédé  qui 
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vient  d’être  indiqué.  Il  est  clair  qu’il  en  résultera  pour  chacune  de  ces 
fonctions  une  nouvelle  série  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  Sa,  Ss  et  mS/ic.  Donc,  en  convenant  de  représenter 
par  jR'  la  valeur  que  prend.  7?^,  en  y faisant  au  — u^,  s = et 
^nt  = O , l’on  pourra  faire 

. /?  = iî»  ^ STÎ' 

et  considérer  le  simbole  S/?'  comme  tenant  lieu  de  la  totalité  des 
termes  qui  naissent  du  développement  de  suivant  les  puissances 
de  Sa,  Si  et  mS/if.  Nous  ferons  de  même 


7?,  = R"  - S7Î"  ; T?3  = 7Î"V  ST?"  ; 

7?^  = 7?"  -H  ST?  ’’  ; = RT IRT. 

Cela  posé,  voici  les  termes  de  ST?*,  STî"  . . . STî’^  , qui,  en  général, 
seront  suffisans  pour  développer  les  perturbations  de  la  Lune  dues  à 
l’action  du  Soleil  : 


1 6 ^ _ 1 5 3o(^)  - (^y  I 


, 2 (a'u')*  sin(v  — t i5  46  /^«V 

T’'’ — ïô — 

l^a  (a'u')*sin(3v  — 3p')  ^ 7S  âu  aaS  ? 

15  14  {a'u')^  sin{3t>  — at>')  9u  iv5  {a'u')^  sin(^v  — 4^')  (fu 

4 ^ u/’  8 > M,.  \ 

^ ^ — ao')]  ^3  ^ 9u  ^ ï 

V _ 7-â<"  . \ 

' ,1  — p')]  C 3 i5 

7 .,5  r» 


ç6 


8 ...  8 U,  . a ' 

a ^ [(g.'«')'*.jt«(3p  — 3^'j]  < 1 5 76  > 


U.' 


I 8 S’a, 


,a  5«ï(k  — O 4 Ç ) S ^ ? 

U,' — i|i-T‘irs 

5 , 4 ^ [(gV)^  w>(ai;  — a(^')]  ^ 35  ,4  9 [(a'a*)^  «/t(4<^  — 4i>')]  . 
u/‘  "*"16^  u,^ 


Tome  I. 


35 
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(a'a')*  co/(2t>  — ap')  ^ ^ -■K^)‘! 

1 Kü  I ï (“'“')'  — ‘^)  (a'“')*«»(3>'  — 3>'  ) . ^ 

jT?"  „ i ' U,  8 ^ u,^  U, 

^ [(aV)’  eoj(jn  — a»')]  O i:  ? 

-9 ï:» — 

33  ,j  ^[(a'«')*cox(t)  — k")]  i5  ^ [(o'uV  a)»(3p  — 3v')]  . 

•*-TÎ^  ’ 

-!^^■s^^:-3(r:)‘-5(Kyi 

^ ^ [(g'uV]  s i.  _ ^ ^ ? 4^  14  (a'“V  . 

^ U,*  (3  3 Ui  \ l6  ^ tt*  U, 

, a (aV)*  fo»(3o  — 3p^  < i5  75  /^u\*  i 

-qb -, iT'-iT'TW  S 

8.Ï  L4  eo»(ap  — ap*)  _ >75  14  (a'ay  eox(4P  — 4»')  _ 

4 ' «,  16  ° «,* 

^ [(a'u')^  eox(ap  — ap')]  C 3 _ 9 , ^ ^ I 

■*■9  u,>  ^ a a U,  ^ \u,/  i 

C 9 9 


-96^ 


J ^ [(oV)^  œs(v  — 


•qb 


a ^ [(o'u')^coxf3p  — 3*^)]  J i5  iS  ) 


8 ” a ■ «,  i 


- I I ^ (S*)*  I . 
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2a3.  Convenons  de  faire  dans  le  second  membre  de  l'équation  (II)' 
donnée  dans  le  n.°  217 

7’=  (I  7’*S7’= 

En  développant  ces  deux  fonctions  il  suffira  de  retenir  les  termes  suivans 

7’=  I - if*- 


8 *1  ’ 


Donc,  en  substituant  pour  sa  valeur  y sin.(gv —J'ôdv) , nous  aurons 
T = 


sr  = 


( « — I r*  ^ /)  -*■  / (i  - î|  r)  cos(2go  - 2/6  dv) 

* ^7'*  C0i(4^  — dv)  ; 

U-  i t/-  m 70  if  - W /)  co.(2gv-  2fdd.)  ) ^ 


ïü  7“*  cos(4gv-4f6dv)  ) 


21,Sj  + (Si)’ 


128 


^ 7*  ^ y’  C0f(2gv  - a/ôdv)  I [ 25,  Î5  (Ss)’  j’. 

224.  Supposons  maintenant  que  l’on  a développé  le  second  membre 
de  l’équation  (I)',  et  que  | /x* | /x’//  représente  le  coefficient 
constant  qui  multiplie  St,  ou,  pour  parler  plus  exactement , la  fonc- 
tion des  élémens  des  deux  orbites  multipliée  par  $5.  Il  paraîtrait 
assez  naturel  de  faire  passer  le  terme  (| /x“ -t- dans  le 
premier  membre  de  cette  équation , et  de  l’intégrer  après  l’avoir 
réduite  à la  forme 


— d* = lAsinipv  - 9). 

Mais  cela  exigerait  la  connaissance  préalable  du  coefficient  H',  et  il 
est  facile  d'éviter  cette  difficulté , en  observant  qu’il  suffit  à notre  objet 
de  découvrir  successivement  les  différens  termes  des  quantités  clierchées. 

Si  l’on  fait  abstraction  des  cas  singuliers  définis  dans  le  n.°  ao8 , 
l’on  pourra , en  général , intégrer  l’équation  précédente  en  la  considé- 
rant sous  la  forme 

— — (i  I /x*)S5  =.  3 >x’  Hh  SA  sin(pv  ^ q). 
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En  effet,  le  coefficient  est  par  sa  nature  d'an  ordre  supérieur 

au  principal  terme  de  la  funciion  '2A sin(pv q). 

Donc , on  peut  d’abord  supposer  H = o,  et  prendre 

I 

Ss  = 2 sin{pv  f q)  ; 

où  pour  plus  de  simplicité  l’on  a fait  ^ =/>“—!  — 

Cette  première  valeur  de  Ss  étant  substituée  dans  le  second  mem- 
bre de  l’équation  différentielle  précédente,  l’on  trouvera  en  réitérant 
l’intégration 

S,  = ^(j  * ?)• 

Donc,  en  faisant  servir  cette  dernière  expression  de  Ss  pour  nue 
nouvelle  intégration,  il  est  clair  qu’en  continuant  ce  procédé,  l’on  aura 

ou  bien , en  sommant  la  série  infinie , 


S*  = 2 q)- 

Or  il  est  évident  que  cette  expression  de  Si  est  conforme  à celle 
qui  serait  donnée  immédiatement  par  l’intégradon  de  l’équation 

= 2Asin{pv*q). 


Un  raisonnement  tout-à-fait  semblable  s’applique  à l’équation  diffé- 
rentielle en  Su.  Tel  est  le  motif  qui  nous  a déterminé  à donner 
aux  équations  différentielles  (I)',  (II)'  la  forme  suivante 


(I)".. 


rf*.  h / 


7 sin(ff>  — J’édf)  j ipPj'R^dv  — P} 
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du* 


^77 


(II)" 


-yi^ecoi(cp-/iî7rf(.)-4. 

9/  ^ - s;)  (I  - î|y“)  - h’) ( ‘=‘^=‘5*'  - V^*-) 

-*■  9/ |(i  - 0 M ^ I coi(4gi>  - i^fddv) 

m’  K - ff  5 - 1 S“)  - ^ - 9 © ^ ^ 

<^fR,dv 


■ 


Sa  1 


- 19  /(  I - I y*  -f  If  y**)  /R,rfp  - a//* 

■*■  e coî(cv  — ftsdv) f fl,  di' 

- a/^’9  / 1 3 - Ï6  -K  * - î /)  ! co«(ag*>  - %{6dv)fR,d9 
2/ 9/''(M  -*-  ^)co^(4g‘’  - Af^v)fR^dv 


22S.  Pour  fixer  les  idées  à l'égard  du  facteur  fj^  qui  multiplie 
dans  les  équations  différentielles  les  fonctions  de  la  force  perturba- 
trice, il  faut  se  rappeler  que  d’après  l’équation  (i3)  du  paragraphe 
précédent  nous  avons 

et  que  dans  le  n.®  47  l’on  a fait 

Donc,  en  multipliant  ces  deux  équations  et  fusant  ensuite  le  carré, 
il  viendra 


ou  bien 


-n)>; 
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d’où  l’on  tire 
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/ 


Ainsi  il  est  évident  qne  doit  être  considéré  comme  nn  facteur 
dn  fécond  ordre,  puisque  le  premier^  terme  de  son  expression  ana- 
lytique est  égal  à m*.  ^ -• 

Le  facteur  q doit  être  considéré  comme  une  quantité  de  Vordrc 
zéro  ; car  en  développant  sa  valeur  on  obtient,  en  négligeant  les  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  quatrième. 


1 H-  e y 


las 

le  y. 


Le  facteur  6’  = ^ sera  traité  comme  une  quantité  du  second  ordre, 
d’après  le  motif  purement  arithmétique  que  la  moyenne  distance  de  la 
Lune  à la  Terre  divisée  par  la  moyenne  distance  du  Soleil  à la  Terre 
est  une  fraction  fort  peu  différente  de  et  par  conséquent  du 

même  ordre  de  grandeur  que  le  carré  du  rapport  ^ = in. 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  que  les  quantités  constantes  e et  7 
doivent  être  regardées  chacune  comme  du  premier  ordre. 

226.  Mais  il  peut  être  utile  de  faire  remarquer  dès  ce  moment  que 
le  rapport  ^ diffère  de  l’unité  d'une  quantité  du  second  ordre.  En 
effet  il  est  évident  que  est  le  premier  terme  qui  entre  dans 

le  développement  de  la  fonction  p*  R^.  Donc,  en  égalant  à zéro  la 
totalité  des  termes  non  périodiques  qui  se  trouveront  dans  le  second 
membre  de  l’équation  (II)",  l’on  aura  une  équation  de  la  forme 


d'où  l’on  tirera 


a 11 

^ ^ etc. 


Avec  une  légère  réflexion  on  voit  aussi  que  la  quantité  désignée 
par  n dans  le  n."  2i5  est  nécessairement  du  quatrième  ordre.  Car 
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cette  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  s’obtient  en  égalant  à i FI 
la  totalité  des  termes  non  périodiques  qni  naissent  du  développement 
du  produit 


Or  il  est  clair  qu’il  n’y  a que  les  trois  fonctions  , ix\ 

^ J'R^dv,  chacune  du  quatrième  ordre  au  moins,  qui  peuvent  con- 
courir à la  formation  du  premier  terme  qui  entre  dans  l’expression  de  fl. 

227.  En  arrêtant  davantage  la  pensée  sur  l’origine  analytique  de 
cette  même  fonction  séculaire  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil , on 
ne  tarde  pas  à reconnaître  que  ce  n'est  pas  elle  qui  fournit  le  premier 
terme  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Eu  effet  les  trois  fonctions 
que  l’on  vient  de  nommer  ne  peuvent  introduire  dans  H qu’un  terme 
non  périodique  du  sixième  ordre  de  la  forme  , tandis  que  l’ex- 

pression de  ^ en  renferme  un  du  quatrième  ordre  de  la  forme 

Ce  dernier  est  immédiatement  donné  par  le  développement  de  la 
fonction 


8 ^ “ (a  u)* 


etc. 


en  y faisant  q = 1 , au  = i , au'  = i-t-e"-^6'cdi(cV— x')-4-etc. , 
et  se  rappelant  qu’après  l’élimination  de  v'  l'on  obtient 

(a'u'f  = I I 


(Voyez  n.®  147).  Il  suit  de  là  que  l’équation  qui  doit  déterminer  |- 
est  de  la  forme 

et  que  par  conséquent  l’on  a 


ou  bien 


1 


etc.  ; 


* w * 1 » 3 » rf»  3 a/  « 

- = I -H  l/A  -K  £ -H  |/x  (ï  -E  )■*■  etc.; 


a8o  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LiraE. 

E'  désigoant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  à une  époque  déter*  | 

minée.  Donc  l'intégrale  *1“*  remplace  le 

moyen  mouvement  dans  le  mouvement  troublé  de  la  Lune  (Voyez 
n.°  a 1 5 ) renfermera  le  terme 

qui  constitue  la  principale  partie  séculaire  de  la  valeur  du  tcras  t 
e.xprimé  en  fonction  de  p (Voyez  l’équation  (ta)  du  paragraphe 
précédent). 

D’après  cela  l’on  comprend  qu’il  était  impossible  de  découvrir  la 
cause  de  l’équation  séculaire  en  se  bornant  à la  chercher  uniquement 
parmi  les  fonctions  explicites  de  la  force  perturbatrice  qui  entrent 
dans  la  différentielle  du  tems  t.  U fallait  considérer  les  variations 
insensibles  qui  peuvent  se  trouver  dans  l'expression  analytique  du  rayon 
vectenr  de  la  Lune , et  voir  que  leur  existence  pouvait  devenir  sen- 
sible dans  Fexpression  de  la  longitude,  en  vertu  de  l’intégration  qu’il  ^ 

faut  exécuter  sur  le  carré  du  rayon  vecteur  pour  obtenir  cette  dernière 
coordonnée  de  la  Lune.  C’est  ainsi  que  les  très-]>etites  variations  de 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre  deviennent  plus  sensibles  en  se 
transmettant  à la  Lune.  . i ^ 

aa8.  Si  d’autres  causes,  différentes  de  l’attraction'  réciproque  des  > 

Planètes,  pouvaient  faire  varier  lentement  .les  élémens  de  l’orbite  de 
la  Terre,  on  calculerait  d'une  manière  analogue  les  perturbations  | 

correspondantes  du  mouvement  de  la  Lunew  ' 

Pour  en  donner  un  exemple  fort  simple,  admettons  l’existence  d’une  I 

matière  éthérée  répandue  autour  du  Soleil,  et  capable  d’opposer  une 
résistance  très-petite  an  mouvement  du  globe  de  la)  Terre  et  à celui 
de  la  Lmie.  Mais,  pour  considérer  uniquement  les  effets  des  variations 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Terre,  nous  ferons  abstraction  de  l’ai-  | 

tération  que  la  matière  éthérée  peut  produire  directement  dans  le  i 

moyen  mouvement  de  la  Lune,  quoiqu’elle  soit  la  partie  plus  consi- 
dérable de  l’effet  dû  à cette  cause. 
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Cela  posé , rappelons  nous  qu’il  est  démontré  que  la  résistance  de 
matière  éthérée  produit  une  diminution  proportionnelle  au  tems  dans  le 
demi-grand  axe  a'  et  l’excentricité  e'  de  l’orbite  de  la  Terre.  Donc  , 
pour  tenir  compte  des  perturbations  que  cette  cause  peut  introduire 
dans  le  mouvement  de  la  Lune,  il  faudrait  changer  a'  en  a'  — a' Kn'l-, 
i'  en  t' — iK'rit , et  déterminer  les  deux  coefficiens  K et  K d’après  les 
formules  publiées  dans  le  troisième  volume  de  la  Correspondance  du 
Bar.  de  Zach  ( page  347  ) • outre  cela  , il  faudrait , à la  rigueur, 
remplacer  n't  par  un  binôme  de  la  forme  n't-^K"n''t'  dans  l’équation 
— — Alors  l’éliminadon  du  temps  t entre  les  deux 

équations 

donnerait 

pidv-^mf{y)-^F{y') 

-t-K"  I mv-ni/l-hm J' idv-*-  mfiy)  j‘. 

Mais,  en  négligeant  les  termes  très-petits.,  multipliés  par  KK  , ou 
par  KK' , il  suffira  de  faire  jiit—mv,  ce  qui  donnera 

a'“’ (1 -t-3A  TOP-t-etc.)  au  lieu  de  j 
i”(i  — aA'mv-+-etc.)  au  lieu  de  «'* } 
et  par  conséquent 

fi‘-+-3p*Amt»-+-etc.  au  lieu  de  (**. 

Donc  l’équation  précédente  , qui  détermine  le  rapport  ^ , donnera 

I -t- 1 fi* 4- 1 fl* «'•-»-  — |fi*€'*A'  )mv-*-etc.  ; 

ce  qui  fait  voir  que  la  distance  moyenne,  a,  do  la  Lune  à la  Terre 
reçoit  une  altération  beaucoup  plus  petite  que  la  distance  moyenne  a' 
du  Soleil  à la  Terre,  puisque  les  coefficiens  K et  K sont  ici  multi- 
pliés par  la  fraction  Cette  valeur  de  — donne 

. (f)‘=:i.+.3m’(A-«'*A')t>-+-etc. 

l'ome  I.  ' 36 
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Il  suit  de  là , que  l’iniégralc  (**»’^)|/^  renfermera  le  terme 

qui  représente  l’effet  indirect  que  cette  cause  hypothétique  serait  ca- 
pable de  produire  daus  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

On  a étendu  U dénomination  à’éqtuUions  séculaires  aux  termes  de 
celte  forme.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue , que  ceux-ci  peuvent 
augmenter  à l’infîni,-  et  qu'en  cela  ils  sont  absolument  différens  des 
termes  semblables  que  l’on  forme  en  développant  des  fonctions  com- 
posées de  termes  périodiques , afin  de  pouvoir  représenter  pour  quelques 
siècles  seulement  l’effet  des  équations  séculaires  qui  sont  dues  à 
l’attraction  réciproque  des  planètes. 

229.  Parmi  les  causes  qui  peuvent  troubler  indirectement  le  mou- 
vement de  la  Lune  il  faut  aussi  admettre  les  perturbations  périodiques 
que  l’attraction  de  la  Lune  elle-même  produit  dans  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  de  la  Terre  : car  ces  dernières  modifient  les  coor- 
«lonnées  elliptiques  du  Soleil,  et  deviennent,  par  conséquent,  une 
espèce  de  nouvelle  cause  perturbatrice  , dont  il  est  facile  de  tenir 
compte  par  le  procédé  suivant , qu’on  doit  à D’.\i.EHBEaT. 

Soient  5ii , ov' , Ss'  les  variations  de  t>',  s'  dues  à celte  cause. 
En  négligeant  le  carré  du  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à la  somme 
des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  on  démontre  que  la  pertur- 
bation de  la  Terre  due  à l’attraction  de  la  Lune  se  réduit  à donner 


^ s M * / # \ \ s II  • / / \ ^ y’ 

Donc  il  faudra  d’abord  changer  du  en 

“ “ - — * cor (0-0) 

dans  les  valeurs  àc  R , R . . R.  Après  cela,  si  l’on  change  nw  en 


mv  + m . «>» 
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dans  les  argumens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions 
des  coordonnées  elliptiques , on  tiendra  compte , par  ce  changement, 
de  la  variation  que  ces  mêmes  développemens  subissent  par  la  per- 
turbation de  la  longitude  de  la  Lune , et  par  la  perturbation  de  la 
longitude  du  Soleil  due  à l’action  de  la  Lune.  On  verra  dans  le 
paragraphe  suivant  la  démonstration  de  cette  règle. 

A l’égard  des  termes  nés  de  la  perturbation  is' , il  faudrait  recourir 
aux  formules  du  ii.°  37 , où  nous  avons  conservé  les  fonctions  de  s'. 

S 3. 

Démonstration  des  fornuiles  qui  expriment  les  perturbations  de  t orbite 
de  la  Terre  dues  à l’action  de  la  Lune. 

a3o.  Les  expressions  de  î«' , V , is'  posées  dans  le  n.°  précédent 
ont  été  empruntées  du  tome  3.”  de  la  Mécanique  Céleste  ( Voyez 
p.  aoy  ).  Laplace  , en  suivant  D’Alembert  ( Voyez  tome  VI  de 
ses  Opuscules  p.  3ii-334  )>  les  déduit  d’un  théorème  relatif  au 
mouvement  du  centre  commun  de  gravité  d’une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites qu’il  avait  démontré  dans  le  premier  volume  (Voyez  p.  i3a- 
i34),  conformément  à l’analyse  fort  élégante  publiée  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin  (année  1777).  Mais, 
pour  faire  connoilre  avec  plus  de  précision  le  mode  d’existence  des 
formules  qui  déterminent  ainsi  les  perturbations  de  la  Terre  dues  à 
l’action  de  la  Lune , je  vais  former,  entre  les  coordonnées  orthogo- 
nales et  les  coordonnés  polaires,  les  équations,  soit  rigoureuses,  soit 
approchées  , desquelles  dépend  le  mouvement  de  la  Terre  et  celui 
de  leur  centre  commun  de  gravité  autour  du  Soleil. 

33i.  Reprenons  les  dénominations  du  n.*  3,  d’après  lesquelles; 
X-k-  x',  Y -^y  y Z-t-a'  désignent  les  coordonnées  du  point  M’  par 
rapport  aux  axes  fixes  dans  l’espace  ; et  les  forces 

parallèles  à l’axe  des  X qui  sollicitent  ce  même  point:  de  sorte  que  , 
en  affectant  ces  forces  du  signe  négatif  pour  indiquer  qu’elles  ten- 
dent à diminuer  l’abscisse  A^-f-x' , on  a l’équation 
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rf»À’  . A/(x'— x)  . 

dl*  rft*  A*  /*  ' 

. d^X  1 Mx  A/’x' 

d OU  I on  tire  , en  subsiituant  pour  sa  valeur  -pj-  , 

t 

t^*x'  . x'  . A/x  Af{x  — x*)_^ 

)7r,-4— ^ Si O. 

Cette  équation  coïncide  avec  la  première  des  équations  (/)  trouvées 
dans  la  page  3 , en  y changeant  x , y , z en  a/ , y , 2'  j AT  en  My 
et  réciproquement  ; ce  qui  est  d’ailleurs  évident  Ainsi , en  considé- 
rant uniquement  la  Lune,  le  Soleil  et  la  Terre,  les  six  coordonnées 
X y y y Z y a/ , y , z'  seront  déterminées  à l’aide  des  équations  (/) 
qu’on  vient  de  citer , et  de  celles-ci 


. fn/i>  . njTii\^ A/(x— x')  Mx_d£V 

— P -?r-ypy 

/„/\  . fii/r  r hjri\y—^^y—y'^  My_d£l'  . 

{X)  ...  . -hM  jpj ^5 -^~—-j^y 

I t- . 

y — ^ , 

OU  Ion  a fait,  Û'= i 

282.  U n’est  peut  être  pas  inutile  de  faire  remarquer  ici,  en  passant, 
que , au  lieu  de  ces  équations , on  aurait 

C^]-|ï?-+-7i-+ir=o.  ^+-pf  + -;f=o,  -3j-  + -pr+7r=“J 


si  le  centre  de  gravité  du  Soleil  était  j ou  absolument  immobile  dans 
l’espace  , ou  nullement  attiré  par  la  Terre  et  la  Lune  j l’origine 
des  coordonnées  a/,  y,  z'  étant  toujours  au  centre  de  gravité  de 
la  Terre.  Mais  cette  hypothèse  qui  se  réduit  , comme  on  le  voit , 
à faire  disparoîire  les  termes  divisés  par  A’ , et  à changer  M'-^MT 
en  RT  dans  les  équations  (x  ) , n’altère  point  la  forme  des  équa- 
tions (/)  qui  déterminent  le  mouvement  rélatif  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre.  Car  , en  plaçant  d’abord  l’origine  des  coordonnées  au 
point  Rî'  y censé  fixe  , on  a les  deux  équations 
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df 


Mx‘ 


— — =0 


d’(x'-t-x) 


dp 


j) 
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M"x 


T-+— TT  =0> 


qui  , par  rélimioatlon  de  , et  le  changement  de  x' , y , z* 
eu  —y^  — Z*  donneraient  précisément  la  première  des  équations 

(/)  posées  dans  la  page  3. 

Dans  le  cas  où  l’on  voudrait  supposer  le  centre  de  gravité  de  la 
Terre  ; ou  absolument  immobile  , ou  nullement  attiré  par  le  Soleil 
et  la  Lune  j les  coordonnées  x!  , y , si  du  Soleil , par  rapport  aux 
axes  menés  par  le  centre  de  la  Terre,  seraient  déterminées  par  les 
équations 


[a/]- 


dfi’  W'x’  . Mix'—x'i 

•t'y' . . my-y) 

— Â5 ° > 


dp 

d‘z' 


«"z' 


dp 


mz'-z) 

ûJ — =o  > 


et  les  coordonnées  x , y , z de  la  Lune  , relativement  aux  mêmes 
axes  , par  les  équations  * 


(x) 


d^x 

Ar(x’-x)  _ 

s O 

' r« 

A» 

— U y 

. M"y 

B f\ 

dt* 

, 

d^z 

M-z 

Af‘{z  — %*) 

— fl  ^ 

di* 

— U f 

essentiellement  différentes  des  trois  équations  (/). 

Le  rapprochement  de  ces  trois  différens  systèmes  de  six  équations 
différentielles  offre  un  moyen  simple  pour  mieux  saisir  la  paoposition 
LXVI  du  premier  Livre  des  Principes  ds  Newtoh. 

a33.  Revenons  maintenant  aux  équations  (■t')  : si  l'on  y fait 


» ^ ^ ^ V* 

u'  ^ u'  ' 


<?  = s"  — 2 i . s' — 2 J . cos  (v  - v' ) 4- ( I 1?  > 


^ (t -HJS) ^;sw (w  _v') -;^(i  4- (?)  * .sm(v-v') } 


M 
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et  si  l’on  prend  pour  la  variable  indépendante,  on  trouvera, 
d’après  l’analyse  exposée  dans  le  n.*  a6 , que  ces  équations  sont 
équivalentes  aux  trois  suivantes  , dans  lesquelles  A"  désigne  une 
constante  arbitraire  ; 


JV 


v: 


Si  l’on  observe  actuellement,  qu’en  posant  &’=^,  » 

:i,  Ar-t-Ar^n'-cc",  I=i(j-A-py,  Af-i-Af"=n'a’(i-t-py, 


M'  *■  M" 


M 


/i» 


on  a , conclura  , que  les  équations  entre  les 

coordonnées  polaires  peuvent  être  écrites  ainsi  ; savoir 

wy  fh^  (a«)*îi/i(i' — t»')  Ib*  t*') 


a«(i 


(«■). 


/\  V / dv'  m I ’ j («'»')’( i-*-j*)*  au(i-4-Q')‘|’ 

1 dv'(t — iflPdv')~‘  ' , 

\nM—  . 

Sous  cette  forme  il  est  plus  aisé  d’estimer  l’ordre  de  peütesse  des 
facteurs  constans  qui  multiplient  les  termes  dûs  à la  force  perturba- 
trice , en  observant , que  l’unité  est  le  principal  terme  de  a u et 
a'»';  et  que  les  trois  quantités  i,  J*,  /»,  sont  respectivement  égales 
aux  fractions  ^ i ^ , environ. 

Oa  trouTera  daru  le  lecond  toU  Texpression  de  p t pour  le  moment  il  luffit  de  saToir  que 
= etc. 
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234-  Lorsqu’on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice  , c’est-à- 
dire  le  carré  de  la  fraction  » j et , outre  cela  , le  carré  de  b' , les 
équations  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples.  Car  alors , 
la  partie  elliptique  de  s* , a'u' , n't  donne 


d*/'  t 


-t-a  K — (l-f-s  ) =0  , 


n'dt  = 


dv’  . 

(ÿiTJ*  • 


et  en  nommant  is' , Sa'u',  in't  la  perturbation  de  ces  mêmes 
coordonnées , on  peut  la  détermimer  par  ces  équations  -, 


„ Ib’  (»u)*jin(i> — v‘) 

" T j 

a y*  m*  V J (a  «')» 


d'.ta'u'  . CrtiJ  J.  n« . /A*  — 


d.tn't 


235.  Au  reste  , si  l’on  accorde  qu’il  est  permis  de  négliger  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  , on  pourra  retenir  le  temps  pour  la 
variable  indépendante,  et  intégrer  les  équations  (x')  par  les  formules 
données  dans  le  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste  ( Voyez 
p.  254-262  ).  Pour  cela  , on  fera  d’abord  z'  = o dans  l’expression 

de  2'  J ce  qui  donne  û'=  — ^ P-*-  ^ Q , en  posant  pour  plus  de 
simplicité  ; 


D (ii«)’coj(i>  — v») 

^ — 1 J 

tt'u'  (l  -*-5*)* 


Imaginons  maintenant  P et  Q exprimés  en  fonction  des  moyens 
mouvemens  nt  et  n't  de  la  Lune  et  de  la  Terre.  Il  faudra  regarder 
àiî  et  P comme  quantités  indépendantes  de  et  faire  par  conséquent 
(^^  = 0:  en  prenant  la  différentielle  partielle  de  Q par  rapport  à a', 
on  aura  un  résultat  de  la  forme  Il  sti’t  <1^® 
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/ dCl'  \_Ma:/dP\  M t dQ  \ 

\ ndt  / "”  a*  \ n'dt  / «'  \ n‘d(  / ’ 

t/dCV\  Z>  _i_ 

(ïïzj=— 

Mais  Æf=/rt*a*:  donc  en  posant 


on  aura 


Cela  posé  , si  l’on  néglige  les  termes  qui  seraient  multipliés  par 
le  cube  de  c' , on  aura  , conformément  aux  équations  désignées  par 
(F)  et  (JT')  dans  les  pages  a58  et  261  du  premier  volume  de  la 
Mécanique  Céleste  ; 

5 r = — f/  j I -4-|  e"-»-  2 l'coi  n't  -H  | «"cOi  2n't\  , 

?«'«'=  ^(a'u')*.i/|  I-»-|l'’+2«'coS»'/  + |l"cOJ2n'<|  , 

Sv'  = 1 3 1' sira ra'f  + 5 1" si>t  2 w'f  { 

tn  y i~- 1 * \ » 


/*• 


I -»-2  2 Q.n'dt  j 

pourvu  que  l’expression  de  U soit  tirée  de  l’équation 

0=  i + t'cosn'r— |-e'’coj  27»'t  | 

—Jn'  dlT{2t'  sinn't-^t!'  sin2n't'^. 

Si  l’on  supprime  dans  ces  formules  les  termes  multipliés  par  b', 
elles  se  réduisent  à celles  qu’on  aurait  en  faisant  d’abord  Q=o  ; 
ce  qui  est  le  cas  des  équations  désignées  par  *'•* 

Pour  développer  la  valeur  de  P remarquons  , que , en  posant 
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-i  > 

on  a,  P=P,/J2^  + P,/-^. 


P,- 


1 J 
(i+i.)‘ 


Mais  en  nommant  6 l’anomalie  excentrique , on  sait  que 

™ = cosS-.'  = 

= l/T=7-.smO  = KI^(fl-n'0; 

J = I js”— I — |£'*^cosn't— I i'*cos  an't— |t"cof  3n't , 

C r=  I — ji'*^îinn'/4-y£'*5*«a7i't+|*'’sm3n't  ; 

partant  nous  avons 


P=P, K I — î"*  j~  f *'•♦'(  > ‘ cosn't-*-| f'cos  î «'“cos  3 n't  | 

•+-P,i/ 1— ('•  j ^ I — |£“^î/nn'/+ÿ  £'finan't-t-|£"i/n3n't  | ; 
d'où  l’on  tire 

P‘"^  I— t"  j ^ I -t-g-£”^î»n  sinin't  | 

+ P, . 1/  I — £'■  I ^ I — 1 1'' ^ cos  n't -h  e' cos  3 n't cos  3 n't  j . 

Après  avoir  intégré  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
de  la  Lune  , on  pourra  exprimer  P,  et  P.  en  fonction  de  nt. 
a36.  Pour  avoir  la  perturbation  3s'  de  la  latitude,  on  prendra 

Ji'  = — H-|£'‘4-2£'cOSn'/+|£'*COÎ2n'/|  , 

où  U"  doit  être  déterminé  à l’aide  de  l’équation 

° ^ cos  nt  — J £'*  cos  2 rît } 

dtP,^3 1 sin  n't  -t- 1'*  sin  2 n't  j , 

T.  /.  37 
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dans  laquelle,  . ■ 

S’il  était  question  de  déterminer  le  mouvement  absolu  des  tro'is 
corps  M , M' , M"  dans  l’espace  , il  faudrait  chercher  les  coordon- 
nées X , Y , Z au  moyen  des  équations 


H'X_Mx  M' x-  iP  Y _ My  M'y  . 

dt*  r*  r*  * dp  r'*  * dp  r*  > 

ce  qui  suppose  déjà  connu  le  mouvement  relatif. 

ady.  Soient  X, , Y, , Z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des 
deux  corps  M,  M" , relativement  aux  axes  fixes  dans  l’espace.  -Par 
la  propriété  de  ce  centre  , on  a les  équations 

( M-h M") X,  = M" X+  M{ X-^x)  , 

(d/-t-M")r,=  M"Y-hM{Y+;y  ) , 

(d/-t-J/")Z,=  M"Z-*-M{Z-hz)  , 


lesquelles  donnent  j 
M 


X = X+ 


M-t-  M' 


Y = Y-h 


z.=z+ 


Mais  , en  nommant  X' , Y’  , Z'  les  coordonnées  du  meme  centre 
de  gravité  par  rapport  aux  axes  parallèles  aux  axes  iixes  qui  ont 
leur  origine  au  point  M’  , il  est  clair  qu’on  a 


i.B) 


X'  = X-hx' 

1 

II 

M 

M-*-  M » 

Y'=Y+y 

1 

II 

iMfM'y  ’ 

Z'  = Z-hz' 

— Z=  z 

et  par  conséquent 


A" rf*  x' • iPx  d‘ï' d^y  . d‘y  d<  Z d‘z'  . d'z 

dp  dp  * ■ 37*  ’ dp  dp  ' "dp  ’ dp  dp  ' ' ~dp' 

Donc , en  substituant  ici  pour  ^ etc.  leurs  valeurs  , four- 

nies par  les  équations  désignées  plus  haut  par  (x')  , et  par  celles 
désignées  par  (/)  dans  la  page  3,  il  viendra 
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(r)  . . . 


d<r 

M-t-ii’-t-ir  1 

I M"x' 

1—0 

' M-t-M"  1 

I r-» 

A»  1 

j— 0, 

M-t-M”  1 

j »"  y 

1=0, 

d^Z’ 

, M-t-M' -t-M" 

\M"t! 

. M(z'-z)l 

1—0 

dt‘  ^ 

' M-t-  M" 

1 r’^ 

A'  1 

1 

Telles  sont  les  équations  rigoureuses  qui  renferment  les  circon- 
stances du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  autour  du  Soleil.  Il  est  facile  de  leurs  donner  une  forme  plus 
approchante  de  celle  des  équations  (ar').  Soit  pour  plus  de  simplicité  , 


M 


T,X 


y = 


M 


^ V r"—  _iL_- 

> 


m M“ 


if 


M-fM 


-.Z  ; 


nous  avons , d’apres  les  équations  précédentes  représentées  par  {B)  , 

x'-X'-i-x" , . y=r4-y' , 2'=z'-hz"  , 

x'-x=x-i-ar,  y-7=r+y',  z'-z=z+z'"-, 

ce  qui  revient  à dire  , que  x”  , y , 2"  j x'"  , y"  , z'"  expriment  les 
coordonnées  des  corps  M"  et  M par  rapport  à des  axes  parallèles 
aux  axes  fixes  menés  par  leur  centre  commun  de  gravité.  Cela  est 
d’ailleurs  évident,  puisque  , par  la  définition  même  de  ces  coordon- 
nées on  a , identiquement  ; 

(C)  . . . j M”x"-i-Mx'"  = o , M"y  ^-^fy'=o  , y»f"2".t-.1/z"'  = o j. 


Maintenant , si  l’on  fait  , 


A"‘  =(AT'  -hx"  )*+(r-+-y'  )--f-(z'H-z''  )* , 
a"‘=(^x'  -t-x"')*-»-(r-i-y'')*-H(z'-hz'"y , 

— n,  û"  ’ 


il  est  clair  qu’on  peut  mettre  les  équations  (jlT’)  sous  cette  forme 
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\d‘r 

df* 


^ ^ ^ • f A/f  ■ ^ jt  ^ ^ " • 


ce  qui  fait  voir,  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  JC , Y , ZI 
est  la  même  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  3! , y , z*  : de 
sorte  que  , la  différence  , porte  uniquement  sur  la  perturbation  de 
ces  deux  mouvemens. 

a38.  Mais  il  y a cela  de  remarquable,  que  la  perturbation  des  coor- 
données JC , Y',  Z'  du  centre  de  gravité  est  beaucoup  plus  petite  que 
celles  des  coordonnées  x' , y',  z'  de  la  Terre.  C’est  ce  qu’il  est  facile  de 
démontrer  en  développant  les  radicaux  qui  entrent  dans  les  équations 
(a/)  et  [AT’].  Alors,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  cube  de 
X,  y,  Z on  trouve  aussitôt  que  les  équations  (y)  se  réduisent  à celles-ci: 

r'  -i-  ix{x'  x-i-yy-^-z'  z)-5  x'  (x  .^^y  .Ç^z.~y  \ -, 

-\-%\y -^y'y 0 - sy (x . ^ + c . p )* [ ; 

O = -A-  yi^M'  -t-  di")  ^ — — (xx'  -+- ^y  zz) 

-^^|s>‘-H2z(x'x-+-yj/'-»-z'z)-5z'(x.^-*-j^.=^  + z.p)‘j  ; 
et  que  les  équations  [A"j  se  réduisent  à celles-ci  : 

X'r'-2x(X'x-i-Yy+Z'z)\ 


<1‘  X 
■ di' 


.3 


-- -^d/  Js-j-2  • 


■M") 


( R,^ 


8 AWl.V+zl/'^-.W’) 


( .»/-*- .ir  )*/(.' 


Yr'- iy^Xx-t-Yy-i-Zz)! 

1 c V»  / -V’  t"  ^ ’ 

[Zr'-2z{X'x-i-y'y-i-Z'z)\ 

|-5Z’(£x.£^-.f;z)t 
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Or,  en  mettant  le  terme  qui  entre  dans  la  première  des 
~^quations  précédentes  en  x' , y , z' , sous  la  forme 


il  est  clair  que  ce  terme  est  beaucoup  plus  grand  que  le  terme 

(M-f  fl' -t- M")  MM" X r*  / A''  -x  / a \*/r  X \* 


qui  mesure  l’ordre  de  grandeur  de  la  force  perturbatrice  dans  les 
équations  en  X',  Y’,  Z.  Et  voilà  comment  on  peut  se  former  une 
idée  claire  de  la  proposition  LXVII  du  premier  Livre  des  Principes 
de  Newton. 

sSq.  Pour  rendre  plus  immédiate  la  comparaison  entre  tout  ce 
qui  tient  au  mouvement  du  centre  de  gravite  de  la  Terre  et  de  la 
Lune , et  le  mouvement  de  la  Terre , il  faut  faire  d’abord 

COS  sin  S' 

^ — -777—  5 ^ — -j/T-  , ^ — JJi 


et  transformer  les  trois  équations  \_X''\  dans  celles  qui  ont  lieu 
lorsqu’on  prend  V pour  la  variable  indépendante  : ensuite  il  faut 
appliquer  à ces  mêmes  équations  une  transformation  analogue  à 
celle  exposée  dans  le  n.°  a35. 

D’après  les  équations  désignées  par  (Vlll)  dans  la  page  a6  on 
a , dans  le  cas  actuel , 


æs' 

dy^' 

V/'  U' 
d y'' 


dl-. 


dV 

'IPV 


y)(. 

cr)(, 

(- 


k-ifKdV''). 

i-ijKdV')^ 

ifR'dr)- 


R'dS' 

R"dU’ 


A iS'da" 

'u'Ac  dv' 

( fr  + M"  ) 


{i-*-'S'S')dîï"  j 


dy 


V 

A 1'^”" 

'//‘idip' 


dS'  ( > 

ir  ds- 1 


(*)  La  lettre  A’  représente  le  ilciiii- granrl’axe  de  l’ellipse  relatire  au  centre  de  gravité  de  la 
Lune  et  de  U Terre  ; de  sorte  que  on  peut  (aire  sans  erreur  sensible  A'=y. 
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A dN 


OÙ  /T*  désigne  une  consuote  arbitraire,  et 
Les  équations 

i-t-SS' 


r: 

A"‘: 


tl 

V 


■ ' ? ' TÔT » 


,«/• t-*-S'S'  , <« — î(i — I ) t coilv— f") îA'l 

— V.  •*  S I iTÏTî  » 

donnent  

t/A"  — f")  dA' 


dR,  dR, 

> dU-~ 


1/'>R,  ' dS~H,V‘’ 
is  dA^ 

U A"  » dU’ 


S'  . is  rfA"  (i-«-5'5')  i]coi(i> — 

7~*‘u  17  A"  i «t/"A''  ■ 


«{/'A'  > dS'~0''&' 

De  là  , et  de  l’expression  de  û" , on  tire  aisément  ; 

(*— i)Sf|  sin(v—F') 

I • ut/'  > 


dil" 

_ BS'V 

- l 

ds' 

U+^S’)' 

ï 

<1 

b 

1 

JO" ii,W" 

JF" 


dn'‘ 

dp-*- 

S-dtï" 
L-  dy 


S’  dCl" 
■ V dS' 


A'"* 
B 


t-^s'S'dCi''  An 


ir*  dA' 


U ü**A* 


„ js-coi  (v_n -^ } j 5*cos(v-n  - ^ j- 


I , * 1 f 1*  • M ■+“  *+■  AT" 1 

Cela  pose  , si  1 on  fait  , on  aura 


Jî'»‘ 


/T*  ~A' 

AH"  _i—\ 
H’*  ~ ^ 


AM 

U'‘~A‘ 


IT‘  » 

d’où  on  conclura  , qu’en  faisant 

, .a  /AU’\\cos(»—y)-*-sSl^,.,/»y/i-t-ss\/APY 

)î — .-.A'»  }-*•*  {7}  (T^')(-rr)  ’ 

. f ^»/A'l/\\cos{v—y)-fsS’l  i-^ss  \/A’U'\‘ 
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( (A/- H. An  ,-i 


TB\aU  '^  V'd^\~\  . . v-il  ..  .,  » y^'ü'  , ,,,vl  /’ 

^ J ■ 

UfS'S)‘  J 

A (JT  y/n"  . (i.*.5'5')</Q''|_...(i-.)lycoi(v-f-)-.|  . ,-^T  , ^T, 

^iü’jF'**'“ipî“rf?l : ~E }• 

yi^'au.(i  S)* 

Eu  subsiliuaot  ces  valeurs  dans  les  équations  {tP'),  et  remarquant 
qu’on  peut,  sans  erreur  sensible,  remplacer  M'^M”  par  M-^M! AtMP , 
il  viendra  ; 

au(i  .f-iyA')» 

Lcs  valeurs  éllipliques  des  coordonnées  polaires  sont  celles  ‘qui 
satisfont  aux  équations 

^,-Vo  =o,  -‘Jÿ^  "*“■«  £r— (i  -4-y  5^)  =o  , n 

Donc  , en  nommant  JS' , iA  tP , Jn'/  la  partie  qui  constitue  la  per- 
turbation de  ces  mimes  coordonnées  on  aura  , pour  déterminer 
cette  partie , les  équations  suivantes  ; 


(iH-S'S')‘ 
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■■  (■  -oÿj  • I i (■  f H-A.ri 

I au(i-t-5’5’)T  j 


d,A'  V* t(r  ~ 1 j 


dr 


(1  «4-  •S'5*)'» 

S ) 


OÙ  yf  U!  , représente  la  partie  elllptiqae  de  A'  V. 

La  complication  de  ces  formules  tient  au  grand  degré  de  généralité 

que  nous  avons  voulu  conserver  jusqu’ici  ; mais  en  négligeant  le 

carré  de  la  force  perturbatrice;  c’est-à-dire  les  termes  multipliés  par 

•»  c*»  *c*  fV*  dS 

i 9 O , ly,  on  aura  j 


4=  a/i*.^'cos(v-0; 


liU'2... 


dy- 
Xd^.t^v 


dr‘ 


dy 

+<i*^cos(v  — ^)ji— (lH-A.)‘  j J 


340.  Lorsqu’on  veut;  conserver  le  temps  pour  la  variable  indépen- 
dante , négliger  le  carré  de  la  force  perturbatrice  , et  appliquer  aux 
équations  [AT]  une  transformation  analogue  à celle  dont  il  à été  que- 
stion dans  le  n.”  a35,  on  fera  pour  plus  de  simplicité; 
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A,' = 2 (,_  1)  1 . ^'coî  (v  - 1.') + (,•- 1 )•  (î,  y (i+s-)  ( ^ y , 

ï • tï'  j . 

ce  qni  donne,  en  supposant  Z'=o  j E,==r' y 

t I 

a"  ^ t f , . A t f - > A * 

d’où  l’on  tire  ^û"  = — ^ posant 

Q'=«'«'  { 1 -y(i A/j^-(i  -0(1  +A/r  }• 

Donc  en  faisant  (^-)=;^Q/>  aurons 

( d.ACi"\  _ elQ'  \ . , /d.A£ï’’\_  (M'  ■*■  M")  ( ^ «n't 

\ d.n?t  / *”  «'  \d,rt'l/  ^ * \ </«'  /”“  a'  { ^ et' 1’ 

Mais  AT = »'’«'*  : donc  en  faisant 
on  aura 

Avant  d’aller  plus  loin , remarquons , qu’en  développant  l’expression 
de  Q'  , et  négligeant  le  cube  de  A/ , A," , on  a j 


Mais  'f 


Q'=«’n'jiA>l(i-OV'-|/V-|(i-OV*t. 

+(i-ov' =-*(*-*  )(?)*(* 

partant 
d'où  l’on  tire 

Q, '=-/(.■-  î î - »■')  1 • 

JoffW  I 


38 
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Il  suit  de  là  que  si  l’on  fait  ^ = + 

nous  avons  , ^ 

Cela  posé  , si  l’on  détermine  la  fonction  €/"'  par  l’équation 
— Je  T' (21' sin n’i -t- 1' sin  2 n't ) 

on  aura 

o-ff,  = — i/'"  1 1 1 «“-t-a  e'coin't-h  j«"cof  an't  I ; 
iAU=  {^U')'.ib'U"'\i  + \i''^2^cosn't^\i''cos2n't\  ; 

j 3 1' sin  n't  -4-  5 1”  sm  a n't  { 

■’M  1 „ . * „ ,1 

— p=f^-7^p-»*j  t +a«  coî7»t-i-j  I *cos a»7  j 

On  voit  par  ces  formules,  que  les  perturbations  iR,,  et  iy  exprimées 
en  fonction  du  temps  sont  de  l’ordre  de  ti*;  ce  qui  est  conforme 
à la  conséquence  tirée  plus  haut  par  le  simple  développement  des 
radicaux  qui  entrent  dans  les  équations  (x')  et  (A"). 

Pour  déterminer  la  perturbation  95*  remarquons  , qu’en  faisant 
Z’  = o , après  la  dilférentiation  , on  a 


Aor  _ s/'i"  JI/2" 

dZ’  ~ A"*  A”> 


de  sorte  que  '* 

1 (-vr-(.  -HV)  V 

• * J • 

parlant  ' ... 
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D’après  cela  on  aura 

iS =—ib*  ü’'  1 1 + J- «'*•+•  2 •'cor n'r-H J ^cot  2 n'<  j ; 
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en  déterminant  U”'  au  moyen  de  l’équation 

0=  + J»'*  — «'corn’i  — |•^'*coî2n'^^ 

— '^J'P'  «’  1 2 •'  sin  n't  •'■  sin  2'nt\. 

24 !•  Reprenons  maintenant  l’équation  X'  = x’ —x" —3^  — , 

et  remarquons  que  , en  nommant  iX'  la  perturbation  de  X' , et  ^x' 
celle  de  x*  , on  doit  avoir  dX'=  îx* — x" , puisque  la  partie 
elliptique  de  X'  et  celle  de  x'  sont  égales.  Par  la  même  raison  on 
a , JK'=  -~y"  t àZ'=  dz'  — z".  U suit  de  là  et  de  l’équation 
r'*=x'*-t-y -fz”  , que 


ar'  = -^ax'+'^Jr'^-p«z': 


■yir'^z'tZ'  . Hxx-^xr’-^ 

_f  _• 


«') 


Mais , comme  on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice , on  peut 
faire  , y = Y' , z'  = Z'  dans  la  première  partie  de  cette 

expression  de  ir' , et  alors  il  viendra 


3Rr 


i(xx'-t-xy') 

r" 


en  supprimant  le  terme  ^ , qui  est  de  l’ordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice.  Or  nous  avons 

B_*  y — V»  — T—Î211  V — "21  • 

A». — -fji  i ~ — „<  > * — i J — f J — U > 


partant  il  est  clair  que 
3r'  = . 


iu‘ 


> U'  . V*) 

■TF"' ? » 


d’oà  l’on  tire 


3oo  théorie  du  mouvement  de  la  llne 

. J ••  «P  réduit  à W lorsqu’on 

en  observant  que  le  produit  . ,_y 

néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice.  L’équaüon  , Ung.  v _ 

doLe  V=  n-(x'»y-y3:c'):  de  sorte  que  nous  avons 

ai/  = u"  {x'  iY'  -y  «AT'  )-^iu'{xfy  -y  x)  ; 

et  en  remplaçant  dans  la  première  partie  : x-  par  JT  , / par  Y’  ; 

8i/=  u'\x'ir-Y'iX')-^iu:\^'y-y^')- 
M,ui-é,u.,io.u.s.P’=f  do.„.  >y=u-i^x>r-y>X')  : 
partant  on  a 

di>'=  ’ 

d’où  l’on  tire 

L’équation  i'  = u's'  donne  3f'  = u'«2'  = a'C*Z+*")î  et  comme  Z'=-jj, 
on  a aZ'  = ^-^î  et  par  conséquent 

8s'  = * J * *♦*  > 

en  supprimant  le  terme  ^ , qui  est  de  l’ordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice. 

Ainsi , en  réunissant  les  trois  formules  que  nous  venons  de  trouver, 


(3) 


3dù=-  — 

Jrixt  U'  , 

M-fM"  “ ■ •“ 

3d  = 

flf  ,,  o’u'.iin(i'  — i-') 

\-iV  , 

M-fM"  ' »“ 

v~  vr  J 

8s'  = 

!U  M »i‘ 

lorsqu’on  convient  de  négliger  le  carré  de  la  lorce  perturbatrice. 
Lics  équations  trouvées  dans  le  n.°  précédent  offrent  le  moyen  de 
déterminer  iA'  U' , iY , 95'  ; mais  la  petitesse  comparative  de  ces 
ejuantités  permet  de  les  négliger , et  alors  on  tombe  sur  les  formules 
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3o  I 

rapportées  dans  la  page  283.  Cependant,  pour  plus  de  clarté,  il  faudra 
les  concevoir  vraies,  sous  la  condition  qu’on  supprime  dans  l'expres- 
sion analytique  de  au  tous  les  termes  multipliés  par  b'  ; parceque 
ceux-ci  produiraient  dans  ia'u'  , 9v'  , Ss’  des  termes  multipliés  par 
ii>‘;  c’est-à-dire  des  termes  du  même  ordre  que  ceux  qui  entrent 
dans  l’expression  des  quantités  négligées  U' , iV' , SS. 

242.  Imaginons  maintenant , que  par  l’intégration  directe  des  trois 
équations  désignées  par  [du']  dans  le  n.°  284  on  ait  obtenu 

n'/  = p'  — 2 t’ sine  v' 2c'p'-*-/'E (t>')  : 

de  sorte  que  soit  la  partie  de  n't  due  à la  première  puissance 

de  la  force  perturbatrice.  En  faisant,  pour  un  moment,  a = n't-, 

F(y')=  it'sinc'v'  — |■t'*f^>^2c'p'  , 

on  a l’équation  j , qui  , d’après  la  théorème 

de  Lagrarge  donne 

= { F(«)  -f  «rCa)  1 + jL, 

1 rf».  t^(a)-i>P(a)l« 

' «ia« 


etc.  ; 

donc  en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  1,  il  est  clair  que  nous  avons 

1 d'.FM' 


.J . . * d.F(,a)' 

^ W O “37“ 


■^-l.a.8  da‘ 


— etc. 

V y da  l.î  </<** 

La  première  ligne  de  cette  expression  étant  la  valeur  de  p'  qui 
aurait  lieu  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique  , on  doit  en  conclure 
que  la  seconde  ligne  constitue  la  perturbation  de  i et'  que  par 
conséquent  on  a l’équation 

V=  etc. 

N / dm  1.)  aa” 

Or  il  résulte  de  la  série  même  de  Lagrarge  , que  l’équation 
v’=  a-^-F^v)  donne 
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J'i'i  {y^dv'=J' t'y  (o)<ia-n'y  etc. 

Donc  l’équation  précédente  revient  à dire,  que 
ou  , en  d’autres  termes  , que 

Et  comme  on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice  , on  peut 
ici  substituer  pour  ^ la  valeur  fournie  par  l’équation  t>'=a-+-i^(v'); 
et  alors  on  obtient 


oV=  — jl' 


d/ 


r 


Donc  en  faisant  , pour  plus  de  simplicité 

C (t),  u') = ( I — 2 1' coî  c'  v’  -I- 1 «'*  cos  2c'  v>'  etc.  ). ^ ■ sin  (y  — v') 

l’expression  de  n'i  sera  celle-ci  j 

nl—v  — a t' sm c' -+■  J i'* sû» 2C  v' — i 


Cela  posé,  si  l’on  représente  par  nt=v-^-J'{y)  l’expression  de  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  , 
on  aura  , par  l’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  ; 

mv-t-my'(v)  = v'—  3és//ic’v'-4-|ï'‘s:n2Ct»’— ; 


ou  bien  , 

2 l'smc'u’— «“sin  2c'v' -hib'O  (y, v'). 

Soit  v'=r(v)  la  valeur  de  v*  en  fonction  explicite  de  v qu’on  tirerait 
de  cette  équation  , après  y avoir  fait  » =o.  La  valeur  de  v'  tjui 
satisfait  à la  même  équation  lorsqu’on  tient  compte  du  terme  multi- 
plié par  » peut  être  représentée  par  Donc,  en  changeant 

v'  en  v'-t-yv'  on  doit  avoir 

3'v>'=  d'v\2t'cosc'v'—^t'cos2cv')-*‘ib'6(y,v')+ib’ÿi/'^-^^j^-*-  etc. 
d’où  l’on  tire , en  négligeant  les  termes  multipliés  par  i*  ; 
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3o3 


3 V- 


1 — 


d.FW) 

dst* 


= ap'; 


Donc,  en  substituant  ici  pour  0(p,p  ) sa  valeur  posée  plus  haut,  il  viendra 
3 v'  = 3\/  = ib' . — sin  ( — v'  ) 

BU  ' F 


ce  qui  rend  raison  de  la  régie  énoncée  dans  la  page  282  , pour 
tenir  compte  de  la  perturbation  de  la  longitude  de  la  Terre  due  à 
l’action  de  la  Lune. 

L’analyse  que  je  viens  d’exposer  fait  voir  a priori  à quoi  tient 
l’avantage  de  la  considération  indirecte  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  dans  la  recherche  des  perturba- 
tions de  la  Terre  dues  à l’action  de  la  Lune  : c’est  un  artifice  de 
calcul  , par  lequel  on  évite  au  lieu  de  surmonter  l’obstacle. 
Newtow  avait  senti  cette  moindre  aberration  du  mouvement 
elliptique  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Mais  le  peu  de 
mots  qu’on  lit  , à ce  sujet , dans  la  Prop.  67.  du  I."  Livre  des 
Principes  ne  me  paroissent  pas  suffire  pour  en  demeurer  convaincu. 
Au  reste  , on  doit  , peut-être  , à ce  laconisme  de  Newton  un  inté- 
ressant Mémoire  d’EuLE»  publié  en  1750  dans  le  I."  vol.  des  Novi 
Comt  de  S.'  Pélersbourg , où  ( Voyez  p.  44*  ) > >l  trouve  , par 
l’intégration  directe  des  équations  différeniielles  en  x"  , y' , z'  une 
expression  de  Sv'  équivalente  à celle-ci  ; 


iv' 


b* I(i  l^m 

(1  —»/«)(!  — ffl)* 


sin  (nt  — n'i) 


> 


ce  qui  donne,  3p'  = -h  — n'<)  , en  développant 

le  coefficient,  et  substituant  pour  / sa  valeur  i ^ i‘-i- ^ S*  Euler 
avait  tenu  compte  de  la  variation  dans  l’expression  des  coordonnées 
lunaires,  il  aurait  obtenu  \m'— ^ni'  au  lieu  de  , comme  011 
le  couclud  aisément  de  la  formule  générale  qne  j’ai  donnée  plus  haut 
( p.  288  ).  Or , ce  résultat  ne  difière  pas  sensiblement  de  celui  qui 
est  fourni  par  la  considération  indirecte  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  ; et  il  est  assez  singulier  de  voir  , après  cela  , qu’EuLER 


3o4  TiiEonn  du  mouvement  de  la  lune  . 


infirmait  par  la  phrase  « Unde  patet  considerationem  cenlri  gravitatis 
K ejjectum  Lunae  tiiniis  parvum  exhibere  » (Voyez  p.  4^7)  le  principe 
(le  Newton  , tandis  qu’une  simple  transformation  de  son  résultat  en 
offre  une  démonstration.  (*) 

S 4- 

Développement  des  Jonctions  des  coordonnées  elliptiques  de  la  Lune 
jusqu'aux  quantités  du  cinquième  ordre. 

243.  Pour  développer  ces  fonctions,  il  est  nécessaire,  avant  tout, 
de  nous  occuper  du  développement  de  la  fonction 
1 1/ 1 -t-J,* + e cos  (eu  —fudv)  ) ■"  ; 

m désignant  un  no'mbre  entier  quelconque.  D’après  la  transformation 
de  déjà  donnée  dans  le  n.°  ai4  > ü est  clair  que  si  l’on  fait 

pour  plus  de  simplicité 


✓ [I  I 2 

^ I p'(  I •♦•y*)  ^ 

(f=z2gv~2jidvi  D=i  — ix.cos^  + x' , l’on  a 
{ 1/  t-t-s‘-t-ecos(cv—Jadv)  |~”  =a"  { \Z3-i-aecos(ci^—Jadv)  )~“. 
Donc,  eu  développant  le  second  membre  de  cette  équation  par  la  formule 
ordinaire  du  binôme,  et  écrivant  simplement  cv  au  lieu  de  cv—Jeidv, 
il  viendra  [_V  1 = 


a"  D ’ — ma 

m{m 


•D 


CCOSCV-f 


m (m  • 


i)  a"*' D~ 


e cos  cv 


e'cos'cv-i-etc. 


I) 

l.t 

n . n -4 


C0i2?  -h2Â,x' 


, n (n  .*• 

1.1.3 

'Æ"4-etC. 


cos  3?-t-ctc.; 


rriTs 

Or  l’on  a , en  général , 

D~"=A^-\-2A,xncos’t-^2  A^x' 

J 

^ T • P"  (3C  *4^  M Â — • ~7~- n 

* 1 « -♦-  I 1.2  ({ ^ I ) (1  a) 

(Voyez  tome  II,  page  276  des  Exercices  de  calcul  intégral  par  M. 
Legendre  ).  Ainsi  l’on  pourra  développer  sans  difficulté  chacun  des 
termes  de  la  série  précédente. 

244-  Bornons  nous  à calculer  ce  développement , en  négligeant 
les  quantités  qui  passent  le  cinquième  ordre  par  rapport  aux  puissances 
et  les  produits  des  deux  constantes  e et  7.  Pour  cela  il  suffit  de  prendre 
l*)  Voya  la  fin  du  S 4 <iu  Toluœe. 
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*—4^8'’ 


= I -|y 

■ / la  7n  2 3m  ni  4 

«"  = (i  - h - ^1')  = *-3T-y- 

Cela  posé,  l’on  trouve 


[/TZH;-*-  e costv]' 


m a 6m  3m*  4 


64 


m^m  a 4 ^ 

ci 


.\  /m  am-t-m*  j\  . 


— me  C05  Cl» 


(m  ■**  0 6(m  -+-  i)  3(m  1)  ^4^ 

/m-^i  a(m-*-i)-i-(m-^i)*  a\  a ^ ^ m-^i«m-*-3*4 

/__ i i-gi i-y  pcos<p->- y\0S2<p] 

m-m-t-i  a 1 </  m ■*•  3 a\  m 3 j > 

,.V  e cpj(^i 

3 3 ^ m-»-3  a\  m 3 a 

r C05  CP<  ^1 ^ — 7 J -«-  — ^ — 7 COi<f)> 


m » mn-  1 »m  a 


1 • a • 3 


m • m I • m a • m 3 4 4 

5 e^cos^ci» 

1 . a « 3 • 4 

m*m-*-i*m**-a»m-H3»m-*-4  5 3 

5 5 C05  CP. 

1 . a • 3 • 4 • 5 


Maintenant , si  l’on  substitue  à la  place  des  puissances  de  cos  cp  leurs 
valeurs  exprimées  par  les  cosinus  des  multiples  de  l’arc,  on  obtiendra 
la  formule  suivante  : 

I I f lin'igv  ~ f^dv)  ■*■  ecosiev  —Jvsdv)\~”  — * 

1 m-m-f-i  1 rn-m-*-x-m-‘-3-m-t-3  4 6m-*- 3/n’  . 

/ _» V ’ 


cos  OP 


(ma  m • m 

I y H 

4 4 


64 


ni' m •*-  1 • m 3 - j 

« y 


cos  CP 


m-m+i  J m-m.*-i'm4'a  a m-m+i -m*! •m+3-m+4  . 

' - —i—j 8 — * ir- ^ 

— 6m(m-»*  i)  — 3m(m-^  1)*  ^ m»m-^  i *m-^  a»m  ^ 3 a a 

ci  3:  ® ^ 

.7om«  /.  39 
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COi  icv 
C0S2gV 

COS  3ct> 

COS  2gV 

COS  3gi>  — c(>  e y 
CO  s 4ct<  e' 


1 ( m-m  t 

I 


m- ro -+■  t • m -*•  a*  m -4- 3 > m ■ m-4- i • m a i 
— « 77 y 


'i  7 
‘1- 


i6 


48 

. aw  m*  a 

e y 


i-m+i-m+a  m-m-n-m+2-m*3-m-t-4  a m-m*t-m*a-Fn*3  > 
34  384  ^ * 96  ^ 

«>ey  j g g^; e * 3^ Ly 

a-m-t-3  1 am'm-t- i)-t-m(in-4- i)*  a 

3^ y 


cos  2gv-*‘3a>  eV^ 


cos  2go-3cp  ey  < — 


m t 

8 

64 

m< 

m I 

• m a • 

m -t-  3 

19a 

m* 

m -4-  a 

• 

64 

' 

m • 

' m I • 

m a 

3a 

m< 

• m -f- 1 . 

■ m a 

3a 

m 

• m r 

• m *4-  a 

• m -4-  3 

19a 

m ' 

• m 1 

• m -4-  a 

• m -4*  3 

19a 


cos 


Scv 


m-m-t-  i*m-»-a-m-*-3-m-4-4 
Jpao 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  pour  simplifier  l’écriture  de  cette 
formule,  nous  avons  remplacé  cv—Jhsdv  par  cv  et  gi>—Jbdv  par  gv: 
comme  ' ce  changement  porte  uniquement  sur  les  argumens , sans  af- 
fecter les  coefficiens , on  pourra  toujours  rétablir  les  formules  que  l’on 
aura  ainsi  formées  dans  leur  état  naturel  en  y écrivant 

cv  — J\sdv  au  lien  de  co  , 

gv  — J^dv gv . 


Nous  ferons  souvent  usage  de  cette  abréviation.  ■ 

24$.  En  faisant  m = 2 dans  la  formule  précédente,  et  'retenant 
seulement  le  terme  non  périodique,  c’est-à-dire  le  coefficient  de  cos  ov , 
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on.  aura  la  quantité  désignée  par  A dans  le  n.°  2l3;  de  sorte  que, 
en  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième,  l’on  a 


^ = I -*•  5«*- 


lie'». 
8 ® 


3 _ 3 » » 

8 y 2 ® y 


d’où  l'on  conclut 


- — 1 ■_  3 ^ 1 y*  H-  2 — 1 • 
X ~ * 2*  2^  ^8*  s'  » 


^ ( I y*)  ’ = I e*  e”*  — ^ e*  ; 


^ ’ (i  * y“)  = q = I e’  -t-  y’  1 e^y*. 

Réduisons  l’expression  de 

Â X • 

U,  = ^ ’ (i  y’)  ’ j /iTT*  e coi  c*>  j , 
définie  dans  le  n.°  ai6,  à 

= 

cosoi>  j I e"* Jy"* e*'— ^y**  - i e*y* 

ia  4 1 a a 

C05  2gpy*  j-l  — le*-f-iy’ 

cos  4ê‘’  y'*  j - 

En  dififérentiant  cette  expression,  et  se  rappelant  que  cv  et  gt>  tien* 
tent  respectivement  la  place  de  cv—Jojdv  etgv—Jhdv,  il  viendra 

- . 

dv 

sinev  ej  I -4.e'*-le*y*j(c-^-)  v 

«a  2ér  y*  I-  1 - |e*  ^ 1/  j 


246.  Maintenant,  si  l’on  développe  les  puissances  négatives  de  u, 
à l’aide  de  la  formule  générale  rapportée  plus  haut,  l’on  obtiendra  sans 
difEculté  les  résultats  suivans  : 
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COS  OV 
COS  CO 
cos  2C0 
cos  ^gy 
cos  2gv  ■ 
cos  2gv- 
cos  3co 
cos  2gV  • 
cos  2gy  - 

COJ  4C0 


( , Iv*— le*- le'’-*- I 

j 8®  64^  8 


% a 

e y 


«{ 

■ 

y\ 

• CO  e 7*  { 
- cv  ey^  \ 

a *a  ( 

. e y } 

• acp  c y I 

■ 


COJ  4&’  ‘ / i 

cos  2gv  3co  eV’  { ' 

cos  2gv  — 3co  eV*  I • 


— I 

1 _ 

s 

1 

ï ” 

1 , 

■ 4 
1 

■ 4 ■ 

i- 

3. 

16 

,3. 

16 

1 

8 

3_ 

64 

1 

S 

1 

8 


|r’- 

•1/ 


1 > 
V ■ 


8*"  ^ 64 
8®  8'  4®^^ 


13  la 


1 V*  — 1 C* 

J / R® 


1 v’ L 

16® 


cos  5co 

5 
■ e 

l-f6 

• V 

cos  4go  -t-  CO 

e 7^ 

\'h 

COJ  4^0  — CO 

e/| 

t “ 

9 _ 

COJ  00 

( al 

S I -4 

Y*  —-3- y'’  — leV 

y 64  ' 4 ® ' 

coj’co 

e 

j-3-ic‘- 

3 v4  3 3 1 _ 9 .< 

ly  y 8* 

cos  aco 

2 

e 

5 y’ 

COJ  2g0 

y' 

} 

-3- y’ 
16' 

COJ  2gV  CO 

ey' 

8 ® 

COJ  2gO  — CO 

a 

ey 

8 ® 

cos  3co 

3 

e.î  3 
16  ' 
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cos  3gi>  acp  e*y*  j 

1.5 

8 

cos  2go  — 2CV  ] 

1 ¥ 

cos  4cp  • j 

1.5 

8 

cos  4go  / j 

15 
! 64 

cos  2gt>  3ci>  j 

1 _15 
! 8 

cos  2gv  — 3a>  j 

15 

8 

cos  Sco  e®  1 

21 

16 

cos  4gv  -*-cv  e 1 

9 

16 

• 

cos  4gi>  — cv  e { 

9 . 

“ 16’ 

‘ 9 

ü’  “ 

t 

cosov  1 

1 -t-  2 e* 

1 v'’  _ ».  V *'*/.'* 
gy  — ey  -«-gC 

co  s cv  e 1 

— 4 — 3 e* 

Ÿ - 

*5  V**  — 2 e"*  ^ 2 e*v* 

16  .*  ^4®! 

cos  2CV  e’  1 

5-i/- 

^e’ 

2* 

cos  2gv  y*  1 

I - i y*  -t- 

2 e* 
2 

cos  2gv-t-cv  ey^j 

2 8^ 

ile* 
8 ® 

cos  ugv  — cv  e y*  1 

15 
8 ® 

cos  3cv  1 

-S-li/- 

^e* 

2 

cos  2gv  -1-  2CV  e’y“  j 

i 15 
! 4 

• 

cos  2gv  — 2CV  e’y“  ] 

r ¥ ■ 

COS  4«>  j 

1 35 

I 8 

. 

cos  4gv  y**  j 

3 

8 

cos  2gv  3cp  ] 

1 _ 35 
I 8 

cos  2gv  — 3cp  j 

35 

8 

. 
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cos  Sco 

7 

2 

cos  4gv  -t-co  c'jf^\ 

35 

32 

COS  4gv  — 

cv  ey^\ 

35  . 
32  ’ 

9 _ 

cos  00 

1 

I -t-  5!-’  — ly’  Se**  — 

I -t-  jjC  — 

cos  cv 

cos  2C0 

Se’ 

co  s 2g0 

ri 

cos  2gv  -i-co  e y”  j 

i — 

1 T 

COi  2g0  — 

CP  e y*  j 

15 

4 

cos  3co 

e1 

35 
' 4 

co  s 2g0 

2C0  e y j 

i 105 
! 16 

cos2gy  — 

2C0  e y j 

1 105 

1 16 

cos  4CP 

, 35 

> 4 

cos  ^go 

ri 

35  . 

64  ’ 

9»,*  ^ 

cos  00 

î 

cos  CO 

e] 

\-îr 

cos  2C0 

«1 

i ¥r* 

cos  2gO 

ri 

_ 1 _ Ze"  5y» 

1.  2 4®  ir 

cos  2gv  -<-cv  e y’  j 

i 5 

! 4 

C0S2gV  — 

CP  e y“  1 

i 5 

1 4 

COS  2gv  2a>  e’y*  ] 

i 

! 8 

cos  2gv  — 

■ acp  c’y*  1 

l-¥ 

COS  4gi> 

ri 

-H 
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COS  OV  I * “ S * T 

coscv  e I — 6 — 1 2 e*  5 y* 

> I St 

cos  2CV  ® I T 

3 i 3 

cos  2g0  y I J. 

Nous  avons  rejeté  de  cette  dernière  fonction  tous  les  termes  d’un 
ordre  supérieur  au  second;  et  dans  le  développement  des  fonctions 

X ^ on  a négligé  tous  les  termes  d’un  ordre  supérieur  au 

quatrième. 

Cela  suffit  à cause  des  facteurs  qui  multiplient  ces  mêmes  fonc- 
tions dans  les  équations  différentielles. 

S 5. 

Sur  C expression  du  tems,  en  fonction  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
qui  constitue  la  première  approximation  relativement  à cette  troisième 
coordonnée  de  son  orb'ue. 


.247.  D’après  la  conclusion  établie  dans  le  n.°  216  et  de  nouveau’ 
rappelée  dans  le  n,°  221,  il  semble  que,  sur  ce  point,  il  n’y  a pas 
lieu  à mi  choix  différent , et  qu’il  convient  de  s’en  tenir  à l’expression 
de  nt  fournie  par  l’équation 


[«] 


-f^dv 


1 n 


pAx-') 


du 


2d»fzidv 
du 


\ 


Mais , en  développant  la  Valeur  de  ^ i et  exécutant  ensuite  l’in- 
tégration indiquée,  l’on  voit  naître  le  terme  ayant  pour  argument 
2 {gv— Jhdv) — 2(cj)  — J'xüdv)  avec  un  coefficient  dont  l’ordre  est  abaissé 

de  deux  unités , en  vertu  du  diviseur  2g  — 2c  — 
qu’il  a acquis  par  cette  opération. 
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Cependant  on  sait,  par  l’analyse  exposée  depuis  le  n.®  loo  jusqu’au 
n.°  1 19 , que  l’addition  de  la  perturbation  Snt  fait  disparaître  dans 
la  somme  [ntj  Snc  la  partie  du  même  coefficient  qui  est  d’un  ordre 
inférieur  au  quatrième.  Ainsi,  d’après  cette  considération,  il  est  naturel 

d'exclure  de  l’intégrale  le  terme  affecté  de  l’argument 

a(g4>  — Jédv)  — a(ct>  — Jrsdv) , et  d’en  réserver  le  rétablissement  au 
moment  où  l’on  pourra  le  réunir  à celui  qui  se  trouvera  dans  l’ex- 
pression de  SnL  En  effet  ce  moyeu  fort  simple  facilite  une  partie 
des  premiers  développemens  des  fonctions  de  la'  forme  perturbatrice , 
eu  épargnant  la  peine  de  calculer  plusieurs  termes  qui  seraient  ensuite 
détruits  par  les  développemens  ultérieur^. 

A la  rigueur  on  devrait  employer  un  artifice  semblable  à Tégard 
du  terme  affecté  de  l’argument  2{gv —Jhdv)  — cv -t-J\sdv  , lequel  a, 

dans  l’intégrale  Ai  — i^dv,  un  coefficient  du  troisième  ordre,  et 

reparaît  dans  Snt  avec  un  coefficient  ’du  même  ordre  (Voyez  plus 
bas  n.®  248).  Mais,  comme  ici,  il  s’opère  une  simple  modification  dans 
le  coefficient  numérique  de  ey*,  sans  altération  relativement  à l’ordre 
du  terme  principal,  il  devient  beaucoup  moins  avantageux  d’exclure 
ce  terme  de  la  valeur  de  [nt].  Néanmoins , s’il  était  question  d’une 
définition  précise,  il  faudrait  dire  que  le  caractère  d’une  véritable  pre- 
'mière  approximation  est  celui , d’être  composée  uniquement  de  termes  • 
relatifs  à des  argumens  qui  reparaissent  avec  dés  coefficiens  d’un  ordre 
plus  élevé  dans  les  approximations  successives.  Cest  ce  qui  a lieu  à 

l’égard  des  fonctions  et  ^ qui  constituent , respectivement , la 

première  approximation  des  deux  coordonnées  s , u. 

2481  Maintenant,  si  l’on  fait  m = 2 dans  la  formule  générale 
trouvée  dans  le  n.®  244,  et  si  l’on  multiplie  le  résultat  par 

J = I — 56*-^  ion  aura,  en  négligeant  les  quai)-, 

tités  d'un  ordre  supérieur  au  cinquième. 
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X 


~ X ~ 

CO  S C9 

COS  et» 

e 

-+• 

COS  2CU 

e* 

— 

COS  2gt> 

r* 

- 

cos  2gt»  — 

Ci» 

e/ 

1 3 --5- y’ 

1 4 16  ' 

COS  2gi>  •+■ 

CV 

ey* 

r i-â/ 

cos  3cy 

e’ 

i 

COS  2gV  — 

2CÇ  ey 

l-i 

CO  S 2gt»  -*• 

a a 

20»  e y 

\-i 

cos  4cp 

e" 

)-i 

• 

COS 

y4. 

\-l 

cos  2gV  — 

3ct» 

J > 
er  i 

i i 

C05  2gt» 

3ct» 

«V’ 

1 i • 

COS  Set» 

'e* 

} 5 
1 8 

COS  45P  — 

et» 

e y* 

1 

) 64 

cos  4gt» 

et» 

ey'* 

! 

I 64 

Ûonc,  en  intégrant  et  écrivant  pour  plus  de  simplicité 
nominateurs  des  coefHcicns 

c au  lieu  de  c — , 

ÜQ 


g 


g ~ 


d * fùdv 
di> 


Tomt  I. 


dans  les  dé- 


• 40 
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' ’ 1 V ’ 


$in  cv 

e\ 

1 

i^y* 

l 

' « • 

sin  2CV 

e’  1 

î k-{r* 

4** 

[ ac 

sin  2^ 

■ , 

a J 

i i-iy** 

4<* 

i 

! 2g 

sin  2g»  — 

cv 

c/  1 

4«* 

! a«  — « 

sin  2g» 

Cif 

a \ 

C7  j 

1-4-, 

4 c* 

t 2g^C 

sin  3c» 

e ! 

i-ï-fy*- 

T«* 

1 3c 

sin  — 

_ a a * 

2CP  e y « 

I - 

[ 3^  — ac 

sin  2gv 

a a * 
2CP  € y * 

i 4. 

î 2g— ae 

sin  4c» 

i 5 

î 3a. c 

sin  4g» 

! 3â^  • 

sin  2gif  — 

3ci> 

3 a < 
ey  j 

! 3g—  3c 

sin  2gv 

3ci' 

3 a * 

er  j 

i 4 

1 2g-.- 3c 

sin  Sc» 

s < 
e * 

i - ^ 

1 40  *c 

sin  4g» 

cv 

e/  1 

i,.  H. 

• 

1 4g-.- c 

sin  4g»  — 

cv 

cy^ 

^ . 

1 4g -e 
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Cela  posé , voici  comment  on  peut  démontrer  assez  facilement , par 
la  considération  directe  des  équations  diSerentielles  du  second  ordre, 
que  la  perturbation  Snc  détruit  précisément  le  terme 

3 , a sinjagy  — acv) 

4 ' 2g  2C 

que  l’on  voit  dans  cette  formule. 

249.  Comme  il  est  question  d’un  argument  indépendant  de  l'angle 
t>  — v et  d’un  coefficient  du  quatrième  ordre  indépendant  de  l’excen- 

tricité du  Soleil , on  reconnaîtra  avec  une  légère  réflexion  qu’il  suffit 
à notre  objet; 

i.°  de  conserver  les  termes  suivans  dans  les  équations  différen- 
tielles (I)",  (II)"  posées  dans  le  n.°  224;  savoir 


2. ®  qu’il-  suffit  de  réduire  à — la  valeur  de  Y donnée  dans  le 

* • U, 

n.*^  2 1 S , et  celle  de  d • Snt  à 

• d • Int  = — -T  dp  i 

A U, 

• , * 

3. ®  qu’il  suffit  de  faire  dans  ces  équations 


n Dit  3 (a'uy  317  3,  lei 

Jî,  = R = iq  — = 6 • e C05 CP  ^ e C05 2cp ; 

* * ■*  a 2 * 

4 ' Ya  a 14,/  a «/  a w/ 


2 Su  = _ 3 e cos  CP  — J e y^cos(2gf>  — cp) 


= 3Ss-ysingp  — 3(Ss)*; 


X 

"X  = 

<?9  _ 


— I aecoscp; 
<?'• 
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II  suit  de  là  que  l’on  a 


æ-is 

di>‘ 


(T-9u 


(\  — P)rsingv 


— if^eysin{gv  — cv)  ^ fi’eV  sin(gv — 2ct>)  ; 


rfK* 


■(i  — ^fx.‘)Su  = — Q Q’)  e cos  CO 


— ^ey‘cos(2gv  — cv) SSs  ysingv  — | (Ss)’  ; 


d-lnt  = (—  I 2e  coscv)  — dv. 

Mais  on  sait  que  dans  ces  équations  les  quantités  P et  Q'  doivent 
rendre  nul  le  coefficient  de  ysingv  et  celui  de  e coscv;  partant  l’on  a 


- P = O ; 


= o; 


d’où  l’on  tire  (Voyez  n.°  216  ) 

V —J'{\  — \/Tirp)dv  = f |/.i  dv  = v{i  J jx  -*•  etc.)  ; 

V -f{i  - \/\^Q')dv  = f[/i—\(i'dv  = v(i  - 2^’  etc.)  ; 

et  par  conséquent  , 

; c = I - |/x’ 

pour  la  première  valeur  de  g ex.  c. 

Actuellement,  si  l’on  intègre  l’équation  différentielle  en  Ss,  il  viendra 


h 


e Y sinjgv  — cv)  i5  p.'  «*  y sinjgv  — act») 

“ —ip'  7"  ■ (^_ac)‘— ■ 


■T  ,1 . 


Mais  nous  venons  de  voir  que  l’on  a g’  — c = 1 —'^p' 

donc,  en  substituant  ces  valeurs  et  développant  ensuite  les  coefficieus, 
l’on  aura , en  retenant  seulement  le  premier  terme  de  chacun  d’eux , 

S5  = 5 y sin(2cv  — gv)  3>a’  e y sin(gv  — cv) . 

Il  suit  de  là  que  l’équation  différentielle  en  Su  donne 

- - ( • - i = li  eYcos(2gv  - 2cv)  - ^ p^e  y\os{2gv  - cv)  - 

et  que  par  conséquent  l’on  a 


Su  = ë 


tu 


COs{2gV  — 2«') 
(ïg— ac)*—  I 


^u’ev’ 

\u*  4 P 


eos(2gv  — cv) 


(ï«  — 0’—  I 
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OU  bien  , eu  développant  les  diviseurs  et  retenant  seuleiueut  le  pre- 
mier terme  , 

5“  = — g ey'cos  ( 2gu  — cw)  — e'/' cos  ( 7.gv — 2cv). 

En  multipliant  cette  expression  par  — = i — ecosiv  , on  obtient 

î M 7 1 

~=^  C;’  cos  ( 2gv  — cv)  — 5 e'/’  cos  ( 2gv  — jcv). 

Ainsi  nous  avons 


il . tnl 


t/k' 


7 8 

• J r/‘  COÎ  ( 2g-t>  — CP  ) — J c'y*  C05  ( 2go  — 2tv  ) ; 


d’où  on  tire  , en  intégrant  j 

4 * 2g  —C  J * 

G 

Donc  dans  la  somme  [^n<]-t-572f  on  a 


UH(2gi^  — ICv) 


i-l 


■'î)n 


a|f  -c 


ey 


5m  — art») 
ag  — ac 


11  est  donc  démontré  , i.“  que  dans  la  valeur  totale  de  nt  le  coef- 
iieient  de  l’argument  2gv  — 2cv  doit  être  d’un  ordre  supérieur  au 
second  ; 2“  que  dans  la  même  valeur  totale  le  coellicient  de  l’argu- 
ment 2gp  — CP  acquiert  un  signe  contraire  à celui  (ju’il  a dans  la 
valeur  partielle  [«O* 


«-  X 

2ÔO.  En  retenant  dans  y les  termes  du  sixième  ordre  à l’égard 
de  l’argument  2g\> — 2CP  seulement  , on  aurait  trouvé  dans  [n/J 
le  terme 


|e’y’(,-yVe*)^^ 


5m(îg>'  — atv) 
ac 


mais  les  approximations  ultérieures  démontrent  que  l’expression  de 
Snt  détruit  les  trois  termes  de  ce  coellicient  ; de  sorte  que  , en  der- 
nière analyse  , le  terme  principal  est  de  la  forme 
Â e‘ ’i' sin(^2g\> — 2cp)  ; 

B désignant  un  coefficient  numérique  absolu.  En  attendant  la  dé- 
monstration complète  de  ce  résultat , rien  n’empècbe  d’en  profiter 


Tome  I 


<0 


3i8 
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d’avance.  En  conséquence  nous  adopterons  pour  première  approiima- 
lion  de  nt  l’expression  suivante  ; savoir 

( -t-jcy  cos[p.^v  — cv)  I 

Alors  la  valeur  complète  de  ni  sera  telle  que  l’on  a 

Et  si  l’on  fait  Ç=o  et  n = o , hors  du  signe  intégral  , on  aura  , au 
moyen  de  la  valeur  de  [n/j  donnée  dans  le  n.“  248,  (Voyez  p.  3i4). 

(n/)=t>-t-y' sinev  e jT7?  ^ — VlL 


sin  2CV 
sinigv 
sin  3cv 


I ac 

v1  i=iï±i£ 

r 2g 

I 3c 


sin  agv — cv 

ey*  j 

I >-*-à;y  — 

! ag_t 

sin  2gv  ■+■  cv 

n‘ 

I-T  + Æ7- 

' 3g-*-e 

sin  2gv  2CV 

*vl 

î ^ 

' H-  3C 

sm4ct* 

■ ^‘i 

I 

sinUgv 

v‘ 

I é; 

sin2gv~~3cv 

*v 

I 4 

' 3^ — 3c 

sin2gv-t-3cv 

I—  ‘ 

I 3g  -t-  3c 

' CHAriTRE  TROISliaiE . 


3i9 


sin  Sev 

/h 

sin  4gv  -*■  cv 

ey'’  |- 

sin  4go  — cv 

c y”  j - 

3 

40  • c 


U 

n . 

4ér— c’ 


Telle  est  la  formule  propre  à fournir  la  fonction  de  v qui  a été 
désignée  par'  f\v)  dans  le  n.°  220.  Ainsi  nous  pourrons  maintenant 
développer  ultérieurement  la  formule  générale  rapportée  dans  le  n.°  219. 


S 6. 


Développement  préliminaire  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
de  l'orbite  du  Soleil. 

2S1.  L’expression  de  au’  donnée  dans  le  n.®  55  devient,  en  y 
faisant  .7’  = o , 

au'  — — ^ j I e‘cos{c'v  — >c')  | . 

Gela  posé  , si  l’on  néglige  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cin- 
quième , il  est  facile  d'obtenir  les  résultats  suivans , où  l’on  a écrit 


pour  plus  de  simplicité  cv' 

aU  lieu  de  c'v'  - 

-^  = 

(a'u'f  = 

cos  ov 

«1 

2 

. c»’' 

f'j 

«l 
4 * 

2cV 

|.'*- 

3cV 

r'î  } 1 ^ 3 r"  • 

f i 4 4 « » 

• 

b\a'u'f  = 

cos  ov' 

6''  j I 

• t t 

eu 

t'b^  j 5 i 
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(a'ay^'ICap-ap')  = 

sin 

cos 

7.V  — ap' 

1 

2P  — 3p' 

c V e* 

1 3 . 39  . 81 

18  8 8 

2P  — 2p’ 

— cV  € 

2P  — 2p' 

2CV 

11^ 

2P  — 2p' 

— 2cV  e'* 

2p  — 2p' 

^ 3cV 

U-i'" 

2P  — 2p’ 

-3c'p'  £'^ 

i 1 - ^e'^- 
18  8*  ’ 

, 

b\a!u'} 

A sin  / iv 

= 

sin 

cos 

1 

ç — 

6’ 

î I 7 £“ 

if  if*  ^ 

If  /I  a 

CP  £Ü 

t 

if  ^ if  ^ 

c'p'  (V 

• 

if  if'  ^ 

2cV 

ti  • 

t 

if  ^ if  

2cV  E%^ 

li 

if  if  ^ 

3cV  e'’i* 

IL 

P — 

3c'p'  e'V 

• 

• 

sin 

cos 

3p  — 3p^ 

6* 

1 1-7*" 

3p  ^ 3p' 

*çV  e'6* 

h-f*" 

3p  — 3p 

r r f/  a 

— CP  £ 6 

3p  - 3p 

« # 1 ^»a  I a 
2C  P £ P 

li 

3p  - 3p' 

- 2CV  «"6’ 

1§ 

3p  — 3p 

3c'p'  £'"6’ 

li 

3p  - 3p' 

- 3cV  £'^6“ 

li’ 

• 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIÈME. 


321 


""  (4«^  - 4i>')  = 


4‘'  - 4»'  6 ! I 

4t»  — 4v  -H  cV  «'è"*  j I 
41)  — 4()'  — cV  fV  j 

a52.  Pour  éliminer  de  ces  équations  la  longitude  v'  du  Soleil,  il 
faudra  recourir  à la  formule  générale  donnée  pour  cet  objet  dans 
le  n.®  219.  Mais,  afin  de  rendre  cette  élimination  plus  expéditive,  et 
offrir  en  même  tems  un  résultat  propre  à des  recherches  ultérieures 
dans  cette  théorie , il  convient  d’exécuter  le  développement  indiqué 
dans  le  n.°  220,  eu  prenant,  conformément  à l’expression  de  (ne) 
rapportée  dans  le  n.®  aSo , 

= 

sin  CV  — 2 

me*  ( ^ la  la 

4-55' 

H'’ 

3-  > 

mer*  { 

I 

ügv  CV  I2ÎÏ—  5 — 5 

° 3g  -i~C  l 4 
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2g0  2C0 

me  2' 

ag  ac 

me^ 

4CO 

c 

4ë^ 

8 

1 ^ 

- \ — 
^ Zi 


Zi' 


D’après  cette  valeur,  on  pourra  former  l'expression  de 

I i(y  — v)  i' (cV  — k')  I 


sm 

cos 


en  retenant  tous  les  termes  jusqu’au  cinquième  ordre  inclusivement. 

Nous  supprinfons  ici  les  détails  de  ce  calcul  assez  pénible  : il  suffit 
d’en  rapporter  le  résultat  final , en  assurant  qu’il  a été  vérifié  avec 
assez  de  soin  pour  qu’il  nous  soit  permis  d’en  garantir  l’exactitude. 
En  faisant  pour  plus  de  simplicité  E — \ — m , et  écrivant,  dans 
les  argumens , 

mv  au  lieu  de  A -+•  mp  -+•  m f^dv , 

c'mo  c'  I A -4-  mv-*-  m f^dv  | — k*’  , 

CO  — J' üsdo , 

—fôdv  ; 


CO 


dans  les  coefficiens 
c 

e 


au  lieu  de  c — 


d • f-adv 


do 


d' fhd» 
S d^ 

i'  — i. 


SM 

COS 


sut  . 


l’on  a trouvé  la  formule  suivante 

I i{o  — v')  i{co  — h’)  I = 


lEo  i e mo 


iEo-t-{i'  — 1 ) c'mo  j3f' 
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( , ^ (I (I  ^ _ 1(1  . îÿ: 

iEv  * (t  1 ) tm>  jSe  I ^ 

iEi>*(i'-i)c'mv  |-i(2-^)*(i-Hl(2-^)-|(2-^)Vi(2-^)y^ 

3\  ■> 


Œv->-(i'-*-2)c'mi>  !-i*5(2-*-i3)-(i*i(2*S)-5(2*;3)Vl(2-^^)’)s" 

iEf>  ■*■  i'c'mv  — cv  | i — ^ 

iEv  -t-  i c'mt>  -t-  w ^ ^ ■*■  ^ 

'-i-l(3-p)-i(3-^r 


{jl  — 3)  J3«'^  < 


lEv  ->-  {i  -t-  3)  c'mv  < 


I (3  t-  ;?)  -►  i (3  -<- 

(3*^) 


iE^  ^ i'c'mp  - 2CP  ” J - I - Ç * I _ i e*  h-  ^ y* 
iEi>-*-i'c'nw-2gv  ^/^|-1  -*.  i/  _ Ae>  -h  Ij^'e'" 


liù»  -<- 1 c mp  •+•  iev  By  — < 

^ e ( 


1 _ JL/ 
8 16  ' 


16 


1 1 /!*a  ja 


i&-+-(t'-i)c'moK:pj8et'™  |-(i  -^)  + (l  -^)^-(|(*  (i 

iEv  -K  (i  - 1 )c'mp-cp^f  ' " | ( i - ^)  - ( i - ^)  ^ •*•(!  ( I - /3)*- 1 ( i - f " 

iE>  -►  (t'f  I )c'mp-cpj3e£'™  | Pf- 1 ( I •*-j3)^) 

iEv  ->-  {ï*})cmv*cv^e'^^  — {i  i?)*  (i  — (|(l  ■* 
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Sitl  /.f  Vf 

iEv*(i  — 4)0/721^ 
cos  ' 

fie'^ 

5 

G1 

*^(4-i3r- 

À (4-/3)' 

iEv  *■  4)  cmv 

fii'^ 

5 

GÏ 

-*-3«i(4*-8) 

^ (4  */?)'“  - 

À (4  •*•  ^)' 

iEv  *■  i'c'mv  — 3ci> 

a 3"* 
fie  - 

1 

G 

-3(3- 

iEv  ■*■  i'cmv  + 3ct> 

c 

1 

G 

-3(3- 

c 

• 

iEv  ■*■  i'c'mv  - 2gv  •*•  cv 

lie/ 

1 

m I 

|9m* 

3 

— £ 8 ‘ 

iEv  * i'c'mv  -►  2gv  — cv 

fie/ 

S 1 

m ! 

) a 

3^  — c ÿ 

cg 

iEv  •*■  i'c'mv  — 2gv  — cv 

fie/ 

L 3 

m 1 

! “ 

3^  c B 

iEv  i'c'mv  ■*■  2gv  h»  cv 

( 3 

m I 

/3/n^ 

^ 8 ' 

agt-£  8 

iEv  0 c'mv  * 2CP  ^’e’  g(i  — ^)— l(i  — jif  ^ 

iEv  -+•  (t  — I ) cW  - 2ci>  jSêV  ~^)*7 

i£V  *(i'  ■*■  I ) c'mi’  - act)  jSf'e’  ■*"J3)  ~ 

iEn  * (t'  -*-  I ) cmv  ■*■  2CV  0('e^  ” | g ( ‘ i^)  -<-  ^ ( i .6)  ” 

i£i»  ♦ (i'  — I ) c'/m»  2gv  fîe'y^  ^ | ~ (i  — fi) 

iEt'f(i'~i)c'mv-2gvfiey^j—i(i  — fi) 
iEv*(t-*-  i)cW-2gp^£V“^|-  g (I  fi) 


iEv  * (t  \ )c'mv  *■  2gv  fii'y^  ^ fi) 

iEv  *■  (i'  - 2)  c'inv  - cv  fiee^  7 | — g (2  — | (a  — .P)’ 
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3a5 


sut 

cos 


■f 

’!  — 2)  c'rnv  cv 

(2-/3)-i(a-j3r 

iEt>  (i 

' * 2)  c'mv  — cv 

i 

(2  * - 1 (2  - i3)* 

lEv  (i 

2)  c’mv  * cv 

(2  - 1 (2  * /3)* 

iEv  -*•  (, 

i'  - 5)  c'mv 

iEv  (i 

' 5)  c'mv 

è- 

iEv  i'c'mv  - 4w 

1-i 

iEv  ♦ i'c'mv  ^cv 

fi  — 
c 

5 5 

< 64 

iEv  i'c'mv  — 4gr 

4 

H 

iEv  i'c'mv  t- 

( 1 
? 64 

iEv  i'c'mv  — 2gv  — 2CV 

C s I 

^ 16  g-^c 

iEv* i'c'mv  •+■  2gv *2cv 

^meY  1 
( 

i 

I 16  g-*-c 

iEv  (i' 

— l)  c'mv  * 3cp 

Jime'e^  ! 
( 

i I (l-lî) 

i 6 c 

iEv*(i' 

- l)  c'mv  — Zcv 

^ms'e^  1 
( 

i i.(l-iî) 
6 c 

iEv*(i' 

-*•  i)  c'mv  - 3cp 

limc'e^  1 
( 

1 (<*?) 

6 c 

iEv*(i' 

1 ) c'mv  3cp 

fims'e^  1 

I (I  * /î) 
6 c 

iEv  (i! 

- 1 ) c'mv  2gv 

- cv  fimec'y'  1 

1 (i-(î) 

2 ag—c 

iEv*{i' 

— I ) c'mv  — 2gv 

+ cv  ^mec'y"  1 

I (I-/9) 
a ag  — c 
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iEv  (t’  — 1 ) crm> 

cv  fimee'y^  | 

I 3 (■-/?) 

8 3g -*-c 

lEv  -*■  (i'  — 1 ) cnw  - - 

cv  j3(7ic£  y*  1 

I 3_(I-/?) 
I 8 c 

iEv  * (t'  * I ) t/mt»  - ^igy  * 

' cv  ^me£y^  | 

I I 

' a 3g— c 

iEv  ■<-  (i'  * I ) c'mv  2gv  - 

cv  ^ee'Y‘  1 

\ ï 

I a — c 

iEv  (j'  * I ) c'mv  — 2gv  - 

CP  | 

I 3 (i  H-  jî) 

8 3g -t-c 

iEv  •*•(»'■*■  I ) c'mv  2gv  cv  ^met'y"  | 

3 (i  -H 

8 3g-*-C 

iEv  -*•  (i'  — 2)  c'mv  + 2cv 

1 

iEv  (i'  — 2)  c'mv  — 2cv 

iEv*-  (i‘*  2)  c'mv  — 2cv 

/3”eVj 

iEv  (t  2)  c'mv  ■+■  2CV 

iEv  (t'  — 2)  c'mv  2' V 

iEv  (i'  — 2)  c'mv  — 2gv 

iEv  -t-  (i'  2)  c'mv  — 2gv 

rs  ^ U a S 
' 1 

^(2-^)-i(2-.iîr 

iEv  (t'  2)  c'mv  2gv 

»»  »3  ai 

i 

iEv  •+-  (t'  — 3)  c'mv  cv 

1(3 

iEv  (t'  - 3)  c'mv  - cv 

l(3-^)-|(3-^r^ 

l(3-^r 

iEv  (('  3)  c'mv  - cv 

l(3-^^)-|(3-^)^* 

è(3-^/ 

iEv  (i'  * 3)  c'mv  cv 
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253.  Eli  supprimant  les  quantités  qui  passent  le  çua/rième  ordre,  et 
appliquant  ensuite  cette  formule  générale  aux  différentes  fonctions  de  v 
données  dans  le  n.°  2$  i , l’on  obtiendra  les  résultats  suivans  : 

{au)  = 


ov 

I 

c'rru> 

: 3-.fs'^ 

2cmv 

' a 2 * 

cv  c'rm> 

ec'! 

( 

i O "n 

cv  — o’mv 

e e'  . 
) 

I 3? 

îcmv 

t 53 
^ 8 

2CV  c'mv 

> > ' 

ee  < 
< 

i 9 
I 8 e 

2ct>  — cm» 

f a ' 
i e • 
( 

i 0 m 

! 8 ■ c 

2gv  cm» 

( 3 m 

l »'g 

2gv  — c'mt> 

«y 

( 3 m 

f"8  ’i 

Cl»  2cmv 

cY 

{ 

\ m 

[-97 

cv  — 2c'mv 

la  ' 

€€  < 
i 

i 

I 97 

4c'mi» 

i 

i ~Z 

I 8 

2ci»  — 2c/ny 

a 11  ' 

€ € i 

i 

i »7  »« 

! T ■ 7 

2gv  — ac'mi» 

P a < 

sy  , 

)_  2 i 

I 8 g 
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(.'«'/ f;(2P- 2.')  = 

sin  T-, 

lEv 


^Ev 


zEv 

"xEv 

iE\> 
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I _ i f 13  î'->  _ 4e’  — 
‘ a le  ^ c* 

cmv 
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a le 

cms* 
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a 16 

cv 
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2CP 
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%cv 

a S 
e l 
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1 - H 2 -T 

1 4 C C 

2gV 

1 771 

~ 4 ‘ J 
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1 771 

4'ë 

c'niif  — 

, j 
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1 I 771 

1 2 C 

c'mv 

f 

cv  ee'  1 

I 771 

a c 

crm^ 

cv  ee  1 

31  771 

a c 

c mt'  — 

cv  ee  1 

ai  771 

^ 

a c 

3cmv 

.'’j 

1 

48 

3crmf 

815 

18 
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sut 
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... 
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- c mp  acp  ce"  J — — ” V — . 
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- c'/np  — 2CP  e'e".  4 — • - 

? ' 16  c 

c'mv  — 2£:p  fi'y®  ^ — . — 

c i6  ^ 
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a 54.  Les  formules  domiées  dans  le  numéro  précédent  sont  particulière- 
ment utiles  pour  développer  les'  termes  qui  résultent  de  la  substitution 
de  mt>  t-  m Snt  à la  place  de  mi> , lorsqu'il  s’agit  de  former  les 
fonctions  qui  ont  été  définies  dans  les  n.°*  220  et  aai.II  est  clair  en 
effet  que  par  ce  changement  on  obtient,  en  développant  les  sinus 
et  les  cosinus , des  expressions  de  cette  forme 

S ^ (av — U-m^nc  m’(Srtf)* ; 

( P )J  ü"-m  Int  U"'- 

^(a  U )**  ^ (3v  — 3p')J  — ' £/”’•  m Snt  ; _ . ^ \ _ 

abstraction  faite  des  termes  multiplias  par  les  autres  puissances  de  Snt 
qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations. 

Mais  la  valeur  de  tnt  étant  exprimée  par  des  sinus,  et  celle 
de  (Snty  par  des  cosinus,  si^d’on.  observe'que  l’on  a,  én  général, 

BsinqX,2A2~P  = 

BcosqX2A2  I 9)  0»  “ 9)  ( * 

on  formera  aisément  les  produits  indiqués  dans  les  trois  formules  pré- 
cédentes en  préparant  les  facteurs  désignés  par  U , ü\  U”,  U'",  U"'. 
Or  il  est  facile  de  trouver,  à l’aide,  des  développemens  consignés  dans 
le  numéro  précédent,  que  l’on  a 
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Développement  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
du  Soleil  et  de  la  Lune. 


255.  Les  diflerens  termes  qui  composent  les  fonctions  désignées  par 
/?,  R" J ...  R’'  (Voyez  n.®  222)  peuvent  être  développés  à Taide  des 
résultats  rapportés  dans  les  deux  paragraphes  4*'*“*et  6. ““"de  ce  chapitre. 
11  est  indispeusable  de  former  ces  développemens  pour  obtenir  la  partie 
de  chaque  coefiicient  des  inégalités  lunaires  qui  dépend  de  la  première 
puissance  de  la  force  perturbatrice.  Mais,  outre  cela,  il  est  nécessaire 
de  les  avoir  préparés  pour  procéder  à la  recherche  successive  des 
termes  qui  naissent  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de  la  force 
perturbatrice.  C’est  ce  qui  devient  évident  par  ’a  simple  inspection  des 
valeurs  des  fonctions  , ÜR' , . . . ^R*' , en  observant  qu’elles 
renferment  comme  facteurs  les  termes  qui  se  trouvent,  respectivement, 
dans  l’expression  analytique  de  iî' , /f" , . . . R^. 

Nous  allons  donner  ces  développemens  tels  que  nous  les  avons 
obtenus;  c’est-à-dire,  en  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  cinquième  à l’égard  de  la  principale  de  ces  fonctions  représentée 

Tonte  I 4* 
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par  II  , et  en  bornant  l’approxiniation  aux  quantités  du  quatrième 
ordre  rclaiiveinent  aux  trois  fonctions 

q 8 («’«')’  8 3 (a'u'p 

» 27*  V"’  2'^-27*-ïïT * 

Il  est  vrai  que  nous  pourrions  siinplilier  ces  développemens  en  sup- 
primant plusieurs  termes  qui  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible  dans 
le  résultat  final  tles  intégrations.  Mais  ce  travail  pénible  ayant  été 
exécuté  avec  toute  la  rigueur  nécessaire,  nous  croyons  utile  d’en  pu- 
blier ici  au  moins  le  résultat.  Cela  aura  d’ailleurs  l’avantage  de  mettre 
le  Ijccicur  en  état  de  saisir  d’un  coup  d’oeil,  qu’en  général  les  termes 
dus  à la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  sont  fort  petits 
parmi  ceux  d’un  ordre  un  peu  élevé  , et  qu’ils  n’acquièrent  pas  des 
coeûicicns  numériques  capables  de  les  ftire  augmenter  aussi  sensible- 
ment qu’on  aura  lieu  de  le  remarquer  à l’égard  des  termes  du  même 
ordre  provenant  des  puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice. 
Cela  posé,  voici  les  résultats  trouvés,  écrits  avec  les  abréviations  qui 
ont  été  déclarées  au  commencement  du  n."  202  : 


3 ( «'  h'  sin 

2 7 ■ a S cos 


sin 

cos 


lEv 

zEv-^emv 

iEv—c/m' 


2^’uH-ce 


2Ev  — Ci> 


2Ev  — 2c'/in> 


51^51  , 115 

4 -f-  JJ  C 4 * 


Digitized  by  Google 


sm 
cos  ' 


aZiV+sgv  7’ 


CHAPnUK  TROISIEME. 

337 

[la  57  ni 

8.m*  /15  7 nt\  t 

285 

m > 

\ 8 16’ 

T~TT 

V* 

"16 

tJ 

(15  57  m 

8.m‘  /15  7 m\  * 

285 

/I5  57 

J f*~8  T 

~ V ^ iô  ■ ~ 

\8  16 

"V»  16' 

r a 3 

3 

m \ 1 

\ i~ft‘ 

7-*-s-"-V-g— îüt) 

â — 

(h- 

"Î6 

•7)"-' 

1 ' 

® 1 - ‘ \mc‘ 

1 V io  J 

1.* 

ag-c  4 ag-*-c/ 

r 3 8 

m . 27  , / 15" . 15  ?rt  \ 

/3 

3 

tu  \-  « 

1 ï"^8- 

V»‘*‘Î6 

7)-'" 

Lp’  1 

3 . 9 1 \ 

( V»o  g 

a^'— f 4 ag-*-c/ 

v-1  f / i 3 8 /n 

O.Lv^Cnw-¥6\f  Ci  sr  — r-  — 
(2  4 c 


/9  • 3 m \ • / 3 3 m \ /3  8 w \ ;, 

^8  ~ÎC  T/®  ""Vw~D‘J  T/®  ~V8~16  TA^ 

mt  , /(38m  /O  8 m\  , /3  3 m \ »»  /3  3 m\  » 

aZ;i.+c/«i.-w  cî  Jà -*-4  --^U^ÏS  T;® -(üj-^Sî  T;-  " Vs-’-îü  T^'' 

f 21  63  m /309  U07  m \ /C3  «3  . 

,)  T"*"T' c ■*"\  10  3-2  c/‘  \8  16  e/® 

/ 21  63  . 

V6  16'  c/' 


2£’v — c'wtA-t-ci'  Cf' 


■ 21  68  m 

lEv — c'im’—cv 

et'j 

1 2 T * c 

1 /21  68  m 

[-^(s-^ïôT 

V 10  ^ 
)^‘ 

:iEv-^ic'nw 

1 

1 

11  „ 

512  ‘ 

2£’i»  — ic’nw 

e” 

( 815  . 845  * 

1 32‘*"Ï6^‘ 

32525  , 
512  * 

nEv-^-ic\> 

e> 

1 15  41  m 

33  m* 

{ 4 ' c ” 

"T"?" 

■xEv  — 3c  1» 

.» 

1 15  41  m 

33  m' 

& 

i T 4 ’ e 

“TF" 

/a  O 


/bmc  / 


43- 


Digitized  by  Google 


338 


THÉORIE  DU  MOUVtMENT  DE  I, A LUNE 


sin 

cos 


2£i>-^7gV-i-CV 

iEv — igv—cv 
%Ev  -I-  — cv 

f 

2^’u—  O.gV-i-CV 

iEv-i-c'mv-iricv 
iEv-i-c'ntv — acu 
oEv  — c'wu-t-  2CV 
•xEv  — c'nw — icv 
2Ev  + c'mv-i‘2gV 
2 E\f  -I-  dmv — a «V 
aZV  — c'nw  + 2"u 

O 

2.Ev — cnw  — ag’w 


n 


«•/ 


«y 


e-t 


t'e'  — 


le' 


t'f  — 


'V 


*'y‘ 


135 

. 45  . 

75  ^ 

72 

-4-Ï6' 

15 

/3  1 

3 1 

9 

1 \ 

3 m* 

8 ~ 

‘8  •: 

) m — 

tgt-c/ 

î ' cg 

135 

» . 45  , 

. 75  /* 

' sa 

^ •^89V 

•^ïë' 

15 

/8  1 

3 1 

3 

1 \ . 

3 wï* 

’2  •; 

)/H  + 

ig-C/ 

4 ' cg 

135 

.^45  . 

, . '5  ». 

' 39 

e M-gj  / 

15 

/3  1 

8 1 

3 

1 \ 

3 M* 

•9  • 

)/«■+ 

3*-C/ 

¥ * cg 

133 

. . 45  , 

. . 75  „ 

' 89 

e -4-nV 

•^ïe' 

15 

57  m 

8 * TO* 

15 

. lo  t 

15  . 

T"*'89'  c “ 

"8  • c»‘*"64 

‘ -*-Î6V  -iS' 

15 

57  m 

3 m* 

15 

..  15  . 

15  . 

'8  55'  c 8 • c*  ■*'6Î 

* -^16^  -îü' 

105 

1197  1 

m 189 

m* 

1845  „ 

105  . 

105 

8 

39  ■' 

7’*"T 

•■jr 

64  * 

16  / ^ 

16 

105 

. 1197  1 

M , 189 

m* 

1845 

105  . 

105 

8 

7-^T- 

64  ' 16 

16 

8 

3 m 

8 

. 97  , 

s M g 

•Si* 

ïi^ 

-Î6« 

8 

3 m 

8 

8 

. 97  . 

ï-55-7-*- 

•ei* 

16  T' 

-iê" 

U 63  « ^ „ SI  . 

8 35  • g 61  * ■“  16 


31  63  m 86H 

8 "^32’  g '“'61*  ‘ 


91  . 

-ÎSI' 


189 

-T6* 

189 
- 16‘ 


Digitized  by  Google, 


1 CHAPITRE  TROISIÈME. 


33g 


tw.  , fi 

acmp4»cpe€ 

eos 

( Si  >r  "<  I>5  ri  Si  9 l53  9 

< £ •+•  -ô' y “■  “3- « ' •• 

l 2 • 0 a 8 ' 8 

nEv  — 2c'mt>  — CP  Cf” 

i St  r n»  iiS  U 5i  a i53  i \ 

— £ * -^5,  __e 

a£p  /fc'mv 

1 ' . 
1 16  ^ ^ 

aJSt»  — 4c'ffip 

1 1599 

i 3«  ..  1»  • 

a£p  4cp 

( loS  739  m 

; 3a  94  c 

2Ev—  4CP 

e'' 

{ loS  739  . m . 

1 3a  64  e ” ' 

a£p  4-  4^ 

(9  iS  m 

} 3a  64  g 

aEp  — 4gp 

5 ^ iS  m / 

; 3a  Ï4‘g  1) 

a£i>  agi»  ■+•  acp  t^y'  ■ 

1 45  /9  , » ^2.  * i"\ 

1 16  \i6  4 ag4-c  16  g 75  c / 

a£p—  agv—  a CP 

3 a * 

er  J 

i 4S  . y 9 ' • ' 9 • i5,  I 69  i\ 

[ 16  \i6  4 16  ^ 16  c/ 

afp-t-agp-acp 

a a * 

e y ‘ 
i 

5 4S  / — 3 iS  t 69  i\ 

j 16  \ag — £ 16  ^ 16  c/ 

a£p  — agp  ->•  acp  | 

i 45  / — 3 iS  I 69  i\ 

' 16  \a^  — e ^ 16  g 16 ’e/^ 

a£V  c’nw  ♦ 3cp 

ï'c*! 

( 

j iS  41  n 

8 16  c ; 

a£p  4- c ’/np  — 3cp 

, 3< 
fe  < 
< 

iS  41  m 

>■  8 16  c 

aü»  — c'mv  4. 3cp 

î'e^! 

( 

loS  861  m 

8 16  e 

a£p — c'/Tip  — 3cp 

■'•1 

loS  861  »»i 

8 16  c 

Digitized  by  Google 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


340 

sin  „ I 

2Ev  — 2C  mv  2CV 

cos 

2Ev  — 2c’mv  — 2CV 
2Ev  — 2cmv  •*-  2gp 
aJEp  - ac'mp  - 2gv 
2EV’*-  3cW-^cp 
2Ev Sc'mv  - a> 
2Ev-  3cmv‘*‘Ci> 

\ 

2Ev  — Zc'mv  - CP 
2Ev  c'mv  2gy  cp 
2Ev-*>  cmv  — 2gv  — CP 
2Ei>  c'mv  2gv  — CP 
2Ev  *+•  c'mv  — 2gv  CP 

2Ev-c'mv’*-2gV‘*-cv 

/ 

2Ev  — c'mv  — 2gv  - CP 
a£p  - c'mv  2gv  - cp 
2jBp  — c'mp  - 2gv  cv 


i aSS 

969  m r 

" ] 

! 

8 . c 

i ^55 

969  m 

" i 

' "S" 

8 c 

r»  a 1 

i Si 

5t  m 

£ y 

! 8 

8 ‘g  ) 

/a  a 1 

1 S» 

5t  m 

£ y j 

1 8 ■** 

"8  'g 

(3  5 

i 1 

I m 

« j 

! 

3a  c 

'3  ^ 

1 1 

I m 

« j 

!“  16 

3a  c 

i 845 

4aaS  m 

C£  ^ 

1 16 

3a  c 

c£'^: 

i 845 
; 16 

4aaS  m • 
3a  c V 

C£'y’j 

i 

r 9 . * 

\ 3a  ag**-e 

e£y*  1 

< 9 , r 

1 16  ' 

^ 3a  ag-i*-c 

f a ^ 
Cfy  ^ 

i ïS  1 

r 3.  1 

1 16  ‘ 

k 8 igr-C 

r a * 

i i5  i 

f ^ ’ 

C£y  < 

î lô"^  ^ 

i,  8 ag—c 

C£  y“  1 

L ^ 1 

! 16 

^3a  ag-*-c 

C£y*  ! 

^ io5 

/189  1 

f 16 

V3a  ag^e 

I a ^ ïo5  / 63  I 

ri6 

/ a C 1 o5  ( 63  *.  I 

(r  T rg—c 


3 I 3 i\ 
i6  ^ 8 c/ 

3 I 3 i\ 

3 I 3 i\ 

16  g 8c/ 

3 I 3 i\ 
i6*i"“8'c/"‘ 

16  g 8 c/ 

63  I 63  i\ 

-7 H ■•Im 

ï6  g 8 c/ 

^ 16  i 8 c) 

63  I 63  i\ 

T6  ' i T * c j 


m 

m 


. CHAPITRE 

TROISIÈME. 

2Ev-*'Sc'm(> 

cos  J ' 

i ML' 

( - 2560 

2Ev  - Sc'rnt» 

1 22834^ 

i 2560 

2Ev*-Scv  > 

5 

c 

1 ^ 
( 8 

uEv  — 5cp  ' 

[ M ' 
1 8 

a£p  -*■  j^c'nuf  cv 

!-l  ' 

\ 

^Ev-*-  ^cmv—  cv 

ee'^j 

% 

— 1 ' 

2Ev  — mv  •*-  cv 

es'^l 

1599 

16 

2Ev  — 4c'mo  — cv 

ce"*  1 

1599 

16 

aJEp-*'  3cmp*t-2cp 

eV’j 

5 

64 

a£p  3c  mv  — 2cv 

eV’l 

5 

64 

2E0-  3cW*^  2CV 

eV’j 

4225 

64 

2Ev  — 3c  mv  — acp 

e j 

4225 

64 

# 

2Ev*>  3c'mv  2gv 

ye  1 

1 

64 

2Ev  3c'mp  — 2gv 

y « 1 

1 

64 

2Ev  — 3c'mv  2gv 

yV’l 

845 
* 64 

2Ev  — 3c'mv  — 2gv 

y 1 

845 

~U 

2Ev  — ac'mp  3cp 

eV| 

255 

8 

a^p  — ac'mp  - 3cp 

e^£"i 

255 

8 

aZp  t-  </mp  4g'p 

eY\ 

9 

64 

aJEV  •*.  c'mp  — 4^ 

,Y\ 

9 

64 

Digitized  by  Google 


342  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 


Slfl  yp  1 , • * 

-♦■  2Ev —•  C mv ’*• 

cos  ^ 

eY\ 

• §2 
64 

2£V  — cW  — 4gt» 

eY\ 

■ 63 
64 

2jEv  -4-  c’mv  -*~  4cp 

> 

f'e^i 

105 
■“  64 

a£v  -4-  c'mv  -^  4®'»  ' 

e'e^l 

105 

■§4 

%Ev’-c'mv  -4-  4w 

fe'^l 

735 

64 

2.E^t>  — cW  — 40» 

735 

64 

aJ5t>  -4-  4gt;  -4-  cv 

ey^\ 

105 

1S8 

OkEv  f 4gv  — ct> 

ey'*{ 

^ 105 
128 

2jG^>  — 4^  -4-  w 

eY\ 

105 

Ï28 

2£i>  — 4gp  — cv 

ey'*  j 

105 

128 

2Ev  -4-  2gp  -f  3cp 

eVi 

105 

32 

2£v  -h  2gp  — Zcv 

eVl 

105 

32 

2£Î>  — 2gt»  -4-  3ci> 

eVj 

105 

■“I2 

2JSt>  — 2gt>  — 3«> 

eV| 

105 

-W 

— acW  cy  ee'*y*  | — 

2 JSp  — 2cW  2gV  — CÇ  €«'*7*  I — ^ 

2£t>  — 2c'mp  — 2gv  <v  efi“7*  | ^ 

fiEv—fLc'nw-^ngy-^cv  ee“/*  | — 

^Ef>  c'mv  2gv.-»“  acp  eVy*  | — ^ 
2£V -4-  c W — 2gp  — 2CP  £e*y*  [ ““  ^ 


CHAHTBB  TROIBliME. 


343 


« P 
00s 

c'm» 

- 

2gV 

— 

ICP 

; a a ( 

ce  / j 

32 

»Et> 

c'mv 

— 

^gv 

-*• 

acp 

f a a i 

cey  { 

1.  45  • 

32 

a£l<— 

c'nw 

igv 

acp 

cey  { 

315 

32 

aS>  — 

dmv 

— 

2gV 

2CP 

cey  { 

315 

32 

a£«  — 

c'mv 

ngv 

_ 

acp 

ccy  1 

315 
< 32 

üEt>  — 

c'mv 

— 

agP 

2CP 

ce/  j 

315. 
32  ’ 

» 

''  'I 

li/  CO#  ' ' 

Ev 

i 3 21  » 3 

I 8 -Î6«  î* 

ày' 

Ev  c'mv 

*'6’ 

àr 

Ev  — c'mp 

t'6’ 

1 

ày^ 

Ev  cv 

c6* 

T6*r7~6i^  - 

] 5 ra  I ^ a 

T*  -^-r^y 

Ev  — cv 

e6* 

( i5  3 m 73  a 

( 16  8 c §4^ 

1 s /a  1 3 a 

T*  •^315' 

Ev  2c'mv  e”6* 

) 33 

( 64 

EÀ>  ■ — nc'mv 

( 159 

i 64 

Ev  -f  3LCV 

eV 

i 45  69  m 

1 3a  ” 64  " c 

Ev  — acp 

e“6’ 

5 

^ 3a  6^  c 

Ev  agp 

/6* 

J i5  3 ro 

2 64  " 64  ■ g 

£p  — agp 

y*6* 

( iS  3 m 

Digitized  by  Google 


THÉORIE  DU  HOUVElfENT  DE  L\  LUNE. 


rp  f 

CmV  — CP 

COS 

ef'6’  1 

[ _lâ_ 
1 16 

64* 

25  ^ 15 

32  * 32  ' 

Ev  c'mv  cv 

i _ 15 
1 16  ' 

, 

Ev  — c'mp  a> 

Cï'A*  I 
< 

î 

9 m 

4*^  ' 

Ev  — c'mp  — CP . 

( 

i_45_ 
î *6 

2 m 

4"ê^ 

Em  3c'mp 

j 

; S3 

! 3S 

E»  — 3c'mp 

j 

77 

16 

Ev  3cp 

cV| 

105 

64 

Ev  — 3 CP 

Ev  2gv  f CP 

cyVj 

45 

64 

Ev  -*•  2gv  — CP 

eyVj 

45 

64 

Ev  — agp  -4-  CP 

45 

64 

S 

1 

1 

eyVj 

_ 45 
64 

Ev  ac'mp  cp 

cc'*6*  1 

165 

128 

Ev  ac'mp  — cp 

cc"6‘j 

165 

128 

Ev  — ac'mp  -t-  cv 

795 

128 

Ev  — ac'mp  — cp 

cc'Vf 

795 

12'8 

c'mp  -*•  acp 

e'e’è'j 

45 

32 

Ev  ■H-  c'mp  — acp 

15 

32 

Ev  — c'mp  acp 

1 

135 

32 

Ev  — c'mp  — acp 

135 

32 

Ev  c'mv  agv 

15 

64 

Ev  -*•  c'mp  — 3gp  - 

15 

64 

Digitized  by  Google 


stn  „ 

Eif 


i ‘ î CHAPITRE  TROISIÈME.  I 

^89 


345 


'Wi  II 


-VVj 


— cmv 
Ei>  — c*mv  — 

Ev 

* /l" ' O ^ 


45 

G4 

c'mp  — a^  CP  es’y^b^  i ^ Üî  * 


fin 

cox 


Tome  I. 


SEt> 

*1 

15  . 105  ï 15,'i  15  2 

T 16  ® 4 ' 3^' 

3Ev  -*•  c'mv 

• 

_ IS  105  2 . 75 . 15  ^2 

8 16  ® 3i  3H^ 

3Ev  — c'mv 

75^  585  2 165,'» 

T 16  ® ~ 4 ' ' 

„”y2 

38' 

3Ev  •*■  cv 

et*  ^ 

16  8 c 64 

aa5  11  7$ 

"8“‘ 

1 

CO 

et*  1 

75  45  m 375  1 

16  8 c 64  ® 

aa5  ,1  75 

8 ^ *3^ 

3Ev  -*•  ac'mv 

f'*t*J 

15 

64 

3Ev  — 2c'mv 

t’*t*j 

1905 

64 

3Ev  -t-  0.CV 

e*t*| 

aaS  io35  m 

3a  64  c 

3Ev  — icv 

e*t*^ 

aa5  io3S  m 

3a  64  c 

3Ev  -*-  2gv 

V 

y*t*| 

75  45  m 

64  64  ■« 

3Ev  — 2gv 

1 

r*t'J 

75  45  m 

64  64  g 

1 

3Ev  ■*•  c'mv  -4- 

CP 

et't*  j 

75  i5  m 

16  4 c 

3Ev  ■*•  c'mv  — 

CP 

ef't*  1 

75  i5  m 

16  **”  4 c 

SEv  — c'mv 

CP 

ef'6’  1 

375  75  m 

^ -c  i-  •- 

10  a c 

3Ev  — c'mv  — 

r 

CP 

et't*  1 

375  75  m 

16  ” a c 

44 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DU  MOm'EMENTiDE.IA  LUNE. 


sin 

cos 


sin 

cos 


3£v  — ' Sc'mtJ  , 

f'^6’ } 

„ 2445 
32 

3Ev  3ci> 

cVj 

— 5*5 
64 

3Ev  3c(>  , 

eV{ 

525 

64 

3Ev  3gv  cy 

cyVj 

225 
. t 64 

3Ev  ngf>  — CP 

c/i’  j 

225 

64 

3Ei>  — 2gf>  -t-  CP 

ey’6*  1 

225 

64 

3£p  — 2gp  — CP  ■ 

e/6*  j 

225 

64 

3Et>  aeZ/Tip  CP 

en^\ 

75 

128 

3jEp  * 2c'/np  — CP 

Cï'Vj 

75 

128 

\ 

3Ei>  — ac'mv  cp 

ec'Vj 

9525 

128 

3Ef  — 2c'mp  — CP 

C£'V| 

9525 

128 

3£p  c'rrw  acp 

t'eVj 

225 

32 

3£p  cW  — 2CP 

î'eVj 

225  ' 
32 

3£p  — c'mp  -t-  2CP 

£'e’6*j 

1125 

32 

3£p  — c'mp  — 2CP 

1125 
32  , 

3£p  c'mp  2gp 

3Ey  crriv  — 2gp 

£'y’6“  j 

75 

64 

£'7’6’| 

75  ■ 
64 

3£p  — cnw  -*-  2£P 

ç’7’6’  { 

375 
64  <, 

3£p  — c'mp  — 2gv  t'y^b*  j 

375  . 
64  ’ 

' 3 » 3 (a'uV 

— q ss- — 

Ei>  '> 

. . J 

i~i/s  / 

(p  - 

Vvj 

VI 

-p')  = 

3 

4 

Ev  -2gv 

7V  j 

'•  3 
8 

£p  — 2gp'  — 

rVj 

1 - 

Digitized  by  Google 


SUl 

cos 


Eu 

Eu 

Eu 

Eu 

Eu 

Eu 

M 

i O 

‘ 

Eu 

Eu 

Eu- 

Eu  ■ 
Eu 


I >'.ICHAPITRE  TROI8EÈ2HE..ti  :i 

S V ''f. 

agi-  ^ 

2gv  — 'ç^  I ' '^ey%^  J — i* 


— eu 


iigu  ■+•  eu 

<■  <1  î t ! \ 


v;  > 3 — 15  '■ 


2gu  — cif  ' ey’6*  \ — ^ 

«w 

“7*  '.•-■«VV'ji— '2' 

cnn^ ,-fr  agp  • \ f / 6 j • g 
c'mp  — 2g'p  ''  -dy%^  I i.  g :■ 

e'mu  -t-  agp  ( ' «' 

/ "J"  *>  !i  ‘ ^ 

emu  — 2gu  ç y b I I 


emu  — eu 


..  :.  3 . 

Û J '. 

dmu  — 2gu-*-  eu  edy%^  1 ~ ff  j 

t ■'  .: 

(ap  — 2p')  = 


cos 


sin 

cos 


2Eu 

h^\ 

5 

8,. 

2Eu  -*~ 

eu 

•*  . 

i.ç- 

8‘ 

2Eu  — 

eu 

• \ 

15 

8 

aÆp 

dmu 

35 

16 

a£p  — 

dmu 

db^  i - 

15 

16 

K ' 


047 


DIgitized  by  Google 


348 


THÉORIE  OTT'l  MOUVEMENT  DE  LA,  LUNE. 


COS  Oc 


A I?  » 

cos  ^ > 

35 

lt> 

*•«•> *.. 

4ÆV'-»— Cf»' 

A . 

w* 

V'<t  — .**. 

4£V  XV 

* i ) 

105 
1«  — 

■ •■  - — . 

^Ev  -^^c'mv  . ^ eb^  j — 

4.Î5 
SS  — 

V‘  . — 

^Ev . — c'mv  t'b‘^ } 

l » • 

105  . 
3^ 

*1  ' c — 

t 

i 

SUN  J — ; \ 

■ i 

*5^*16* 

3 3 f3 

■ lec 

16*  8^  * 

a» 

- 2 «'S 

8®5-'Î3‘'^ 

^ â e*V* 

16^*8®^ 

cVrtp 

^'i 

.*.3/ 

.... 

2Cl» 

i â H-  3 p“  * £ r'* 

t i'  4*  ,4  ^ 

_3  3 

-.-  , .w, 

\ 

2gV 

/I 

3 ^ 9 ^ 13 

# 8®  16* 

... 

_ _ J*  \ 

acmv 

£'*j 

i £ ^ £ e*  ^ Z f " 

! 4 4 ® 4 * 

—y 

16  ' 

cv  -H  cmp 

«'! 

< 

i_2_i.'"_9  3 81  ,»  " 

1 4 a c 8®  3a 

*.'  \ 

cv  — c mt» 

ex'  1 

j 9 3 m 9 1 81  , a 

1 4‘^a’  c 8*  3a^ 

\ 

3ct» 

; 5 i ' 

1 4 

3cmt» 

53 

16 

2gv  a»  • 

«7*1 

1 _ 3 __  «1  .3  9 .3 

! 4 IG®  8* 

— CP 

a ( 

ey  j 

i _ 3 _ 81  » _ 9 J3 

! 4 16  ® 8 * 

3 3 

r » 3 f 

-Hcmpxy  j 

_ 1 

1 9 3 m 

- 7 •*•  —r  • — 

' 16  16  £ 

• , 

- . 

2^1’  — 

1 9 3 m 

1 j6  16  g 

Digitized  by  Google 


; CHAPITRE  TROISIEME.. 


COS  cv  — ^cmv 


,j  C a7  Q m a?  a ai 


CP 


acW 


C£ 


■ 8 
8 


<a  c 


5 _>  ?Z-  ' 9 . ” _ e*  — c'* 


a c 


i6 

i6 


ai  _n 
8 


, -*■  r a V 9 45  W» 

ticu^cmo  ce  J - ^ - 


- - N - 


2CP  — crm> 

. . - I 

4c'mp 

4CP  ' 

- 

2gV  -4-  2CP 
2gV  — 2CP 

CV  -4-  Zc'mv 
CV  — Scmv 


» 3 s 

^9  _ 

ce  ^ 

h 

4 - . 

"77  . 

> € 1 

.16  < 

15  , 

« r 

16  ! 

15  / 

‘'y  l. 

128 

\ 

a a < 

15  ' 

e 7 j 

16 

t 7 1 

15 

16 

159 

32 


«"1 


1 

(3  3\ 

a?  ' 

9 

m 

2gV 

acmp 

C 7 ^ 

3a 

16 

ë 

f 

/3  a t 

*7  . 

9 

m 

2gP  >- 

acmt^ 

r 1 

3a  - , 

16 

g 

t 

3 ia\ 

a? 

i35 

m 

acp 

2c/np 

e C < 

T-*" 

16 

c 

/ 

i *7 

i35 

m 

2CP  — 

acmp 

e c < 

r 8 

16 

c 

CP  - 2gv  — c'mv  ecy*  | -—  § 

CP  - agv  t-  cmv  cc'y*  | | 

f n a ( £7 

CP  — 2gP>4‘2CmPeC  7 I — 

3cp  — agp  • «V  j — i 


349 


Digitized  by  Google 


35o 


THÉORIE  DO  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


COS 


CP 

CP 

c'mv 

ac'mp 

35P 

acp 

CP  -t-  c'/np 

CP  — c’mv 
3 c'mv 
3cp 

agp  CP 

agp  — CP 

agp  -*■  c'mv 
agp  — c'mv 
acp  -4-  cW 
acp  — c'mp 
cp  ac'mp 
cp  — acW 


âü  - 

a" 

c'! 


_ 9 eV*  ^ _ 45  e'“  - Â 


16 


ï y 


15  > 


87 

4„,t. 


_'■  ? J.  81  _ 9 ,>  9 

8 16  8 ® Bf 

_ «Z_l  «I  *1.'* 

' 4 4 J * *“  * 


/I 

es'\ 

t S 
ef  l 


15  > 87  >> 


16  ' 

â.y* 
8 ^ 

5 y* 
8 ^ 


»7  9 /n  27  1 243  ,2 

4 2 c 8 22 

37  ’9\™  ^ i'  ^ U 

4 aç"*"8*  32^ 

159 

16 

15 

4 

9 

4 

? 

4 


1 a ' 

€y  . 
( 

5_  îz_ 

r 16 

9. 

16 

m 

’J 

t a ^ 

t 16 

± 

16 

m 

cv: 

( 

i_  ÎZ  ' 

«35 

m 

î 4 . 

16 

c 

'■'i 

i_  zz  * 

' 4 

i35 

16 

m 

c 

"1 

i 8i~ 
! 8 

zz . 

a 

m 

c 

"1 

81 

zz. 

m 

8 

2 

c 

Digitized  by  Google 


. !/  • i ; CHAPITRE  TROISIÈME. 

« 

c6s  Ac'mv  ■ ■ - ■ • e'**  { 

— ■ — • ^ - 1 ' --16  V 


4CP 

V 

.:,4| 

45 

IQ 

i‘  ■■  a 

! 8 

-+-  2CP  ~ 

>VÎ 

45  , 
16 

agv  — 2CP 

a a ( 

ey  1 

45 

16 

cv  3cW 

477 

32 

— 3c'mp 

477 

32 

t-  ac'mt» 

€ y j 

81 

32 

2g(;  — 2,c'mv 

ta  a ( 

e y j 

oolco 

I 

2CP  2c'mv 

ee  1 

81 

T 

2CP  — ac'mp 

81 
“ T 

3cp  c'mu 

45  • 
8 

Scv  — c'mv 

.Vj 

45 

8 

2gv  -+.  ci>  c'nw  ec'y*  | 

27 

8 4 

agp  — CP  -4-  c'mp  ec'y*  | 

27 
8 . 

2gp  — CP  — c'mp  ec'y*  1 

27 
8 . 

2gp  CP  — c'mp  ec'y*  | 

27 
8 . 

■ ■•! 


35i 


OP 

*1 

i2cV3eW45,'4 

CP 

c'mp 

• 

2c'mp 

.“j 

Digitized  by  Google 


352 


théorie  du  mouvement  de  la  lune. 


cos  ci>  cmv 

0 m 37  a 

Q—  Z. Lç  — 

^ a c 4 

cv  — c'mv 

e.'j 

' O m 17  a 

— Q — 

' y 2 c 4 

0.CV 

15  . 15  > . 45  M_  15  » 
T A ‘ A ‘ A> 

o.gv 

/I 

3 ^ 22-»^  2 *'*_  3 y» 
2^4®  4*  4' 

ic'mv 

159 

16 

icv 

15 

a 

4 

c\f  o.cmv 

«'1 

27 

2 

cv  — 2c'mv 

27 

! 2 

ùcv  c'mv 

1 a 1 

ïe  j 

45 

4 

2CV  — c'mv 

-1 

i 45 

! 4 

2gv  c'mv 

*V*! 

i 9 

' 4 

2gv  — c'mv 

*y| 

1 2 

! 4 

2gv  cv 

e/| 

l-T 

2gv  — cv 

cy’l 

15 
~ 4 

2gV  — 2CV 

a a ( 

ey  j 

45  , 
8 

2gV  2CV 

ej  j 

45 

8 

2CV  — 2c'mv 

eV{ 

135 

8 

2CV  2c'mv 

eVj 

135 

8 

2gv  — 2c'mv 

.'VI 

27 

8 

2gv  -t-  2c'mv 

.V! 

27 

T 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIEME. 


353- 


^c'mv 

‘1 

S81 

16 

4<v 

105 

16 

V' 

/! 

9 

16 

cv-t-3cVnv 

-1' 

159 

— r 

cv  — ic'mv 

159 

8 

icv-^-cmv 

.Vj. 

45 
“ T 

3cv — c'niv  • 

-1 

■ 45 
4 

2gv-^-cv  ■+■  c'irw 

> >’|  45 

2gv-*-cv — dtnv 

. >1  45 

«f/ 

/ 

/ai 

45 

agi'— w -h  c mi' 

ei  / 1 

“T 

agv— Ci'— cmi' 

Ci  /'  j 

45 
8 • 

206.  Pour  faciliter  le  calcul  des  termes  donnés  par  la  fonction  R' 
nous  ajouterons  ici  les  trois  développeraens  suivans  , exact»  jusqu’aux 
quantités  du  quatrième  ordre  inclusivement  : 

„ r 18  /3  „m>\  , 8 15.  15  , 89  „ 8 9 15  1»,.  .8.,> 

r*  • ri  A 9*^8  S /a 

2Ev-^cmv  ' j- î-î«7î67 -<-82‘ 

r > , l Î1  « . SI  • . 869-  » 

2E^-cnw  «'j 

1 9 o/»  /9  8 15  m-Y  U. 

I 9 o»n  /tK  8ni\,  /4S  15m\,i 

î-3t-(8  + ü t)«  +(t-^T’T>‘ 


2Ev-^-CV 


2Ev  — CV 
Tome  /. 


Digitized  by  Google 


356 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


2Ev  2gV  — 2CV  ' 

a A ( 
\ 

2Ev  — 2^>  2CV 

ey  1 

2Ev  cmv  Zcv  ' 

» “ * . 
nEv  c'mv  — 3cv 

•Ve’j 

2Ev  — c'mp  |4-  3ct> 

3 J 
£C.j. 

2Ev  — cmv  — 3cv 

r 3 ( 

-ce  j 

2Ev  — 2CmP  4-  2CP 

a a ( 

é e 1 

2S>  — 2c'nu>  — 2Ct> 

f'V|- 

2£p  2crrw  2gv 

12  a i 

£ y j 

2Ev  — 2c'mt>  — 2^y 

f2  a ( 

f r i 

2É>  -t-  3cm(^  H-  CP 

f3( 
C£  1 

f "**  — 

2jEp  Zcmv  CP 

2jEp  — Zcmv  CP 

2£p  — Zc'rrw  — cv 

e/j. 

2Ev  c'mv  -t-  2g^p  CP 

«'/i 

2Ev  c'mv  — 2gp  CP 

C£  y“  j 

2£i>  cmp  2gv  — CP 

e^yj 

2£!p  -*•  c'mv  — 2^p  CP 

e£'/j 

2Ev  — c'mv  -f-  2^p  CP 

«y|- 

2Ev  — c'mv  — 2gv  — CP 

«y|- 

2Ev  — c'mv  -H  2^p  — cv 

e£y|- 

2Ev  — c'mv  — 2gv  •+•  cv 

ee'y^l- 

àâ 

45 

» % 

15 

16 

15  - 

16 

105 

16 

105 

16 

153 

8 

I. 53 
8 

153 

32 

ÎM 

32 

64 

64 

‘2.535 

64 

2535 
" 64  - 

J. 

‘ 16- 

( 

, 16  , 

16 

‘ 9L  ' 

16 

■ 16 

63  * 
16 

63 

16 

63  . 
16  ’ 


[ CHAPITRE  TROISIÈME. 


• 1^*9 

(^ycosiv 

-v')  = 

cos  Ev'  ' 

8 4® 

Ev  c'mv 

2 ^ 2.» 
8 4® 

Ev  — c'mv 

.VI 

87 

8 

Ev  -t-  cv 

c6“^  — 

2.^9. 

48c 

Ev  — cv 

eb*  1 — 

2_9.™ 

48c 

Ev  2c'mv 

t' V 1 

99 

6-4 

Ev  — ac'nu’ 

477 

64 

Ev  acv 

eVj 

45 

16 

Ev  — 2CV 

eV| 

46 

16 

Ev  2gv 

9 

16. 

Ev  — 2gv 

yV{ 

9 

16 

Ev  -*•  c'mv  — 

• cv  e.V  1 — 

9 

4 

Ev  -t-  c'mv  C9  ee'6’  | | 

Ev  — c'mv  cv  ei'b*  | — ^ 

Ev  — c'niv  — cv  et'b'  | — ^ ; 

T - 3»'')  = 


COS  3Ev 

15 

8 

3Ev  c'mv 

*V|- 

15 

8 

3Ev  — c'mv 

75 

8 

357 


Digitized  by  Google 


348 


ttn 

CGS 


THÉORIE  mr’l  MOUVEISENT  læ  LA  LUNE. 

4^*'  ;■■’>  fl 

cp''V  j — ^- 

4&-t.cW 


'f  > 
V»o 


‘j'C  — sa 


! 

) 

K")‘“ 

Oi- 

C»' 

H 

_3_3«>_8 
e 4®  4 

U 9 ,4_9  v*_13  '4  3 4^3,i  ï 

* . I6  * 8*5  Ï5  *'^ï«î"*^8*>^ 

c'mç 

^'i 

2 8* 

®7  f»  3 a 

*!i*  . 

acp 

2gV 

a 1 

e I 

/I 

1 2'  4 ® 

i 

8 8* 

*n*'‘-à)'’ 

2c'mu 

^'*1 

i a H-  9 e’ 

1 4 4* 

CP  cmp 

«'1 

< 

j 0 3 OT  9 1 8 1 ,j 

! 4 a e 

: 8^  3a 

CP  — c*mv 

ee*  1 

. ’ > .fc 

1 9 3ïn  9*  8i#a 

1 4 a c 

8 ‘ 3a 

3cp 

, 5 ' ■ 

4 

I 

3cmp 

53 

16 

2fTU  CP  * 

O 

ey\ 

_ 3 _ 21, 
4 16* 

>_  9f'»^  3 a 
8 8' 

2gt>  — CP 

e/] 

' _ 3 _il  »_9  ja  3 > 

1 4 16*  8*  8' 

-»-c/npf  y ^ 

m 

g 

2 "P  — c'mv  t'y*! 

i 5-  — A 

\ i6  i6 

m 

S ■ 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIEME. 


COS  cv  — ac  mp 
ce  2c'me 
ace  cme 

f 

2€tf  — c/rw 


„ c 37  g “7  > _ H 

î-  ^ a c lo  8 

„ J 37  9 . ™ _ ?7 

T"  I £ i6®  8 ' 


- 2 

<'  4 * . *6  £ 

VM  ^ 

' * » 16  ■ • 

eM-  ■ 

*1  16  ^ 

, .y4  l .15.  / . 

- / t 128 


agp  -•-  acp 

eVj 

15  ^ 

16 

âge  — acp 

eVj 

15  ^ 

16 

CP  -•-  Sc'njp 

1.59 

32 

CP  — Sc'nip 

«’M 

159  ! 
32 

agp  ac'mp 

fl  a^ 

« r j 

' 9. 

3a  i6 

m 

g 

agp  — ac'mp 

ra  a ^ 

/ r j 

ÎZ_.  iL 
3a  i6 

m 

'g 

acp  ac’mp 

a 

c € < 
< 

37  i35 

T ■*■'76' 

m 

c 

acp  — ac'mp 

l 37  1 35 

1 T"  16 

m 

c 

/ r A ( 9 

(V  - agp  — c mp  eey  j — | _ 
CP  - agv  c mp  ee  7 j — g 

r f)  Si  £7 

cp-agp-^2cmp«  7 { ””  ï6 

3cp  — agp  « y I ■“  î6  ’ 


Digitized  by  Coogle 


THÉORIE  DD  MOÜVESIENT  DE  LA  LUNE, 
"ïï»—  = 


cos  cv 


cv 

. 

* M * 27 

c'mv 

2c'mv 

>•9 

2 

87 
‘ 4 

2gV 

"3 

8 

2CV 

■ '9 

2 

CV  c'nw 

ÎZ. 
. ,4 

a c 8 ® 3a  ^ 

cv  — c'mv 

•VJ 

'T' 

_12'.™^?7  a^à43  „ 
a C 8 ^ 3a  ^ 

3c'mv 

159 

16 

1 

3cv 

15 

4 

2gv  cv 

9 

4 

2gv  — cv 

e/j 

■9 

4 

' ‘ 

2gv  c'mv 

i6  i6  'g 

2gv  — c'mv 

act»  H-  c'nw 
2C0  — c'nw 
cv  f ic'mv 
cv  — ac'mo 


ï'c*  5 — =»7  * »35  w 

f 4 i6  ■ c 


«f 


?7  ^l35 

m 

4 i6 

c 

27  . 

m 

8 a 

c 

8i  VJ 

m 

T“  T‘ 

c 

Digitized  by  Google 


CBAPmtE  TROISIEME. 


3Si 


. ‘ t 


côs  4c’/n^ 

_ m 

-le 

40» 

45 

4gK 

,.y4| 

‘ 3 
8 

2^0  2CP  “ 

*V{ 

45  , 
“ Ï6’ 

— 2Ci> 

ey\ 

45 

Ï6 

ci>  Sc'nw 

477 

3S 

cv  — icmv 

477 

3« 

2gv  ac'mp 

a ( 

* y 1 

SI 

3» 

2g(>  — ac'wip 

£ y { 

81 

32 

2CP  ■+•  ac’fm» 

e£  1 

81 

8 

2CP  — 2c'mi> 

81 

8 

3c(>  -1-  c'mp 

45 

8 

3o>  — c'/7lP 

-f 

45 

8 

2gi) .+.  O)  -H  ety’  J 

87 

T . 

2gp  — a>  c'mv  et'y^  j 

87 

8 

2gv  — a>  — c'mv  ee'y‘  | 

87 
8 . 

iigv  cv  — c'mv  et'/ 1 

87 

T 

3 (a/uy 


ov 

>1 

i i-^3eV|£'*.i/-3,V. 

i2e-*w-9eV‘+iî,'4 
16<^  * ïë' 

CP 

«{ 

- 6-|e*-9.V^*|/ 

cmtf 

^'1 

2c*mt> 

D'igitized  by  Google 


35a 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


CO  c'mo 

ee  1 

f)  m 27  2 

— Q ^ Le  — 

^ 2 c 4 

8 1 fl  Q » 

CO  — c'mo 

, ‘ 9 m 27  2 

— Q-f-^ — 

> ^ 2 e 4 

8l  )i  9 a 

T* 

2C0 

15  . 15  . 45  _ 15 

T T*  4*  4 ' 

ngo 

/I 

3 ^ 3 s'*—  3 V* 

2 ^4*4^4' 

3c  mo 

159 

16 

3co 

15 

* 

CO  -*•  2c'mo 

27 

2 

CO  — 2c'mo 

«7 

! 2 

2C0  c'mo 

e'e'î 

45 

4 

2C0  — c'mo 

.'e>| 

1 ¥ 

2go  c'mo 

i 9 

! 4 

2go  — c'mo 

*'/l 

i ? 

1 4 

2g0  CO 

l-¥ 

2g0  — CO 

«r‘i 

15 
” 4 

2g0  — 2C0 

er  1 

45  , ' 

8 

2g0  2C0 

eVj 

45 

8 

2C0  — 2c'mo 

eV'{ 

135 

8 

2C0  -*•  2c'mo 

C6  1 

135 

8 

2go  — 2c'mo 

.'VI 

27 

8 

2go  •*-  ac'ffip 

*Vi 

27 

T 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIEME. 


353- 


^c'mv 

‘1 

331 

16 

4<v 

103 

16 

4gv 

7*1 

9 

Ï3 

cf-t- 3c'//io 

139 

8 

cv  — 3c'mv 

139 

8 

3w-hc'mv 

.V{ 

. 43 
4 

3cv — c'mv  • 

43 
~ 4 

ei'v’ } 

45 
”•  T 

3gi>-hcv — c/mv 

tt'Ÿ  [ 

45 

— ■s: 

f 

45 

2gif — 

eit  j 

~ T 

t 

43 

2gy— cv— cmv> 

«7  j 

8 ' 

î56.  Pour  faciliter  le  calcul  des  termes  donnés  par  la  fonction  R' 
nous  ajouterons  ici  les  trois  développemeus  suivans  f exact»  jusqu’aux 
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307.  On  peut  actuellement  entreprendre  l'intégration  des  équations 
différentielles  en  procédant  par  une  suite  d’approximadoiis  successives. 
C'est  ici  que  commence  la  partie  la  plus  utile  de  notre  théorie.  Ce  qui 
précède  n’est  en  quelque  sorte  que  la  matière  première  d'un  travail 
qui  reste  à faire  entièrement  Le  raisonnement  seul , sans  être  accom- 
pagné de  l'exécution , ne  donnerait  que  des  idées  fort  imparfaites  sur 
la  distance  réelle  qu'il  y a entre  les  équations  différentielles  et  le 
résultat  explicite  qu'elles  peuvent  fournir  avec  un  degré  d’approxima- 
tion indéfini.  Mais , même  en  demeurant  loin  de  l’état  idéal  de  la  per- 
fection , il  est  nécessaire  de  s’engager  dans  des  calculs  d’une  longueur 
effrayante , si  l’on  veut  atteindre  la  limite  des  quantités  sensibles  à 
l'observation.  Et  après  avoir  atteint  ce  but,  on  remarque  que  la  sim- 
plicité des  résultats  définitif^  forme  un  contraste  frappant  avec  la 
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complication  des  calculs  intérmédiaires  qu’il  a fallu  exécuter  pour  les 
obtenir.  Il  est  vrai  que,  par  fois,  cette  complication  tient  à l’imper- 
fection de  la  méthode  que  l’on  a suivie.  Mais  , sans  contester 
l’existence  future  d’une  méthode  beaucoup  plus  expéditive  , nous 
nous  bornerons  à présenter  celle  que  nous  avons  jugée  la  plus 
sûre  dans  l’état  actuel  de  l’analyse , pour  conserver  à la  solution  du 
problème  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Nous  avons  aussi  satisfait  à la  condition  principale  que  l'on  est 
en  droit  d’exiger  dans  toute  méthode  d’approximation  ; savoir  , de 
n’ètre  jamais  absolument  bornée  et  de  préparer  les  moyens  propres 
à franchir  le  pas  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on  s’est  arrêté. 
L’examen  de  nos  résultats  intermédiaires  fera  voir  que,  sous  ce  dernier 
rapport  , ils  ont  une  utilité  assez  importante  pour  justifier  le  parti 
que  nous  avons  pris  de  les  publier  avec  un  détail,  qui,  au  premier 
coup  d’oeil , pourrait  paraître  fastidieux. 

L’action  du  Soleil,  celle  des  Planètes,  et  la  figure  elliptique  de  la 
Terre  et  de  la  Lune  sont  les  seules  forces  productrices  des  inégalités 
observées  jusqu’ici  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la 
Lune.  Nos  équations  différentielles  renferment  toutes  les  fonctions 
qu’il  faut  développer  pour  tirer  de  ces  différentes  sources  les  pertur- 
bations sensibles,  et  la  véritable  explication  de  celles  qui  demeurent 
insensibles  par  la  nature  des  coefficiens  qui  les  multiplient.  Mais  il 
faut  convenir  que  l’exacte  analyse  de  toutes  les  conséquences  qui  y 
sont  implicitement  renfermées  est  sujette  à des  difficultés  d’un  genre 
singulier , auquel  on  n’est  pas  habitué  dans  le  cours  ordinaire  des 
autres  applications  de  l’analyse  mathématique  aux  questions  de  haute 
géométrie  et  de  mécanique.  D’après  cette  réflexion,  il  n’est  pas  sur- 
prenant, si  plusieurs  vérités  que  l’on  pouvait  dériver  de  ces  équations 
différentielles  ont  échappé  aux  premières  recherches  des  plus  grands 
géomètres.  On  doit  même  applaudir  aux  vains  efforts  qu’ils  ont  fait , 
en  considérant  que  ces  travaux  ont  préparé  et  hâté  des  découvertes 
utiles.  Heureusement  les  pas  rétrogrades  ont  été  évités.  Un  seul 
moment  on  douta,  si  l’attraction  Newtonienne  pouvait,  seule,  expliquer 
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le  moaTement  du  périgée  : mais  cette  innovation  dangereuse  fut 
dissipée , dés  sa  naissance , par  celui-méme  qui  l’avait  proposée.  Et 
Clairaut  en  fortifiant  ainsi  la  loi  de  Newton  a montré  le  premier  la 
nécessité  d’analyser  avec  soin  les  termes  provenans  dn  carré  de  la 
force  perturbatrice.  L’accélération  observée  dans  le  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune  a égaré  plus  long-tems  les  géomètres  ; mais  enfin 
elle  fut  expliquée  à l’aide  du  principe  de  la  gravitation  universelle. 

Nous  ne  connaissons  pas  d’antres  causes  capables  d’influer  d’une 
manière  sensible  sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Et  c’est  uniquement 
pour  offrir  un  exemple  de  la  généralité  de  nos  formules  qu’il  a été 
question  dans  le  n.°  aaS  de  l’efiet  indirect  produit  par  la  résistance 
d’une  matière  éthérée.  Le  calcul  de  l’effet  direct  exigerait  à la  vérité 
de  reprendre,  sous  ce  point  de  vue , la  considération  des  équations 
différentielles  primitives  du  second  ordre.  Mais  nous  jugeons  inutile 
une  telle  extension,  puisque  rien  n’établit  jusqu’à  présent  la  possibilité 
d’une  matière  éthérée  susceptible  d’altérer  le  mouvement  du  globe 
de  la  Lune.  En  conséquence  nous  bornerons  ici  l’exposition  pumment 
théorique  de  tout  ce  qui  concerne  la  formation  des  équations  diffé- 
rentielles, et  nous  dirigerons  dans  le  Volume  suivant  toutes  nos  re- 
cherches vers  leur  intégration,  de  manière  à pouvoir  obtenir  les  trois 
coordonnées  exactes  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre,  inclusi- 
vement. 

Dans  le  troisième  Volume  nous  pousserons  plus  loin  le  dévelop- 
pement des  coefiieiens  , qui,  eù  égard  à la  lenteur  de  la  convergence 
des  séries  par  lesquelles  ils  sont  exprimés  , exigent  la  considération 
des  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième. 

Maintenant , nous  supposerons  connue  l’expression  analytique  des 
inégalités  Lunaires  dues  à l’action  du  Soleil;  et  en  parlant  de  cette 
donnée  fondamentale , nous  exposerons  dans  le  Chapitre  suivant  les 
différentes  recherches  qui  s’y  rattachent.  De  cette  manière,  ce  Volume 
renfermera  tous  les  principaux  résultats  de  la  Théorie  de  la  Lune  , 
et  ou  n’aura  besoin  de  recourir  aux  deux  autres  que  pour  y étudier 
l’effrayant  enchaînement  qui  existe  entre  les  équations  différentielles 
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et  les  résullals  explicites  que  nous  en  avons  tiré.  Ou  demeurera 
ainsi  convaincu  qu’il  n’y  a presque  point  de  comparaison  entre  la 
difficulté  et  la  longueur  du  calcul  qu’exige  le  développement  des 
inégalités  Lunaires  dues  à l’action  du  Soleil  , et  tout  ce  qui  tient 
au  développement  des  autres  causes  perturbatrices-  D’après  cette 
réflexion,  nous  avons  regardé  le  Chapitre  suivant  comme  un  simple 
complément  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  nous  l’avons  en  quelque 
sorte  isolé  par  son  titre  des  autres  Chapitres  , afin  de  mieux  faire 
sentir  qu’il  tient  à cette  Théorie  sans  en  constituer  la  partie  domi- 
nante. C’est  ainsi  que  le  point  conjugué  d’une  courbe  lui  appartient 
intimement,  sans  être  une  partie  essentielle  dans  la  direction  de  son 
cours.  Le  Titre  des  paragraphes  donne  une  idée  des  sujets  que 
nous  avons  traité  dans  le  Chapitre  Complémentaire,  et  chacun  d’eux 
est  précédé  d’une  courte  introduction , propre  à fixer  le  but  vers 
lequel  sont  dirigés  les  calculs  qu’il  renferme. 


T.  I 


<6 
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RECHERCHES  DIVERSES 

QUI  SUPPOSEHT  DÉJÀ  COI9RUE  l’eXPHESSIOK  ANALYTIQUE  DES  INÉGALITÉS  LUNAIRES 

DUES  A l’action  DU  SOLEIL. 


S *• 


Des  inégalités  dues  à la  figure  elliptique  de  la  Terre. 


I.  IPour  former  les  équations,  desquelles  dépend  le  dévelop- 
pement de  ces  inégalités  il  n’est  point  nécessaire  de  changer  la 
forme  des  trois  équations  différentielles  (IH) , (I)"  , (II)"  posées 
dans  les  pages  a65  , 276 , 277  : il  suffit  d'introduire  dans  l’expres- 
sion des  fonctions  désignées  par  . . fx’Jîj  les  termes, 

que  cette  nouvelle  cause  perturbatrice  leurs  ajoute , respectivement. 
Les  trois  résultats  trouvés  dans  la  page  36  nous  fournissent  im- 
médiatement ces  termes  : il  faut  d’abord  y faire  A(j)  = o , pour 
n’avoir  à considérer  que  l’effet  dû  à la  figure  elliptique  de  la  Terre  j 
et  ensuite , en  ayant  sous  les  yeux  l’analyse  exposée  dans  les  pages 
264“267  , on  voit  aussitôt  , que  après  avoir  fait  , pour  plus  de 
simplicité;  longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au 

point  mobile  de  P équinoxe  du  printemps  ; 

on  a : 


Digitized  by  Google 


364 
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R.= 

au 

i etn 

2 otfw  i*w  • 1 

(2  — 3s//i's))  — î- 

(1.4. 

R,= 

au 

j sin  2« . 

R=- 

(su)* 

l(-l‘ 

n y? 

(I-K5J)* 

R,= 

(aul* 

1 sin  2 'J. 

^ y' 

(>•+•«)* 

Cela  posé  , on  doit  imaginer  ces  termes  ajoutés  aux  valeurs  cor- 
respondantes de  /?.  , R,  . . 7?j  données  dans  les  pages  265,  266  et 
reprendre  sous  ce  nouveau  point  de  vue  la  considération  des  équa- 
tions diiïérentielles  pour  analyser  les  termes  auxquels  ils  donnent 
naissance  dans  l’expression  des  coordonnées  Lunaires.  On  ne  doit 
j)as  perdre  de  vue  dans  cette  recherche  , que  , arithmétiquement 
parlant  , le  facteur  fi'*  est  au-dessous  de  la  cinquième  puissance  du 
rapport  m des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune  -,  et 
qu’eu  conséquence  on  ne  doit  rien  attendre  de  considérable  , en 
général  , d’une  aussi  petite  force  perturbatrice  ; mais  seulement 
quelques  termes  capables  de  devenir  sensibles  en  vertu  des  facteurs 
qu’ils  acquièrent  par  l’intégration.  Les  développemens  doivent  être 
dirigés  d’après  cette  idée , et  d’après  le  principe , qui , indépendam- 
ment de  l’intégration , détermine  les  facteurs  qui  sont  inhérens  à la 
forme  même  des  argumens.  Alors  , on  donne  aussitôt  l’exclusion  à 
tine  foule  d’argumens  dont  l’existence  incontestable  est,  eu  quelque- 
sorte  , détruite  par  l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  multiplient. 
Et  par  un  effet  contraire  011  voit  l’origine  des  inégalités  sensibles 
dans  l’espèce  de  transformation,  que  l’intégration  imprime  à certains 
termes  de  la  force  perturbatrice  , qui , par  leur  petitesse  cachent  à 
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une  analyse  moins  scrutatrice  les  graves  conséquences  de  leur 
existence  dans  les  équations  diHérentielles. 

2.  Rémarquons  avant  tout,  que  la  fonction  n'Jî^.s  introduit  dans  le 
second  membre  de  l’équation  (/)"  le  terme  ix'‘ (2— Ssi/i'o)-/ singv:  et 
que,  par  conséquent,  il  faut  ajouter  la  quantité  fx'‘ (2  — 3s/n’u)  à 
l’expression  de  P.  De  sorte  que  , d’après  la  formule  posée  dans  la 
page  36  du  second  volume,  on  a i — ^sin'a^,  pour  la  partie 

principale  que  la  figure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  au  coefficient 
du  mouvement  du  noeud  de  l’orbite  de  la  Lune.  La  même  cause 
augmente  d’une  égale  quantité  le  mouvement  du  périgée  : car  , en 
considérant  la  fonction  fi'  J{^  , et  faisant  dans  son  expression 

au=  i -hecosev  , on  voit  naître  le  terme  — 2 ^ i — | c cos cv 
dans  le  second  membre  de  l’équation  difTérenllelle  (//)''  ; ce  qui 
ajoute  à la  valeur  de  Q"  le  terme  Q = — 2,u'^i  — ; et  par 

conséquent  la  quantité  — à la  valeur  de  c (Voyez 

pour  plus  de  clarté  les  pages  69  et  73  du  second  volume  ).  Tel 
est  le  principal  effet  des  deux  fonctions  Ji, , 7?,  : en  partant  de  ce 
point  nous  les  regarderons  comme  nulles.  Et  pour  simplifier  davan- 
tage cette  recherche  nous  aurons  d’abord  égard  seulement  aux  termes 
multipliés  parsmau;  c’est-à-dire  qu’eu  posant,  pour  plus  de  simpli- 
cité , //'=^îjrt2u,  la  question  sera  réduite  à discuter  les  termes  que 
la  figure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  à l’action  du  Soleil  lorsqu’on 
Introduit  dans  les  équations  différentielles  les  trois  fonctions 

O A' q .s  .au.cosfv  „ _A‘q.{< — ss)au.sinf» 

rt,  — , j s/lj—  ; - 

D yf  q[^  — ss)s.{au)'.iinfv_ 

^3—  -J  J 

(■-►«)• 

Elles  sont  la  source  des  inégalités  Lunaires  formées  par  des  combi- 
naisons de  l’angle  simple  avec  les  argumens  dûs  à la  figure 
sphérique  de  la  Terre  et  à l’action  du  Soleil. 


366  THÉORIE  DU  HOUTEUENT  DE  LA  LUNE 

Je  préviens  le  Lecteur,  une  fois  pour  toutes , que  dans  cette  discus- 
sion , j’estimerai  l’ordre  de  grandeur  des  coeffîciens , comme  si  l’on 
avait  ^=i  ; quoique  dans  le  fait  la  valeur  de  A soit  à-peu-près  de 
l’ordre  dé  Par  cette  convention  on  rend  plus  simple  la  désigna- 
tion de  l’ordre  des  quantités  multipliées  par  A, 

3.  Cela  posé,  il  est  d’abord  évident  que  Asinfv,  est  le  principal  terme 

de  s/î,;  et  que  les  fonctions donneraient 
des  termes  d’un  ordre  supérieur  à celui-cL  Donc,  en  prenant  seule- 
ment la  partie  principale  dans  cette  première  approximation,  on  aura 

d’où  l’on  tire  en  intégrant,  et  observant  qu’on  peut  (dans  les  coef- 
ficiens  ) faire  f—  i , sans  erreur  sensible  ; 

ds= — ^Asinjv. 

En  multipliant  ce  terme  par  3s,=  3ysingv,  on  a 

3î,3f = — A fcosgv—/v-^Afcosgv-^Jv. 

Mais  , le  principal  terme  de  l’expression  précédente  de  R,  est 

As,cosJv^^1singv  —Jv  -h  ^ y s in  gv  . 

Donc,  en  omettant  l’argument  gy-^-fv,  dont  le  coefficient  demeure 
du  troisième  ordre  dans  la  valeur  de  l’intégrale du,  on  aura 

R,  = ‘^isingv—fv  } 

-fR.d^=^^^lcosgv~/v=\  .^cosgv^/v  i 
ce  qui  revient  à prendre  g=si-t-|ni*. 
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n suit  de  là  qu’on  a ; 

is,is-‘HCj'R,dv=i  \A'tcosgv—Jv 
A'tCOSgV-^rfv. 

Intégrant  cette  équation,  et  faisant  dans  cette  première  approximation; 
on  obtient 

tu  = — ^/ficosgv—Jv-^^A’‘tcosgV’i-/\>. 

Maintenant,  si  l’on  pose  l’équation,  a il  est  clair 

qu’on  a ; 

'^{\—\)lcosgv-/v—\A'tcosgv-*-/v. 
d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 

3 nt  = — J . i«i  gv +/i» , 

On  voit  par  là , que  le  terme  de  l’ordre  — i , qui  constitue  le  premier 
terme  du  coefficient  de  l’argument  gv  —Jv  se  réduit  à zéro.  Les 
quantités  qui  suivent  immédiatement  cet  ordre  étant  celles  de  l’ordre 
zéro,  on  ne  saurait  regarder  comme  résultat  de  la  première  approxi- 
mation le' terme  donné  par  l’équation  dné=— puisqu’il 
est  du  premier  ordre.  De  là  nous  concluons  , que  les  résultats  qui 
constituent  la  véritable  première  approximation,  sont, 

is=~'^A sinfv,  iu=i—^cosgv-Jv-^r^co$gV’*^-,  int—A’tm  {p)singv-/v. 

4.  Cherchons  maintenant  les  termes  qui  appartiennent  à l’approxi- 
mation suivante.  Pour  cela  , il  faut  combiner  les  termes  dûs  à l’action 
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du  Soleil  avec  ceux  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre.  En  effet  ; 
si  l’on  réduit  l’équation  différentielle  en  Ss  ( Voyez  p.  276  ) à 


fftA'  • 3 

elle  donnera  9f= ^.siniEv^yi> , en  y faisant  9s  — — ^A' sinfv 

dans  le  second  membre  et  intégrant  .à  la  manière  ordinaire. 

Ce  terme  n’est  pas  le  seul  , du  premier  ordre  , qui  fait  partie  de 
l’expression  de  9s  : car  il  donne  lui  même  : 

9scos2£v  — ^^sin2Ev=s  ^l^sin/v. 


Ainsi , en  considérant  ce  seul  argument  on  a l’équation 

laquelle  étant  intégrée  donne 

9s=—A'{^-^\m^sinfv. 

En  réunissant  les  parties  de  9s  trouvées  jusqu’ici  nous  avons 

9s  =—A^  {^•¥‘)^m^sinfv—^^sin2Ev—Jv. 

Et  il  est  aisé  de  voir , que  cette  expression  est  exacte  jusqu’aux 
quantités  du  premier  ordre  inclusivemenL 

Voici , par  anticipation , deux  autres  termes  de  9s  , dont  noiu 
allons  avoir  besoin  : on  les  obtient , en  prenant  - 

sR,=s  jfecoscv.sinjvss  ^(sincv-9-Jv—sincv—Jv) , 
E,9s=:—6ecoscvy^ — ^A’sin/vss  2A' e(sincv-¥-Jv--sincv--Jv'^  , 


et  considérant  ces  deux  seuls  argumens  dans  l’équation  différentielle 
en  9s.  Alors  on  a l’équation 
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■+*1'»’ e^sincv-t-Jv—sincv—i/v^  , 

qui  donne  en  l’intégrant  ; 

3s=  j yi>  I . 

5.  Cherchons  actuellement  les  termes  du  second  ordre  qui  doivent 
entrer  dans  l’expression  de  du. 

En  multipliant  par  3s,  = 3ysingv  les  quatre  termes  précédens  qui 
font  partie  de  l’expression  de  ds , on  a ; 

3s,ds=—^^ my  I cosgv—Ji>— cos gv | 

— my  I cos7Ev—gv—Jv^cos iEv+gv—Jv^ 

•^Am'ey  j | coxgv— cp-t-^-4-^coîgv— cv-»^— yCOfgv-+-cu-:/î>|, 

En  prenant 

ds  = — -^AsinJv.^^my.siniEv—gv-^3m'ey.singV’.-cv—m'ey.singv^cv 

et  faisant  le  carré  , on  obtient 
(Js)‘  = —^A'my^cos2Ev—gv—Jv  — cos2Ev—gv-^Jv^ 

•mA m'ey  1 3cosgv—cv-*-Jv—3cosgv—cv—Jv-^-cosgv^cv—Jv\. 

11  suit  de  là  , que  nous  avons 

(0  • • • -q{i^)ST=  3x,«x+|(a,)-= 

A -h|  m^y  I cos gv^/if—cos gv  —Jv  j 
-\rA m'ey  j^cosgv— ^cosgv+cp— Jcoigv— 

-^\Amy\cos2Ev-irgy—Jv->rcos2Ev-~go±fv—2.cos2Ev~^—Jv\. 

Tomt  l.  A. 
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En  réduisant  l’expression  de  iîj,  posée  dans  le  n."  2 , à 

J?i=s  ^A’  s .{dxiy  sinjv  y 

et  prenant  (an)’ = i 2 e cof  cv , sszysingVy  il  viendra 
(2)  . . . ^5=  2A'ey\  cosgv-^cv—fv  — cosgv^cv-¥jv’^cosgv-^cV’~-Jv  |. 
La  fonction  R,=iA' .s .aucos/v  , donne  de  la  même  manière  j 
ll,=  ^\singv—fv-^singv-^fv\ 

I — cv>-4^| . 

Maintenant,  si  l’on  fait  le  produit  de  R,  par  — ’^=esinw  , on  aj 


(3) I cos gW  —CV—  fv  -‘COS gv  -i-  cv—Jv-¥-cos gV^CV’+i/v^. 

En  intégrant  l’expression  précédente  de  R,  , et  remarquant  qu’on 
doit  ici  prendre  (g—,/) 

(^)...-jR,dif=:  '^cosgo—fv 

^COSgV-^CV—Jif—COSgV  — CV—Jv+COSgV-^^CV-^i/o^. 
En  multipliant  cette  fonction  par 

—"Y^^eCOSCO^  2CC0SC0  • • • • P-  »4S  du  VoL  *) 

on  aura 

(5)  . . . ~^^eco$ci>^R,dv=s:  A* ^cosgv-i^cv—yif-hcosgv^cv^j^.^ 
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G.  Pour  avoir  la  totalité  des  termes  du  second  ordre  multipliés 
par  À'  , il  faut  aussi  considérer  ceux  qui  naissent  des  termes  di\s  à 
l’action  du  Soleil.  A cet  effet  , il  est  nécessaire  d’avoir  une  valeur 
provisoire  de  du  , laquelle  est  fournie  par  l’équation 

— — |m‘^du=  J cosiE\>+gv—Jv-^rCOsiE\^ — 

dont  le  second  membre  est  formé  par  deux  termes  appartenans  h 
la  fonction  désignée  plus  haut , par  (i). 

En  intégrant  cette  équation  on  obtient 

= j cos  %Ev-^gv—fo-^cos  lEv  — gv+ifo  j . 

Cela  posé;  en  multipliant  cette  expression  par  — GsimEv,  on  aura 
— G.simEv.Su—  iR——.4-i.siniEv—gv—Jo-i-À'm-i(^—^-=io^singv—f\>. 
d’où  l’on  tire  , en  intégrant 

(4)'  ....  = — .cosiEv — gv—Jv. 

En  prenant;  Jiî"+|du=  Gecoscvxdu  (Voyez  p.  274»  277,  et  35o) 
du=  ^ I cosgp-h/î»  — cosgv—Jv^  ; 

on  aura 

g 

(6)  . ..d/î"'-t-ÿdu=  [cosgv—co-tifif—cosgv  — cv—jv—cosgv-i-cv—ji’]. 
La  réunion  des  termes  compris  dans  la  fonction 

( I ) -H  to‘ . { (2) -I- (3)  + 2 . (4) -4.  (5)  + 2 . (4)' + (6)  j 
fournira  cette  équation  différentielle  en  du  ; savoir 
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cosgv—f^ 
cosgv-^Jv 
cosgv-^cv—Jv 
cosgv — CV~Jv 
cosgv~~cv-\-fv 
cos  -xEv—gy^fv 
cos  2£’t>-t-gV— yî» 
cos  nEv—gv-^Jv 


^'v! 

a- 

-'=5 

>a 

^'y( 

i-t- 

I-) 

A'e-j  j 

2— 

Il  1 
4 4 

-l=_l|m* 

^ey  1 

2-- 

’ a.* 
4 -^ï 

— 1 = 0 j /»* 

A'n  { 

27  . . 1 
T“*+ï 

iSj  . 
= yjm 

^'y  j 

1 — 

8_*  1 
ï— îl 

1 

m 

^'y( 

A'-,{ 

Im). 

En  intégrant  cette  équation  , et  rejetant  toute  quantité  d’un  ordre 
supérieur  au  second  , on  aura  ; 

du  = 


cosgo-fv  ->r  cosgf->rfo  j-t-J /»») 

-t-cosgy+cv— yî>  J ) cosgv  — cv->rfo  A'e-t^  ^ ^ 

•^COS^Ev  — gv—fv  ^7^ — î'”)  *^OSlEv-^-gV—/v  y/y^gW^ 

•^coso.Ev—gv+Jv  s"*)' 

Telle  est  la  valeur  de  du  , exacte  jusqu’aux  quantités  du  second 
ordre,  inclusivement.  De  là,  et  de  l’équation  (4)  on  conclut,  que, 
en  considérant  le  seul  argument  gy—Jv , on  a ; 

2 iu-^m'fR,  dv= .^y  j (I  - 1 = o)  + (i  - J- = o)  m } cosgv— /v. 
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Ainsi , il  est  nécessaire  de  passer  à l’approximalioa  suivante  , pour 
avoir  dans  int  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
Cette  approximation  devant  fournir  tous  les  termes  du  premier  ordre 
de  Snt  qui  sont  multipliés  par  v/  , il  faut  avoir  en  Su  et  tn'J'R,  dv  : 
i.”  tous  les  termes  du  second  ordre  qui  perdent  un  ordre  par  l'in- 
tégration ; a.”  tous  les  termes  du  troisième  ordre , qui , par  la  même 
opération , en  perdent  deux.  C’est  vers  ce  but  que  nous  allons  diriger 
nos  calculs. 

7.  Commençons  par  chercher  tous  les  termes  du  second  ordre,  qui 
doivent  entrer  dans  l’expression  de  Ss.  Réduisons  la  fonction  sR, , 
posée  dans  le  n.”  3 à ; 

sR,=  — j.is^.au.st/jyi'. 

En  y faisant;  i ; s'=^ — ycosag'p; 

. 1 . 1 . 

a«=  I -H  e -4- •4-ccoscv'  — ÿY  cos  3gp  , 

. 5 , 1 . 

^.au=:  i-t-ae  -t-jV  -4-ccoîcp— j-/  cosigv  , 
il  suffit , pour  l’objet  actuel , de  prendre 

q 9lU  . sinjv=  ^0 -H g 7* si/»  2gv—Jv  ; 

— 7 . ÿ s* . sm/» = — J 7*  sinjv  — ly'sin  igv  -fv  ; 

et  par  conséquent 

s/î,=  A — ysin3gv—/v. 

La  valeur  de  R,  trouvée  dans  le  n.°  5 peut  être  réduite  à 
iî.  = ^ j singv—/v-*-sin gv -t-/v  j . 
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Donc,  en  multipliant  celte  valeur  par  ^ = ycosgv  , on  a 

“ ^ “ î V*  «■'»  — >• 

Maintenant  , si  l’on  fait  le  produit  du  terme 

—J'li,dv=  .cosgv—Jvfa.r—iPsingv=i  — i.^m'ysingv  , 

on  aura 

iPysingv ,J'R,di^=  — A'  •/' . { sin Jv-t-sin  2gv  —Jv  j. 

Donc  , en  réunissant  ces  termes  , il  viendra  ; 

[i]  . . sB,  — JÎ,^-h2PsingvJ'jî,dv=  -*-2 e*— 

— 2 A y sin  2gv—yi>. 

8.  11  faut  maintenant  chercher  les  termes  produits  par  l’elTet  de 
la  réaction.  Et  pour  cela  , nous  devons  , avant  tout , calculer  le 
second  terme  du  coellicieut  de  l’argument  2Ev—Ji>  , n’ayant  donné 
que  le  premier  dans  le  n.°  4-  En  faisant  : 

3 3 

Jl,=  ^sin2Ev  •,  Ji,=  ^cos  2Ev  -, 

on  obtient  ; 

A(^\-i-^myin2Ev-fv, 

R,  is  = A (^-h-^m^sin2Ev—fv. 

Donc  , eu  considérant  ce  seul  argument , on  a l’équation 

— — (i A (^m'-^-^m'^sin2Ev—/v  , 
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qui  étant  intégrée  donne  , après  avoir  développé  le  coeiEcient  ; 
dj ^ ^ m’  ) K>»  afp  —fv. 

9.  Le  produit  des  deux  fonctions  3/n’-f-jC0i  afp; 

3s  = — — ^/n(i+nt)sma£'p-^ 

donne 

[a]...f,is=  A {(^m+?|m*)îin/p-»-Q+^TO^îmafp-:/p-is/>iafp-l^j; 
et  celui  de 

f,=|îmafp  par  — y/ y/ Qw— çm'^coî  afp-^, 
donne 

[3]  j(^m-  2fp  af P^->{ . 

En  multipliant 

-fn,d^>=  l-cosafp  par  = — A' m' sin lEv —Jv , on  obtient; 

[4]  . . . . —i{^-¥is'^fR,dv=\Am'sinfv. 

Maintenant , si  l’on  prend 

f,— 1=  3e*-H|j'*  — 6ecofCP+^e‘fOi3<p  + |v*cof  agp  — 6.ÔM  ; 

iu=  i^jcoigp-f-yp— ccsgp— ypj  ; 

3î  = — ^A  sinjv  I 
ou  aura 
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— 6,s,.du=  A’f'^i..sinJv-i-sin7gv—Jv^  j 

»s  (y  e*coi  acv  + 1 V*  cos  agv)  = ^ ^ sin  2gv  -Jv + 1 c'fm  acv->)  ; 
et  par  conséquent 

[5]  , . . . 

se  — ji  7‘i/nsge— ^-4*|e’ii»sce— j . 

En  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

"»*l  [»]-»- W-hC3]-h[4]  + [5]} 

— — ( I î »»‘)  = 

(*”1=1)"»* /•♦’(*—*  =0)1»*  e‘  I 

smigv-fv  A-C  j-2+|=_*  j m' 
simcv—fo  Ae'{^ 

M,-f,  (■+<=, + 

En  intégrant  cette  équation,  et  rejetant  toutes  les  quantités  qui 
passent  le  second  ordre  , il  viendra 


on  aura 


sinfv 


is  = sinjv 

sin^gv-Jv  At'{-\'^ 
sinicv—fv  ^e*^— 
simEv-f, 
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Celte  valeur  de  is  est  exacte  jusqu’aux  quautités  du  second  ordre 
inclusivement , en  se  rappellant , que  nous  avons , plus  haut , fait 
la  convention,  d’estimer  l’ordre  de  ces  coefGciens,  en  supposant  jf=i. 
10.  Cherchons  maintenant  les  deux  termes,  de  la  forme 

yf  Bf  .cosgv—Ji>  •+•  ^B'e'y.cos2Cv—gv~-Ji>, 

qui  entrent  dans  l’expression  de  9u  ; de  manière  que,  le  coefficient  B 
soit  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  , et  le  coefficient 
jusqu’aux  quantités  de  l'ordre  zéro  , inclusivement. 

Réduisons  la  fonction  à 

ce  qui  est  facile  , d’après  la  valeur  de  9T  donnée  dans  la  page  375 
et  en  observant  qu’il  suffit  de  faire  i-t-j/»*  ; 7=  1 -t-e’-t-v" 

( Voyez  p.  278  ).  Cela  posé  , il  est  d’abord  clair  qu’on  a ; 

18  8 

-ft'cos  2gv .s,is=s^A' y' cosgv—Jv  , 

s,is=  i'—\y''^ycosgv—fv—^A'e'ycQS2cv—gv—Jv 

et  par  conséquent 

î - 1 e*  7 COJ  2CP  - gv  -fv 
+ — ”m*+|t'’-c*-j/)7C0Jgv->. 

Pour  avoir  les  termes  donnés  par  le  carré  de  âJ , remarquons  , que , 
en  vertu  de  l’action  du  Soleil  et  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre , on  a 

ôj  =— jOT  JW»  2£'p— yv|— |e‘yjmgy— 2Cvh-|ot7«>i  — gpj 

1.8 


roat*  / 
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et  que  de  là  ou  lire 

* (afy  = -^  |^m*Y.cosgv->-t-|e*YCOiacv-gv-yî'I . 

De  sorte  que  , nous  avons 

-y  (1  ) ar=  ^(-  * -I  w - W h')  V “> 

— y/||e‘Y.C05  icv-gv^jv- 

La  fonction  Ri  donne  le  terme 

i?,ï=  ^A’ q.s.{au)'sinfv=s  ^A'qcosgv—Jv. 

Reprenons  maintenant  la  fonction  ***  *?-  » **  remarquons,  que 

la  substitution  de  s.-t-«s  au  lieu  de  s , donne 

s . cos > = \t  sin  gv  —fv  + j 7 «>»gv-t-/v  -H  ^ e*  7 si»  %cv—gv—f f. 

Mais  — a e* -s- e cos CV  + 7*  cos  agv;  partant 

f>  ïl^  ) y . S À’e‘YCOSicv—gv —fv 

-fR.do^  g_-t -'.7COSgv->  + i6- ,c-t-l  ^ • 

Notre  expression  analytique  de  g (Voyez  p.  36  du  second  Vol.)  donne 

et  il  est  clair  qu’il  suffit  ici  de  prendre  ac—g—  i =— |m*.  Donc  on  aj 
^m'fR,dv=  ^(J+j/»+^*m*-i"  + 0.e*+0.7*)7Cosgv-> 

— v/ ^ e*  7 cos  acv  — gv  — yv. 
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En  multipliant  cette  expression  par  3^(1— 1-/^=  2 -4"e‘4- j/)  , 
on  aura 

— a 7 ( I — I /)  m'J'R,dv=cosgv—fv  iw+ ^ m*—  J . t"+ 1 y‘) 

•\-COS'XCV  — gV—J\> 

La  réunion  des  trois  fonctions  que  nous  venons  de  développer,  donne 
— —\f'^in'J'R,dv  = 

^ G-^-ï "*‘-T e'-tcos  2cv-gv-/v>. 

11.  Pour  calculer  les  termes,  qui,  par  l’elTct  de  la  réaction  sont 
donnés  par  la  fonction  dR!  ,•  la  valeur  de  du  trouvée  dans  la  page 
872  ne  suffit  pas  : il  est  necessaire  d’avoir  les  coefficiens  des  deux 
argumens  aiV— gv-t-^î’ , 2Ev-i-gv—Ji>  exacts,  jusqu’aux  quantités 
du  troisième  ordre  inclusivement.  A cet  effet , nous  prendrons  d’abord 
is  = — A' (^m-^^m''^sin2Ev—Ji>  (Voyez  p.  375)5  et  en  multi- 
pliant par  3s,  = 3v5/»gv; 

3f,is=  A {^m-^-^m'^-fC0S2Ev-^gv—f\>. 

Ensuite  , nous  prendrons 

ds——d'{^  + ^m^sinjv  w 2£’t»— gi» , 

pour  en  tirer,  (®^)’=  A{^in’^^m'^‘tcos2Ev—gv-^fv. 

11  suit  de  là , que 

3s,ds  + |(Js)*=  m'^^’icos^Ev-i-gv—Jv 

■^r^m'^~tCOS  2Ev—gV-¥jv. 
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En  prenant  Su  = — ^'/cosgv—Jv  , Ton  obtient; 

3IÜ  = — 6sinit'v.3u=  y/y  j «/» yî'+ïin a£'v— gv-t-yî»  j ; 
3R'=  — ^cos  2Ev.3u=  l'^'y  I co«2£’t»+gw— yî>+coj  aÆ't'— gv-t^  I ; 
- f 3ir  .d^=  ^ { CO$2Ev-*’gV—^-*-COS2Ei>  — gV-*-yv^  . 

Maintenant  , si  l’on  fait  le  produit  des  deux  fonctions 

Ji,dv=  ^cos  2Ev-t-^jf  m .ycosgv—Jv  i 
+ÎM  =— Sm'cos 2Ev  — ^ycosgv—Jv  , 

on  aura 


— * — 2Ev-¥gV—Jv-i‘C0S  2Esf—gV 

(>ela  posé  il  est  facile  de  former  cette  équation  différentielle  en  3«  ; 
savoir 

(/* . îu  / 8 ,\  k 

cos2Ev-^gv-fv  ^7  + = — !)"»*{ 

c0S2Ev-g^>-^-fv  ^'y  + ; 

laquelle  étant  intégrée  donne 

èu—  /f  m'^ycoî  2Ev+gv-Jv-¥-^  m'^ycos  2Ev — gv-\-Jv, 

lorsqu’on  néglige  les  quantités  d’un  ordrq  supérieur  au  troisième. 

J 2.  D’après  cette  expression  de  Su , il  est  clair  qu’on  a ; 

3R  = -Q>sin2Ev.iuz=  ^ 1 (|-I  = o)'”  + (l-Sî=^)'”’| >. 
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La  partie  de  celte  fonction  qui  serait  donnée  par  le  carré  de  iu  se 
réduit  à zéro.  En  effet  ; l’équation 

3u=s  m'eos^Ev — '^cosgv—Jv  , 

donne 

(dw)*î=  — jcoi  iEv-i-gv—yv-i-cos2Ev—gv+/v  j ; 
et  par  conséquent 

1 5 . sin  iEv . (iu)‘  = nCAt  ( | “ ï ° ) ««gp  — •yp- 

On  verra  plus  bas  (N.*  i6)  que  le  terme  donné  par  la  fonction 
— i mini. cos  iEv  se  réduit  aussi  à zéro.  Ainsi  la  réaction  donne  le 
seul  terme 


— im'J'iR dv=  a . P ^ = ^A'm''fCOSgv—Jl>. 


En  le  réunissant  aux  deux  autres  posés  à la  fin  du  n.°  lo  on  aura 
l’équation 

A j e'ycos icv—gv—Jv-, 
de  laquelle  ou  tire  , en  intégrant  ; 


* ^1  1 I /S60  1 #csv  . «■»  1 . s . „ ^ 

a«=  = -pv  ycosgo-fv 


+ A e y cos  2C0  — gv— Jv. 


En  réunissant  les  termes  des  deux  fonctions 
développés  jusqu’ici , nous  aurons  ; 


iu 
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— m'fR.dv  = A ( l-Hÿ  «^-»-0.e*+ 0.y‘  ) 7 cosgv^/v 

-+-^^e*7C0s  acp— gv— yî>-»-^m7C0f  2Ev-^gv~-Jv 

I cOSgV’¥‘CV—JV‘—COSgV — CV—-Jv-^COSgV^CV-\-fv^ 
j cos  aEv-^gV’-Jv-hcos  2Ev—  gv-i-Jv  j j 


TO^7C05gy-t:/î»  — ye7C05gV4-Ci>— yî» 


.eycosgv—cv-^/v-h^  e''/cos2Cv—‘gv  — yî» 


jd'  my 


|co5  2Ev-gv—Jv-^(^^-i-^m^cos  2Ev-^gv—fv 

|-^  ( I ^ "0 


Cela  posé  , si  l'on  forme  la  fonction  — 2 5m  -♦•  ni'J'R,  dv , et  que  l’on 
ait  seulement  égard  à l’argument  gv-^fv , on  aura 


ycosgv^fsf. 


( J 

(SS  > 

V /I  * \ 1 

( < 

[2 

1 i 

^665  209 

19\  , 1 

i 

^ 96  96 

= t)"*  / 

[.-.=0) 

Cependant  , on  ne  saurait  considérer  ce  coefficient  comme  exact 
relativement  à la  fonction  . Cette  dernière  renferme  d’autres  ter- 

dv 

mes  multipliés  par  6*7  et  7*  qui  détruisent  la  partie  -^  (1^*7"+"^ 7*)* 

Nous  allons  démontrer  cette  destruction , et  former  en  meme  temps 
une  valeur  de  5nt  qu’on  puisse  considérer  comme  mathématiquement 
exacte  jusqu’aux  quantités  du  premier  ordre  inclusivement. 
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i3.  Nom  avons  ( Voyez  p.  3o8  ) 

^=:  du |i  — je*— ecoscv-i- je*coiacv-*-j7’cof  2gv  j . 

D’après  la  valeur  de  du  posée  dans  la  page  373  , on  obtient; 

^ecoscv.9us=  A'e'y  j jcosgu  — yî»— ||coî2Ci>— | 

j^ey  ^cosgv-i-cv—yv-hcosgv—cv—yÿ—cotgv—cv-^Jv^  ; 

je'cos  2cv.du=  e'fC0S2Cv—gv—Jv  -, 

f7*C0S2gV.dU=  ^J’i'cosgv—Jv  y 

-(J/-<-îe*)du=  ^(2^^-^)7COfgv->; 


U| 


icosgv—fv 


11  1 „ 66»  . 1 . /I  1 1 \ .1 

”8*"ï'”“Î9ï'”-*'ï‘  ■^(6'^6"ï=°)* 

. / 1 1 S 1 \ . 

■^Vï2’+'5î“S1="‘ï5;T' 

-h  y 7 COf  gy -f->  + ^ -1-^  = ^ ) C*  7 COS  2CV  - gv -> 

-*-J'ef\~cosgv  — cv—/v  — lcosgv-^cv—Jv-*-(^—^=:^'^cosgv~-cv-h/v\ 
— ■£^I.cos  lEv—gy—Jv. 


Maintenant , si  l’on  fait  la  somme  — 2 ^ + m'fR,dv  = —Y,  on  aura 

— F=  ^^0.TO"-h0.OT-t-^w’-i-0.«''-t-0.e*-»*j7*^7Corgv— ;/!» 
-î^'vcoîgy-t->-.^'(g-^»}J)e*7C05  icv-gv-jv 
-i-Âerf  I jCOigV-t-CV— yi>  — yCWgfV  — CV— Y <^OSgV  — CV ■*■/*>  l 
-i-J'(^^—^=o^mycos2Ev-‘gv—Jv. 


Digitized  by  Google 


384  THÉORIE  DU  UOUTEHENT  DE  LA  LUNE 

En  multipliant  cette  fonction  par  (Voyez  p.  3i3) 

— — Y^=— 2 e COJ  Ci» -»-|e*coracw-*- J y* cor  agv 

on  a les  tenues 

(i  - y)  r=  - Y e’ y COJ  go -yî»  H- Y e*  V COJ  gv 

j)  c’y  COJ  2CW  - go  —fv  — ÿ^y*  cojgo  -/<  ; 

lesquels  étaut  réunis  avec  la  valeur  précédente  de  >—  K donnent , en 
conservant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens 
gv+/v,  2cv—gv—jv-, 

tiv 

A I ÿ = j ycojgo— yô 

-|//'ycojgo4-/o-+-^{  Y— j-|^  = oje‘ycoj2co-go-/o  } 


et  par  conséquent  ; 


int 


A<  .«• 

-——.ysingv-jv^^. 


A'ysingv^Jv 


Et  comme  il  suffit  ici  de  prendre  g — i = ^m*  ; g-4-i=a  il  est 
clair  qu’on  a ; 

19  1 

^ = A .tsingy—Jv— .tsingV'^fv. 


Telle  est  la  valeur  mathématiquement  exacte  de  dnJ  , lorsqu’on 
convient  de  négliger  toutes  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au 
premier.  Il  est  remarquable  que  ces  deux  termes , chacun  du  même 
ordre  , aient  deux  coefficiens  aussi  différens  dans  leur  grandeur 
absolue.  Sans  cette  circonstance,  qui  tient  uniquement  aux  coelEciens 
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numériques  y et  | , il  n’y  aurait  aucun  motif  pour  regarder  l’inéga- 
lité ayant  pour  argument  gv—Jv  comme  moins  importante  que 
l’inégalité  dont  l’argument  est  gv-t-Jv. 

i4-  Pour  nous  assurer  que  le  second  terme,  de  la  forme  > 

qui  affecte  l’argument  gv—Jv  dans  l’expression  de  int  ii’esl  pas  fort 
considérable  , nous  allons  entreprendre  les  développemens  qui  con- 
duisent à la  connoissance  effective  de  ce  second  terme. 

Cherchons  d’abord  les  seuls  termes  du  troisième  ordre  , qui  se 
trouvent  multipliés  par  m'  dans  l’expression  de  is.  Pour  cela , il  est 
permis  de  réduire  l’expression  de  s/7,,  posée  dans  le  n.°  2,  à celle-ci: 

sR,=  A m,sinjv=  A 

Donc,  en  prenant  y=  m'cosiEv  (ce  qui  suffit  pour  l’objet  actuel) 
on  aura  ; 

(a)  . . . . sR^  = A sinfv—^rA simEv—fv. 

Pour  abréger  l’exposition  de  ce  calcul , nous  admettrons  , que  , par 
une  opération  préparatoire,  uniquement  relative  à l’argument  2Ev—Jv, 
on  a trouvé 

Ss  = — A ^ |-/ra  -4- J I»’  ) s/n  o.Ev—Jv. 

D’après  cela,  si  l’on  prend  /7,=  |s/na£’v  ; 

— ^ = ^ (I  + T "»’)  cosfi  + m^'jcos  iEv-Jo, 

on  obüendra  , en  faisant  le  produit  j 

49 


T.  I 
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-En  multipliant  afv  par 

O 

on  aura 

(c)  . . . . 

Lei  valeurs  de  j , ducs  à l’action  du  Soleil  peuvent  être 

réduites , dans  le  cas  actuel , à celles-ci  ; 

/?,  — 1 = — 6n»‘.cora£v  ; £,  a=— 3r»*— ^/n’-t-j-cosaff:  (*) 

de  sorte  que , on  a ; 

— |s=  — (a.m*+^in')corou-4-(|  — *.m*)cos  lEv. 


Donc  , en  multipliant  cette  fonction  par 

at  = - (I -f  J m -H  ÿ m*  ) im>  - // ( J m y /«•+ J to’ ) f m a£v  — > 
il  viendra 


(.d) 

. . . . i 

sinjv 

sin  -iEv—Jv 

13  s >\ 

j-t-jjW— yOT  ) 

sin  iEv-¥f^ 

^(- 

sin^Ev—Jv 

A(- 

h")- 

/19  38  I8â\  , . , 

(•)  Pour  coBDoltn  l’oripoe  des  tennei  ’îï’  ^ ^ > *<>»**“•*•  i«  P*S*’ 

119  , aSk  du  second  Tolume. 
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Cela  posé , si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  les 
fonctions  (a) , (b) , (c) , (d)  on  formera  l’équation 

î/n  lEv  —fv  A j = *)  = I)"»’-»-  (t  ” î = f ) '”i 

s m I y/ { ( J - ^ = O ) 1 - ^ = O ) /«’ } 

4i»4£’p->  y/j^-^  = ojm*j 

laquelle  étant  intégrée  donne , en  développant  les  diviseurs  ; 

»i=  sinjv 

simEv'~-Jv  jui  — jm*— 


1 5.  Considérons  de  nouveau  l’équation  dlfiférentielle  en  iu , et 
cherchons  le  terme  multiplié  par  m’y  qui  appartient  au  coefficient  de 
l’argument  gv—Jv.  Pour  cela  , il  est  nécessaire  d’avoir  les  termes 
correspondans  des  coefficiens  des  deux  argumens  iEv-^-gv—Jv , 
rtEv  -gv-i-Jv  appartenans  à 9u  et  mint.  Voici  ce  calcul  préliminaire. 

L’expression  de  9s  donne 

3s,9s=  cos  iEv-t-gv—Jv  y/y(  j. 

Le  carré  des  deux  termes 

9s—  sinf\>A^—\  — ]^m—^niî^-^sin'ïEv—gv  7 ^ | ra  + m' — 
donne 

(ii)‘=  cosiEv—gv-*-fv  ^7(ïUï-*-^OT*+^tn')-  ^ 
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Ainsi  nous  avons,  après  avoir  multiplié  par 

(«') _<7(i)«7’=  (,+im-)(3s.îs+|(is)*)= 

^ m -+■  I m*-t- ^ in' ^ 7 coî  aÆ'v -4- gv  — yî» 

^^(|m cos  aA’v— gv+yî-. 

L’expression  de  R,  posée  dans  le  n.°  a donne  ; 

/?,=:  j4'.ts.cosJv=^/fm-t$in2Ev^gv*-Jv. 

En  réduisant  l'expression  de  JJÎ(Voyei  p.  ayS  ) à 
iRz=—6sin2Ev.iu—3mSnt.cos2Ev, 

et  prenant  ; 

>u=  — m^tcosgv—Jv  ; int=^jftsingv^Jv  , 

on  trouvera , que  la  réunion  de  ces  deux  parties  de  la  foncdon  il, , 
donne  ; 

i?,=  — y m^ysihaA’v+'gv— -*-^m^7Sin  2Ev — gy-^yî». 

En  intégrant  cette  expression  et  développant  les  diviseurs  on  aura; 

(A')  ....  —J'R,dv=  ^(i-^/n^ycosaiTv-t-gv— yî- 
-*-/f  m^ycos  2Ev—gv^Jv. 

En  ajoutant  à cette  intégrale  les  termes 

'^ycosgv— yî'+^|--+-|-m^cosa£'u 
et  faisant  ensuite  le  produit  par 
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J — jOT^ycojgy— yî>— ^s./n*"4- j/n’^coî  aiS"!» 

on  obtiendra  ; 

(c') . . . - 2 ( Jm) fR,dv=  ^ J », ) 7 coi  iEv-¥-gv -Jv 

-¥A Il  mjycos  2Ev—gv-t-^. 

On  calcule  de  la  même  manière  les  denx  termes  donnés  par  la  fon- 
ction Ry  En  effet;  la  valeur  de  R^  du  n.”  2 , donne 

R^=  ^A3ssinJv^—‘^Am'tcos2Ev—‘gy’^fv. 

En  réduisant  la  valeur  de  3R!'  posée  dans  la  page  278  à 

A 

9/î''=  — J cos  2Ev.  3u-¥imint.sin  2E0 
on  aura , par  la  réunion  de  ces  deux  parties  , 

(<f) . ..  ^s=  ^ n*^7Cos  2£'p-f-gv-i/î>-4-.^(|+ ^/»^7C0s  a£'t'-gp-i^. 

Donc  en  faisant  la  somme  des  termes  compris  dans  la  fonction 
m*{  (a')-»-2.(6')-h(c')-»-(<f)  I , on  aura  ; 


cos2Ev-*’gv—Jv  A~i 


cos2Ev-gy-^Jv  Af 


<P.*u  / 8 

>««  = 


/s  . » 8 

1 1 

83  65  67  ms 

1111  > 

I 1 

SI 

1 

•1 

I 

Si 

1 

si 

II 
1 

•srj 

\m 

/ 16  . 6 8 

17> 

A * 

“6Î; 

)m 

'869  177  67  289 

9585> 

V t 

.513"*"  16  “ 53  13  "" 

sli  i 
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Si  Ton  remarque  maintenant)  que  les  facteurs  propres  à Tintégration 
de  cette  équation  , sont 

on  trouvera  j 

du  = cos  2£t>^-gv 7 ( J w -H  ^ m*— ^ m‘ ) 
r y >#»  /I  . 47  - 81288  i\ 

C0S2Ev^gV-^fv^  7\f"»*4-Ï9â"»-^-46Ôg‘"*  /• 

Pour  avoir  les  termes  correspondans  qui  entrent  dans  la  fonction 
(du)*  on  prendra 

du=  J— ç m^vcosgv— yî»-I-^m*-h^i»’^cof  2£'p  j 

ce  qui  donne  , en  faisant  le  carré  ; 


(du)* =— ^ (y  4-^  TO*)  ycos  2£’i»4-^-:/î'— 4-§m*)7C0S  2^’v— 
n suit  de  là  que  ( en  excluant  les  termes  multipliés  par  ) 

(t"*"  H "** ) 


^=2  du  — 3 (du)*= 


^4- (y  4-^/»*)  cos  XÉ*!»  — gv  4-yv» 


£%  * 2 8 

En  prenant  —m'.J R^dv^  ^/iycosgv-‘Jv-^--^m'cos  y et  faisant 
le  carré  on  obtient). 

{^fn,dvy^  \jfm'  7 jcos  lEv-^gy—fv'-k-cos  lEv-gy-^J^ 

D’après  cette  équation  et  celle  désignée  ) plus  haut , par  (^')  il  esc 
clair  qu’on  a j ' 
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— i5  = — = cos^Ev-k-gv^fv  j) 

cos  2EV’-‘gV’+i/v  -<^7(— î)* 

£d  fabant  le  produit  des  deux  fonctions 

jéss  2 Su  =^“jjé*yC0SgV—JV‘^im*C0S2E\f 

B — m'J'R,dv=i—‘^A'’tco5go-^Jv-—^m*cos2Ev 

on  aura  ÿ 

m'f  |cd5  a£’v-*-gv— yî>H-cos  2Ev-^gv-JhJv  |. 

Donc 

co52Ev-^gv^fo  j/»— 15/»*^ 

c0S2Ev^gv-^Ji>  y/7^— J/n— J 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

Snt=  simEv-k-gv-^Jv  ^'7  J /?i  — ^ /n*  ^ 
sin2E\f^gv-¥fv 

16.  Revenons  maintenant  à l’équation  dHTéreniielle  en  Su  et  oc- 
cupons nous  spécialement  du  terme  de  la  forme  Km^ycosgv—Jv. 

1615 

L’expression  de  Ss  donne  3s, Ss^ — ^ A' m^ycosgv^^Jv.  Et  en 
faisant  le  carré  des  deux  termes 

Ss  =— J/n-*-Jm‘^s/n  ^-4-^|/n-*-^m‘^75//»  2Ev—g\> 

on  obüent  ^ (Ssy  = — ^Am'ycosgv-~Jv.  11  suit  de  là  que, 


45 


Î5«^  «* 


8 6789\  y. 
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Parmi  les  termes  renfermés  dans  la  valeur  de  iR  posée  dans  la 
page  373  nous  retiendrons  eeux*ci  ; 

dJf{=s — 6smiEv.Su+i5.siniEi>.(iuy~-3mSnt.cosiEv-*’\  2,minlliit.cos  a£'^>. 


L’expression  de  Su  trouvée  dans  le  n."  précédent , donne 


— OsimEv .Su=£  singv—Jv,  A-f. 


/8  8 \ .-/7  47  9 \ . 

/ 8389  8t*83  _ 1946S  \ , 

■ V 193  1586  ~ S13 


En  multipliant  par  .sin  2Ev  les  deux  termes  de  (Su)'  posés  plus 
haut,  il  est  évident,  que  le  coeiEcient  de  cosgv~-Ji>,  qui  en  résulte 
est  égal  à zéro. 

Pour  former  la  valeur  du  produit  12  .mSnt.  Su  cos  iEv  qui  convient 
à l'objet  actuel  , il  suf&t  de  prendre 

2cos2Ev.Su=  m'—^Ai\cos2Ev-*-gv—fv-^rcos2Ev—gV’^/v^  , 
mSnts=  — y /7i’ij»2£'v  + y ^ mf  singv—Jv  ; 
et  de  là  on  conclut 

\2  .mSnt.SuiC0S2Ev=.  38.^  m'f  singv—Jv. 

En  multipliant  par  — 3mcos2Ev  les  deux  termes  de  Snl  trouvés  à 
la  fin  du  n.°  précédent , on  obtient  ; 

-3mSnl.cos2Ev=  A }(â-â=o)"*‘+(î-|S=ia)"*’b«'»^“>- 


On  voit  par  là  , que  le  terme  multiplié  par  m'7  est  nul  dans  ce 
produit,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé  dans  la  page  38i. 

Les  quatre  parties  de  SR  donnent , d’après  cela  ; 
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Réduisons  la  valeur  de  R,  posée  dans  le  n.”  2 , à 
R,—  .singv A'  ,^u,^s .cosjv. 

3 

Actuellement,  si  l’on  fait  icij  $s  = ^m'fsin'xEv—gVj  du=  m'cos^Evy 
on  aura 


R=  singv  -/v. 


Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent  de  ôi?  , il  viendra  , 
pour  la  valeur  complète  de  R,  ; 


En  intégrant  ce  terme  , et  remarquant  , que  l’expression  analytique 
de  g trouvée  dans  la  page  i83  du  second  volume  , donne  j 


on  aura 


/ 3 

. *9* 

CS77 

3 \ 

üT 

/»’-+■ 

:/eà 

m j 

209  , i 

f 9 

/ 

0577 

6595 

.128 

128 

rÏ5Î 

“ÎÏ52 

3 < 

En  multipliant  R,  — ^sin‘iE\'  par 

d.iu  A' m-y  ( • /'  r-  /'  ) 

—^\slniLvArgv^fs;^^-Sln2Ev^g%>^¥/^'\y 


w\  d • îii  3 ✓* 

«.  — = 8'^  m-icosgv^f^'  : 


on  obtient , 

Et  en  multipliant  -~J'R,d\>=i^coiiEv  par 
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t^j^.iu=—\j'mt\cosiEv-*‘gv—fv-^cosiEv—gv-^/v  | , 


on  aura 


- 2 mtco$gv-/v. 

Enfin  la  fonciion  iR'  donne  le  terme 

SR"  = —\cos  ’xEvy.iu=~‘^A m-icosgv—jv. 

Cela  posë  , la  réunion  de  ces  différentes  parties  donnera  l’équation 

— I 

de  laquelle  011  tire,  en  multipliant  par  { (^— i)’”  > -*"5  { =—1  — 2'”’; 

En  faisant  le  carré  de 

Jk=  m'cos  g ^ j cos  iEv-^-gv—Jv^cos  iEv—gy-\-Jv  | 

on  obtient  le  terme  , (9u)'=^-^‘tcosgv—Jv  ; partant  on  a ; 
^=2J«-3(Jü)‘=  yf  |- 1 7Cosgv-> 
En  multipliant  m'J'R,dv  = — ^m'cosiEv  par 

2du=  j cor  2£’t'-*-gv— yî>-t-coî  2£'v'— I , 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE.  895 

8 


on  a le  terme  — Donc  en  réunissant  les 

termes  précédens  on  aura 

O..  l»,/8  5781  8S9S  9 \ 1 1 

cosgv-fv  +o.mH-5-m  + jïj-,- jÏ52  = - j5 j m j j 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 


int=i 


g— • 


isingv-/s>  ; 


ou  bien,  en  faisant  (g— i)  = 


Tel  est  le  résultat  ( annoncé  dans  la  page  189  ) qu’il,  s’agissait  de 
trouver-  On  voit  par  cette  analyse  qu’il  exige  , comme  auxiliaires  , 
la  considération  des  termes  affectés  des  argumens  2Ev-i-gv—Ji> , 
2Ev—gv+'Ji>',  et  que  les  coeiTiciens  qui  les  multiplient,  dans  du  et 
dni , sont  précisément  ceux  employés  par  anticipation  dans  la  page  1 56. 
1 7.  L’expression  précédente  de  ~dnt  devient  en  y remplaçant  A'  par 

sa  valeur  (Voyez  p.  363,  365),  et  faisant  ^=i  , ,u*  = m’  ; 


dnt= 


g— < 


isingv—/v. 


• ♦ 19  0 

Ainsi  , il  n’est  pas  vrai  , que  le  second  terme  du  facteur  — g- m 

soit  nul , comme  on  serait  tenté  de  le  croire  , d’apres  la  conclusion 

que  Laplace  tire  de  son  analyse  exposée  dans  le  Vol.  de  la  Con' 

des  Tems  pour  l’année  i8a4  (Voyez  p.  3o4  )•  Il  est  vrai  que, 

depuis,  il  a Lui-même  changé  d’avis  sur  ce  point:  car,  conformément 


3q6  théorie  du  mouvement  de  la  lune 

au  résultat  qu’il  a publié  dans  le  Livre  XVI  de  sa  Mécanique 
Céleste  (Voyez  p.  4^0  du  5.'^  Volume),  on  devrait  avoir  , 

au  heu  de  j- — g'”  = y+-(  f + -5^-“  STB  )'”  » comme  nous  venons 
de  le  trouver.  De  sorte  que  , Laplace , ne  trouve  pas  , par  son 
analyse,  les  deux  parties  — ï > dont  le  calcul  est  assez 

compliqué  ainsi  qu’on  vient  de  le  voir. 

Pour  confirmer  , à l’aide  des  calculs  prccédens  , ce  que  j’ai  déjà 
dit  sur  ce  point  dans  les  pages  i5y  et  188  remarquons  d’abord  que, 
d’après  nos  dénominations  la  lettre  k‘  de  Laplace  ( Voyez  p.  897 

du  6.““'  Vol.  de  la  Mécanique  Céleste  ) est  égale  à — Ainsi  , 
la  valeur  de  R qu’il  -pose  dans  la  page  3g5  revient  à celle-ci  ; 

y?=  — j I — 3s'-+-3  (l  — s’)coi  (2^>— ii>')  j ycosgv—Jv  ; 
et  comme  r'  = —^  , il  est  clair  qu’on  a ; 

(Z/)  ....  7f  =— I I — 2f‘-t-3coî(av>  — 2v')  I -t-^^ycoigv— yv. 

Maintenant,  si  l’on  change  dans  cette  expression;  u en  i-(-3u,  et 
s en  , on  aura,  après  avoir  fait  av— av'=  2V— amv=  ; 

R-hSR=  Y““(t  -t-3cor  | 3î,5i-t-|(Js)‘  j ycosgv—Jv  ; 

où  les  deux  premiers  termes  répondent  à la  quantité  que  Laplace 
représente  par  3.r'Q'.  Or  nous  avons 

- m (Voynp.  38i)i 

^m'Su.2C0S2Ev=  VCOfgf— _/î»  . . . . ( Vor«  p.  3»» ) i 

^ |3î,iîr-t-|(35)’ j = ’H^^—i—^m'^TCOsgv—Jv  ....  ( v»p.i  p.  };s  ). 
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Donc  , il  est  manifeste,  que  la  réunion  de  ces  parties  donne  l’écpia- 
tion  identique 

R+3R=  m*^j(^-i-l=o)-H(l-^-l=o)mj7Cosgy->=o, 

immédiatement  employée  par  Laplace  pour  former  sa  valeur  de 
Mais  cela  ne  prouve  pas  qu'on  doive  avoir  aussi  l'équa- 
tion J'd!  R=o  \ d R indiquant  la  dÜTérentielle  de  la  fonction  R prise 
par  rapport  aux  coordonnées  de  la  Lune  seulement.  Car  l’équation 
précédente  désignée  par  (L)  fait  voir,  que  dR  étant  la  différentielle 
complète  de  i2 , on  a ; 

jt  r>  Jn  . 8 %dv'nn(iv — iv*) 

a R ^ dR-^  ^ ; 

et  par  conséquent 

fdR= 

Or  , il  faut  bien  remarquer  , que  pour  tirer  de  là  le  terme  en 
question  on  doit  changer,  à la  fois;  u en  i-t-àn;  s en  s,-t-Ss  ÿ 
et  v'  en  mv-^-mint.  Le  changement  de  v'  en  mv-i-m3nt  ne  donnerait 
que  des  termes  multipliés  par  /n*  dans  l’expression  de  7î-+-d/f;  et 
voilà  pourquoi  nous  ne  l’avons  point  considéré  en  formant  l’expres- 
sion précédente  de  R-^‘iR  = o.  Mais  il  devient  indispensable,  lorsqu’on 
veut  obtenir  la  valeur  de  l’intégrale 

/■'«=  î m'J'mdv  j — a j sin  lEv 

m'J'mdv .i^^sin  lEv  — ^rdj'mdv . a mini. cos  lEv  , 

en  tenant  compte  de  la  totalité  des  termes  qui  demeurent  multipliés 
par  A’ rd f cos gv —Jv  , après  l’intégration.  Alors  cette  valeur  de  J'dR, 
donne  , comme  dans  la  page  i56  ; 
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c’est-à-  dire  ; 


19  148  ^11  79  8 \ J . 

55— Î9â+M“"i92-85y'” 


n 9 .A’ .yeosgv — fv  8^/3  y 

-J  iH = ic'^  “ 

18.  Le  Mémoire  sur  les  inégalités  Lunaires  dues  à Taplatissement 
de  la  Terre  , que  Lapîace  a publié  dans  le  Vol.  de  la  Con‘  des 
Tems  pour  Vannée  iSaS  (Voyez  pages  219-225  ) ayant  un  rapport 
plus  direct  avec  la  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  y je  vais 
entrer,  à ce  sujet,  dans  quelques  détails.  On  verra,  par  des  rappro- 
chemens  convenables  , quelles  sont  les  inexactitudes  échappées  à 
Laplaccy  et  ou  jugera  par-là  combien  elles  sont  difficiles  à découvrir 
dans  une  théorie  aussi  compliquée  dans  ses  effets  qu'elle  est  simple 
dans  sa  cause. 

Nous  supposons  que  Ton  a sous  les  yeux  le  Mémoire  qu'on  vient 
de  citer,  ainsi  que  la  théorie  de  la  Lune  de  Lapîace.  En  admettant 
exact  , pour  un  moment  , le  rapprochement  des  deux  argumens 
— par  lequel  Laplace  parvient  à trouver,  d'un  coup,  le 

coefficient  de  ce  dernier  dans  l’expression  de  la  tangente  de  la  lati- 
tude de  la  Lune,  il  ne  suffit  pas  , de  changer  g en  y*  dans  le  coef- 
ficient du  terme  multiplié  par  ysingv  — 0y  que  l’on  voit  dans  l’équation 
(Zf")  de  la  page  222  du  Tome  3.  de  la  Mécanique  Céleste:  il  faut, 
en  outre  , modifier , conformément  à ce  changement , la  valeur  du 
coefficient  , donnée  par  l'équation  qui  se  trouve  au  commence- 
ment de  la  page  225.  En  effet;  réduisons  cette  équation  à celle-ci; 

0=  j i-(2-2/n-.g)*j.BW— j i+g— 2^wj  ; 

ce  qui  est  suffisant  pour  la  discussion  du  terme  multiplié  par  m*. 

3 3 3 

En  y faisant  — j •+‘g)  = --2 2— 2m— g^=  1 — 2m  — 


on  aura 
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8{i-;-m)  ‘ y ^ > 

Mais  en  faisant  g=y=i  ; la  meme  équation  donnerait  j 

8(.-|m)  > y ’ > 

Donc  ces  deux  valeurs  de  ne  sauraient  coïncider  jusqu’aux 

quantités  du  second  ordre  inclusivement  ; ce  qui  empêche  que  le 
coefficient  àe'HsinJv  soit  égal  à g'—i  , au-de-là  des  quantités  du 
troisième  ordre;  et  que  l’on  puisse  en  conséquence  regarder  comme 
exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusivement  le  coeffi- 
cient ff , que  Laplace  ( suivant  nos  dénominations  ) détermine  par 
cette  équation  ( Voyez  p.  aa4  la  Con'_  des  Tems  pour  iSaS  ) 


//=_ 


En  développant  la  fraction  (g’ — i)  , h l’aide  de  notre  expression 
analytique  de  g* — i , posée  dans  la  page  Jt)4  du  troisième  Vol., 
on  obtient 

partant  on  a ; 

//=  j/n  — ^m*-i-£'*-i-o.e‘-i-o  v‘)  , 

tandis  que  notre  analyse  a donné  ( Voyez  p.  37G  ) ; 


(*)  Oq  aura  besoin  de  ce  terme  ci-après. 
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Ainsi  , la  formule  do  Laplace  est  inexacte  à l’égard  des  coelHciens 
numériques  qui  multiplient  m*  et  7*.  Relativement  au  coefficient 
de  m*  , nous  avons  déjà  indiqué  plus  haut  la  cause  radicale  de 
celte  discordance  ; mais  afin  d'en  accroître  le  degré  d’évidence  , 
nous  allons  montrer  qu’en  introduisant  dans  la  formule  de  Laplace 
la  valeur  convenable  de  l’on  tombe  sur  notre  résultat.  En  effet  ; 
nommons  5/'”’  ce  que  devient  fi,**'  par  le  changement  de  g en  y=i  ; 
en  comparant  les  deux  valeurs  de  fi,*°'  données  plus  haut  , il  est 
clair  qu’on  aj  fi,'**’=  fi,**' g;| m*.  Donc  il  faudra,  au  lieu  de  g' — i , 


99  37  • • 

employer  g' — i — j Or,  il  est  évident  que 

cela  revient  à multiplier  par 

— I — f 


/ 57. mt  \ / 9 ,\  . 9 . 

(•-mür:rr))= 


le  coefficient  H de  Laplace  ; et  alors  le  coefficient  de  m*  <levient 
— -gÿ  — g X^  = — -g  ; ce  qui  saccorde  avec  notre  résultat. 

Pour  rendre  raison  de  la  discordance  à l’égard  du  coefficient  nu- 
mérique de  7’  , il  faut , avant  tout , observer  ; que , dans  le  rappro- 
chement des  deux  argumens  gv  — 5,y>,  Laplace  n’a  pas  remarqué, 
que  le  produit  que  nous  désignons  par 

* jy  • 3 {fll'u'P  • 

fi. . 7 smgv  = J <7 . . 7 singv  ■+■  etc. 

(Voyez  pages  266  et  276)  donne  naissance  au  terme 

8 3 

J v’cos  2gVX.f  singv  = — singv 


(Voyez  p.  35a  ) , en  vertu  d’une  combinaison  qui  donnerait  , au 
lieu  de  l’argument  gv , l’argument  2gv—Jv,  lorsqu’on  remplace  s 
par  Hsinjv.  Ainsi  , pour  rendre  ce  rapprochement  exact,  il  est  né- 
cessaire d’exclure  ce  terme,  en  prenant  g'—  1 -l-|/n‘7*  au  lieu  de  g' i. 
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Cette  correction  peut  se  faire  aisément,  en  multipliant  la  valeur  de  H 
de  Laplace  par 


(■ 


3 m»  y» 

*"4(g‘— •) 


ce  qui  la  change  en  celle-ci  : 


II  =- 


jf  — y') 

g*— I 


Mais  cela  ne  suffit  pas  ; dans  le  calcul  que  Laplace  expose  dans  la 
page  224  ( Co/i.'  des  Tems  pour  1823)  il  lui  est  échappé  le 
terme  —‘A'i'.sinjv  donné  par  le  produit  des  deux  fonctions 

J' R,dvyc.ïPtsingv 

(Voyez  p.  374):  de  sorte  que  on  doit  changer  la  valeur  précédente 
de  H en  celle-ci  ; 

JJ A' m*{  ! 1 .e*  — 

“ g*— I 

Alors  tout  étant  corrigé  l’on  obtient  dans  la  valeur  développée  de  H 
notre  terme  — jy/'y*. 

ig.  Dans  cette  discussion  , les  quantités  prises  eu  considération 
dans  l’expression  de  g' — i n’ont  jamais  dépassé  le  quatrième  ordre, 
et  jusque  là  , ce  que  nous  avons  avancé  à l’égard  des  termes  du 
second  ordre  du  coefficient  H nous  parait  démontré  d’une  manière 
incontestable.  Mais,  afin  de  prévenir  les  objections  nous  allons  faire 
une  réflexion  sur  la  correction  dont  Laplace  parle  dans  la  page  224. 

En  diminuant,  comme  il  le  prescrit,  g'—i  de  la  quantité  du 
cinquième  ordre 

tg*— 'Hg— »(•) 

»(<—'»)  ■ 

on  aurait  ( abstraction  faite  des  termes  multipliés  par  e*  ou  par  y’  ) 
Tbme  / 5i 
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(g^-OÎ> 


/f  m* 

(g— I )(  I — 3m>  i • 

a(i — #n)  • j 


3 3 

Or  en  prenant  g — i=|-/n*  , , on  a 


(g— «)(«— 3>n)  ^ ^ 


a(  I — m) 


64  ■ 


lorsqu'on  rejette  toute  quantité  d'un  ordre  supérieur  au  troisième. 
Donc  en  remplaçant  le  facteur  (g* — 1)~‘  par  son  développement 
donné  plus  haut , il  viendra 


11= 


1 

4 


167  . 6577  , 

^ 96 1152^ 


ou  bien 


U* 

1 

167  i 

1^6577 

3 

i 8 

— 4 

96  ^ * 

^1152  ' 

32 

”■1152/^  } 

Nous  avons  trouvé  dans  la  page  387  que  le  coef&cient  numérique 
de  — m’  doit  être  égal  à Sans  doute  la  différence  des  deux 

nombres  n'est  d'aucune  importance  dans  la  comparaison 

de  la  Théorie  avec  l’observation  j mais  elle  décèle  le  vice  de  la 
considération  par  laquelle  Laplace  a obtenu  la  correction  qui  doit 
être  appliquée  à g* — i. 

ao.  Ces  inexactitudes  ont  eu  de  l’influence  sur  l’expression  du 
coefficient  qui  affecte  l’argument  gv—f\^  dans  la  valeur  de  iu  j mais 
il  ne  sera  pas  inutile  de  mettre  en  évidence  en  quoi  consiste  la 
discordance. 

Laplace  trouve  ( page  222  ) 


— 6). 
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Comme  l'on  a,  -He*-*- 1-/^  , "*"4^  et 

' a ai 

conséquent  ^ ^ 2 ^ ; nous  en  concluons  que 


par 


a, 


Donc  l’expression  précédente  de  3w  ( en  y faisant  y=i  peut  être 
mise  sous  cette  forme  ; 

, (I  K.«/  , . 8 A , y-  rt 

1 — q.— (■+3'+îv)vco5(g^->-o)- 


Suivant  nos  dénominations:  2 — . — , et  aSu  tient  la  place 

' a,  tf'  ' X 

de  du.  Il  suiEt  pour  l’objet  actuel  de  prendre  j 


m 


ce  qui  donne 


8 a 


1. 


8 . 
I — 5-  W 
2 


1 8 , 


iu 


_(  t 15„..  9 

= |“2  — I pZTJ • 


ncosgv—jif. 


En  substituant  pour  (g"‘— 1)  ' sa  valeur  développée  on  trouvera  que 
cette  formule  de  Laplace  revient  à dire , que 


du: 


Jt  \ 1 1 647  J* 


647_.  t ..  . 1 . i .8 


Notre  ' formule  , posée 'dans  la  page  302  , donne  pour  le  - terme 
correspondant  ; 
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3 • 1 665  . 1 . . 1 ,\  ^ 

*+'2*  -2ÏV  )vCO^gV->. 


Ainsi  il  est  évident  que  la  discordance  tombe  sur  les  coeificiens 
de  nC  et  7*:  ce  qui  devait  être  d’apres  les  remarques  faites  précédemment. 

Mais  relativement  au  coefficient  numérique  de  m* , il  est  arrivé , 
que  Laplace  a commis  une  autre  inexactitude  qui  a détruit  , dans 
l'expression  de  ont  , l’effet  de  l'erreur  que  nous  signalons  ici.  Voici 
comment. 

11  doit  être  clair  maintenant  , que  le  terme 


par  lequel  on  voit  exprimée  dans  la  page  2a i ( Con.'  des  Tems  pour 
1823  ) la  valeur  de  l’intégrale  revient  à dire  (suivant 

nos  dénominations  ) que  Laplace  a fait 

.r,yj  .^’m-(l  + 2.e-+|y-) 

mj  R a(g-,) 

Donc  en  substituant  pour  — 1)“‘  sa  valeur  développée  , on  a 

"»’/* Rdv—  — H-o.c*  — ÿ7*)7COSg'v—>. 

Mais  nous  avons  trouve  ( Voyez  p.  382  ) 

m^y' [R  •+■  9R)  dv  = | ^ m*-4-£'*+ o .c*-t-o.7*^  7 cos 

où  le  nombre  (Voyez  p.  878  et  38 1 ).  Ainsi,  il  est 

manifeste  , que  Laplace  n’a  pas  eu  égard  au  terme 

my ^R .dv=  m*ycosgv-~yv  , 

produit  par  la  réaction.  Et  voilà  pourquoi  la  fonction  —i9u,’^m'J'Rdv 
de  Laplace  donne  le  terme 
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V,  /647  m 19  \ . , 

^ (-9T-9îT  = t)'” 

précUémem  égal  à celui  que  nous  avons  trouvé  dans  la  page  38i  ; 
où  le  nombre  ^ résulte  de  la  différence 

Ainsi  la  justesse  des  résultats  n’est  pas  toujours  une  preuve  de  la 
justesse  des  raisonnemens  parlesquels  on  les  a trouvés. 

C'est  une  chose  digne  de  remarque  , que  Laplace  ait  ici  oublié 
cette  partie  de  l’effet  dû  à la  réaction  ; et  qu’il  ait  par  là  commis 
une  erreur  analogue  à celle  qui  lui  faisait  trouver,  avant  1802,  un 

coefficient  fautif  ( j au  lieu  de  ^ • g—\  ) premier 

Mémoire  sur  cette  même  inégalité,  publié  dans  le  Vol-  de  la  Con.‘  des 
Tems  pour  l’an  X de  l’Ére  de  la  République  Française  (Voyez  la  p. 
365  de  ce  Volume  et  les  pages  5o5  , 5o6  du  Volume  suivant  ; où 
Laplace  corrige  son  premier  résultat  ). 

Calcul  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  , ayant  pour  argument 
Ev  ■+■  c'mv  +/î>  — gv  — cv. 

21.  Parmi  les  inégalités  qu’on  peut  tirer  des  trois  fonctions  II,, 
sR,  , Ri  , posées  dans  le  n.°  2 , celle-ci  mérite  une  considération 
particulière,  eu  égard  à la  petitesse  des  quantités  (a — g)* — 

(2— c)*— I — j/»‘,  E-i-c'm-hf—g  — c,  qui,  par  la  substitution  des 
valeurs  analytiques  de  g et  c montent  au  troisième  ordre.  De  sorte 
que  cette  inégalité  acquerra  , par  la  double  intégration  , un  diviseur 
de  l’ordre  de  m*  dans  l’expression  de  9nt.  Mais  cela  ne  sulEt  pas 
pour  juger  de  sa  grandeur:  car,  la  composition  même  de  l’argument 
démontre,  que  son  coef&cient  doit  être  de  la  forme, 

H désignant  un  coefficient  censé  numérique.  'Et  comme  on  a 
^ ~ o">o7^>  0“  ”®“  sta^wer  de  certain  sans  avoir  une 
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connoissance  au  moins  approchée  du  nombre  représenté  par  la  lettre 
//;  quoiqu’on  puisse,  par  induction,  regarder  comme  très  probable, 
que  ce  nombre  ne  saurait  être  assez  grand  pour  rendre  sensible  son 
produit  par  o",0';6.  Néanmoins  , pour  dissiper  les  doutes  sur  ce 
point , )e  vais  exposer  ici  le  calcul  qui  fournit , dans  Snt  , les 
termes  , de  la  forme 


H” 


H- 


//"■ 


(2— ff)*— t-»-2  (2— : 


du  coefficient  de  cette  inégalité.  Il  faut , pour  cela  , avoir  dans  du 
les  deux  premiers  termes  du  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour 
argument  gv-i-cv—Ji>  ; et  jusqu’ici , nous  n’avons  déterminé  que 
le  premier  (Voyez  p.  dya).  Mais  il  est  facile  de  trouver  le  second: 
en  voici  le  calcul. 

33.  Dans  la  page  368  , il  faut  d’abord  changer  JÎ,Ss  en 
A,3s=  — Gccoscv%/f  ^ — I — ^m'^sin/v=:—  ^2-t-^m'^esincv  -—Jv  ; 

ce  qui  fournit  l’équation 


de  laquelle  on  lire,  3s:=À'^m'-^-^m’‘^esincv—/v-,  et  par  conséquent; 


Pour  avoir  le  terme  correspondant  renferme  dans  (ds)*  on  fera 
( Voyez  p.  3o4  et  ao5  du  second  vol.  ) 

if  = — J tn^tinJv—^mA tin^Ev—Jv 

—tri  I singv-^cv CT sin  iEv—gv—cv  ; 

»t  de  là  on  tirera  ; 
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(is)‘=  cosgv-*-cv—fi>  ^«7  j|'«’-<‘(î  — î-+-|=î )"»*{• 

Ainsi  il  est  démontré  qn’on  a ; 

—7  iT=  35,Jf-t-|(Js)*=:  y/  j—  | = o)m’ 

Dans  la  page  370  on  prendra 
, —j^ecoscv=  lecoscu  ( j /»  j ; 

ce  qui  donnera  ; 

l^.ecoscv.J'R,dv=  m\eyco$gv^cv—/v  j 

et  dans  la  page  371  , on  fera 

J/f"'-i-|d«=6ccosci>X.^( — J — ^^ycosgv-yi>=—^^i-t-^m^eycosgv-t-ci>-Jl'. 
Ensuite  on  prendra 

iiî'=( — &siniEv-^ii..esiniEv — ct»)(i — ecoscv)iu=  iS.esinjEv — cv.Su^ 
ce  qui  donnera 

9E=  i5.  esin2Ev— cvy.^-^cosiEv*-gv— Ji>=—^j4'mey  singi>-^cv— Jv; 
é*  15 

— j iR ,dv=i  — mey  .cosgv-\-cv—Jv. 

En&n  , on  prendra 

« 

SR'at  c).ecos  iEv  — cv.iu=:  ^A' meycosgv  + ci'— Ji-. 

La  réunion  de  ces  parties  fournit  l'équation  (Voyez  aussi  la  page  373) 
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-- 

r i * . / 9 *5  3 . 89  1Î9  \ 1 1 

cosgv-i^cv-fv  g— = j ; 

qui  étant  multipliée  par 


donne 


iu=  cosgv~t-cv—Ji>  j“f 


33.  Cela  posé,  revenons  à notre  objet.  En  iàisant  dans  la  fonciioa 
sJ{,=  A' .AU sinjv  ; 

a«=  cosEv-^c'mv  — T”*)  cosEv-^-dmv — cv  — t”*) 

( Voyez  p.  483  du  second  Vol.  ) , on  aura 

siî,=  sinEv~t-c'nu>-*-Jl>  ^ | — 1|  w ^ 

•^sinEv’^rc'mv-^Jv—cv  A’ei'h' — ^ m^. 

La  fonction  E,-*-R,  renferme  les  deux  termes  , 

R.-*-E,=  cosEv-fc'mv  to) 

-l-C0s£’t>-4-c'OTt>  — cv  't*) 

(Voyez  p.  5og  et  5ii  du  second  vol.)  lesquels  étant  multipliés 
par  Ss—  sinjv  | , donnent 

{R,~t-R,)is=s  sinEv-^c'mv-i-Jv 

-i’SinEv-i-c'mv-t-Jv—cvA'etb'^^-t-^m^. 
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En  prenant  (Voyez  p.  Soq  , 5 10  du  second  vol.) 

R,=  sinEv-i-c'mv  — cv  1|  — ï5'”) 

et  multipliant  par  cosfv 

sinEv-^dmv-^Jv  î“lî'”) 

-^r$inEv-*-c‘mv-\-Jv — cv  jfet'b'^ — ^ — W”*)' 

La  réunion  de  ces  parties  fournit  cette  éijuation  différentielle 


<P . »j  / 9 A » 

r . ' . £ 9 9 1S\  . /4S  788  87  5»8\  ,1 

r ' y 'l»t/9.8S  S ÏS\  . . /*7S  45  105  OSSV  ,i 

smEv-vcmv+Jv-cv  Acib  j 

laquelle  étant  intégrée  , donne 

Sf=  sin  Ev  + c'mv-^-Ji)  y/'i'è*  ^ j ^ iw*  ^ 

m‘) 

sinEv-t-c'mv-*z/v—cv  ^ 

D suit  de  là  que 

3s,Ss=  cosEv-^dmv-^Jv—gv  W 

cos  Ev-*-dmv-^-Jv — gv  — cv  ^ j 

(a— c)‘— I — jin* 

Maintenant , ai  l'on  prend  ( Voyez  p.  Soy  du  second  vol.  ) 

l'om*  l Si 


4>o 
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is=  sinjv  A J— ÿTO^-t*î/n£’v-»-c'/iM'— gv  • 7^* (-“l 

•+-«/i£'v-*-c'mv— gv— cv  J— y 


on  en  tirera 


(Ji)‘=  cosEv-i-cmv-i-Jv  — gv  j— — j=9^m' { 

cosEv’irdnw-^fv—gv—cv  ; 

partant  il  est  clair  qu’on  a ; 

(•)••••  -7(:-)«r=3r.ar+|(»0-= 

cosEv-*-c'mv+Jv  — gv  ^ 

co$  Ev-^dmv-^Jv — gv — cv  Aci 
En  prenant 

R=.Aq{s,-Jfis)iucosfv—  singv—fv 

■^A  *_5;n^5//j  Ev-i-cnw-*-/\>—gv — cv. 


« 

et  faisant  dans  cette  expression 


au=  cosEv-^c'mv  t'b' — ^ m'^ cosEv-^c'mv  — cv  — 

on  aura 

R,^  sinEv-k’c'mv’^Jv'^gv 

•^•sùiEv^dinv-^Jv-^gv  — cv  — j m^. 

Maintenant  ai  l'on  fait 
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on  trouvera,  à l'aide  des  valeurs  de  iu  posées  dans  les  pages  372  , 
38o  , 4o8  ; 

— Yth'sinEv+c'mv.!lu=  sinEv-^-c'mv+Jv—gv 

sinEv-^-c'nw+/v—gv—cv  Aeé-jh' ? 

— ^t'b'sinEv — c'niv.Bu=:  ùnEv-\-dmv-\-Jv  — gv  'w ) 5 

^eîb' sinEv-k-c'mv—cv.3u=  (inEv-t-emv+Jv—gv—cv 

et  par  conséquent 

iR'^  sinEv-^c'mv'^-Jv — gv  At'yb'f^ 

tinEt>-*-c'mH’*-Ji>-^gv—ct>  Aet'yb'^—  | — ^ m ). 

En  réunissant  cette  valeur  de  9R  avec  la  précédente  de  E,,  on  aura 
pour  la  valeur  complète  de  E,  ; 

E,=  sinE^+c'fm>+yb-gu  Ai'yb‘1  (n-R=‘>)+(î|-*-Sa=T)"‘ I 
sm^u+c'/w.4->-gv-cu  Aei'yb’ }-  ( *+ 1 = «)  _ „ j 
d’où  l'on  tire 

(1)  — .—J'E,dv=s  cesEv-^-dmv-^f\>—gy  Ai'yb'^  T"*) 

ce$Ev-k’ému-t>fi — gV'^cv  ”*) 

»— f— e ■ 

Soit,  Æ,=  ^A'qs.(tJi)‘sinJv=  nA y{eu)'cosgv—/v.  En  y faisaqt 
(ait)‘=  icosEv-t-daw  "*)  > ““ra 
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i?s=  COS  Ev-^c'mv-^Jv — gv  — T”*)’ 

Maintenant  , si  l’on  fait 

tR’'  = Su  ^—^i'b'cosEv-*-c'mv  — ^t'b'cosEv  — c'nw\ 
on  en  tirera 

3i?"=  cosEv-^c'mv^Jv  — gv  | |-(si— « j • 

Donc  on  a , pour  la  valeur  complète  de  ; 

(3) .../î,=  cosEo^c-mo^fo-go  j. 

En  multipliant 

//,  = — '^l'b' sinEv  — c'mv  par  —^^^^-^simEv — gv-^-Jb , 
on  aura 

(4)  cosEv-i-c'mvi-fo—gO  |Jm). 

En  multipliant  mtcosiEv-gv-^-Jv  par 

~iJ'R,dv—  icosEv—dmv 

il  viendra 

{S)  . . . —2{^^^-i-St^J'R,dvss  oosEv-i-c'mv-*-Jv—gv  ^t'tb‘(^^my 

La  réunion  des  termes  compris  dans  les  équations  désignées  par 
(i)  , (2)  . . (5)  fournit  cette  équation  dilTérendclIe 


~DiQrif?ëd~Oy -Google 


CHAPITRE  COUPLÉHENTAIRE. 


4>  3 


-^1  — jOT*^Jlt  = 


1/  — 

\ ÏS"*"  4 18  / ^ 

,.-  ooo  .OA  03  a<  oc 

. /tâ  , 839  189  . 63  M i 

■^V4‘**6Î  16'*’64  64~  Bl/”* 


{ 75  . 76S  , 15  . ,95  , 

coi Ev-^dinv-i-Jv—gv—cv  jfei'-jb' s ^—g—c 


(1—  «)*—  > — jm* 


qui  étant  intégrée  donne 


cosEv-^c'mv-^-Jv — gv 


iu= 


cosEv-t-c'nw+Jv — gv—cv  ^ 


m «H  S 15  K 9o  t 
m -h  -^m  -f  m -h  Tsfn 


' 64 


16' 


(i  — c)’ — I — jm*  2 — g — C 


Il  suit  de  là  que 


cos  Ev-i-c'mv-i-Jv — gv 


|^=  i«(i — ecoscv)  = 


1 


cos  Ev+c'mv+fi> — gv— cv  jfei'yb‘< 


75  . 765  , 

i8'”+64'”  . 

15  .95  , \ 

T"‘-^îë"*  j 

8 

(ï— 0'— «— j"’ 

43  . 135 

83  "*  188 

Pour  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  carré  de  — on  fera  le  carré 

U| 

du  second  membre  de  l’équation 
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COÏgV— > J — y)  coxgv-t-w— > 

•^cot Ev-i-c'mv  l'i*^  f)  *^os£v+c'mv — cv  eib'^  t)  ’> 

ce  qui  don  aéra 

= cof£'»»-f-c'/nt»+/î>— gv  A'c'yb'^—^^ 

-♦•cox jG’v-*-cW-h/î>— gv— «»  Aeiyb'[— 


Ainsi  nous  avons 


■^=  “7-Mr:)’= 


41 


135 


Îc  T ^ ""  Î3"  ^ I 

T- H 5 ÎL_ — l 

^ (a-gy-i  + |m‘j 

\*  3 /'*”  ï — f— e 

cwAV+cW-»:/î>— gv— CV  Aeiyb'l  78  , 75s  , 4S  . l»s  , 

y/n-4-  JJ  /»  1*  04  ^ 


8 s 

(»-e)*— 1— j-m»  (ï— ir)*— i^jm* 


En  faisant  le  carré  dé 

— mj' R,dvwmj^ ye»tgv—j¥ — |^et'fr'cox£'v-4*c'/iiv— CM  , 
on  aura  ; 

m'  ce$Ev-i^e‘mv-^Jv—gv—ev  ^'«'76*^— 

Donc  on  a ; 

— B=s—m^J‘R,dv— 

( 18  , 08  . » 

!^v+c'jnv-f^— gv— CV  jfec*yb‘}t T*** '*'81**^  f . 
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Pour  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  produit  AB , on  fera 

A = — TCOsgv-Jv-ir^t'b'cosEv-^c'mv+'^et'b'cosEv-\-cinv  — cv  ; 

fi* — \a -tcosgv—J^-i-’^êi’h'cosEv-Jhc^mv — cv  ; 
et  de  là  on  tirera 

• • 

AB=  cos  Ev  + c'mv-¥-Ji>—gv 

■+•  cos  Ev  ■+•  dm»  +yî»  — gv  — cv>  Aei’tb'  | ^ j ) • 

Ainsi  nous  avons 


COS 


IM  . ISS  I 


C0$  i 


' 32 


d.^nt 


dv 


’i 

3-g)-_ 

fS^ 

*I3> 

45  . 

S8S  . 

3 — 

-f  — c 

48  . 

185  1 

m 

Ï6"*“  6Ï  *” 

H ~ 

8 

ym* 

-1  -►  jm* 

= 

m . 

496  , 

35\ 

Tï 

703 


' '0 

cosEvhdm-*-fv-^gv-cv  Aeifb'l 

1 T”**~*’lî”*  ^ T W 

\ a— g— c (a-cy^i-“ 

et  en  intégrant 
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3nt=s 

139 


aS.mt 


sinEi>-^cmv-¥:/v—gv—cv  N 


*>(»— g— c) 


49  t . 38Ï 


■4- 


ïï  ^ 


(»— g— e)  (ï-g)*-i-*- 


75 


766 


- ni  ^ — m 


(2—g  — cy  (-i-f-c)j(i-c)‘-i - 

Maintenant , pour  réduire  ce  coefficient  eu  nombres  on  y fera 
2— g — c=  o,oo443ii3  ; (2  — g)*— i -+-ÿ ni‘=  o,ooo3665  ; 

(2  — c)*— I — |i»*=  o,oo8583i6. 

— I » • 

Lof-  = 2,3534854  ; Log.  (2  -g—c)  = 4,7069708  j 

^ ■ 

J^o6  l(a-ê'-c)i  { = 5,7894114; 

« I 

Log-j(2-g— c)l(»— c)*-i— J/»')  j = 4,4198381  ; 
ce  qui  donnera 

>5  .m«  g , 

-—=—0,03944; 


6(a— g — c)' 

16  61 


^ — — = 0,8899  — o,o5io5=  0,8389; 


45  . 385  , 

-r"*  + -8î 


(»— 6 — c)* 


■o,o5o2 —0,0059  = — o,o56i  5 


Z!  .r.’ 

g n*-+-  gj  w» 


(2-g-o)î(2-c)*-i-5m*j 


= 0,0432  •4-0,0081=  o,o5i4- 


De  là  on  tire  la  conséquence  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
Ev-^c'mv-^-Jv—gv  — cv  est  tout-à-fait  insensible. 
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Passons  maintenant  à la  discussion  des  inégalités  dépendantes  de 
l’angle  ^ ; ce  qui  nous  fournira  le  premier  terme  du  coefficient 
de  l'inégalité  ayant  pour  argument  agv— et  complétera,  sous 
ce  rapport,  le  second  terme  de  l’inégalité  dont  l’argument  est  gv—Jv. 

a4-  En  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  i/v 
et  faisant,  pour  plus  d’uniformité,  les  formules  posées 

dans  la  page  364  se  réduisent  à celles-ci  : 


_ q , sin  ^ jy  A"  q , ûu  cos  ifv 

i— — — 5—  J /Ij  — — J 

(l-4-W)* 


„ 7(1 -s*)  (an)’ cos 

j{— ^ . 

(if  «)‘ 


Maintenant  si  l’on  fait  dans  ces  expressions  , s = s,  = y sin  gv  ; 
au=:u,=  I -t-ecoscv  — i-y’cosag’o,  on  aura  d’abord; 

A''  A** 

R,=  A' sin^Jv — j-.cs/nct'— a/v>—- j-y'sma^— ^ ; 
—J'R^dv=  y cos^-t-y.ecoscp  — a/î> 

2gv  — 2>; 


abstraction  faite  des  antres  termes. 

En  réduisant  la  valeur  de  R,  an  terme  A"  coiifv  , et  consi- 
dérant seulement  l’argument  vlJv  dans  la  valeur  de  R, , il  viendra  ; 

2/Ô  : 

d’où  l’on  conclut,  que  l’expression  de  ds  renferme  le  terme 

f yi.). 

Tomt  /.  53 


% 
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Donc  f en  introduisant  ce  terme  dans  l’équation  différentielle  en  9s 
posée  au  commencement  de  la  page  368  on  aura  l’équation 

qui  donne  3s= 7s/» Maintenant,  par  l’introduction 

de  ce  terme  et  du  précédent  dans  le  second  membre  de  l’équation 
différentielle  en  9s  on  forme  l’équation 

de  laquelle  on  tire 

3s= î 

Ce  terme  de  9s  , et  le  précédent , donnent 

3s,  Js  = — ^ 7* cos  2/e- COS 2Ev-^ 2jv. 

En  faisant  le  carré  du  binôme 

A**  8* 

^s=— ^ ysingv—2/v-i~^mf.sin2Ev~-gv 

on  aura  le  terme  (ds)*=— '^^^^cos  aZ’t»— 2gE-+-2^.  Donc 

’ 3s.as+|(as)‘= 

— Y 7* cos ^ ^ J 7* cos  2^—2fv 

— ^•^-^^\c0S2Ev-^2^—2fv-¥C0S  2Ev  — 2gV-¥':^^  . 
Actuellement , on  prendra 


7 singv  — y)  7 singv  — 2fv. 
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— R,.esincv=SY-esincv‘“iJv  \ 

Ri=—\/fcos  ^fv—\A"ecoscv  — 'ifv\ 

et  d’après  cela  on  formera  cette  équation  différentielle  ; 

<^.ïa  / 3 

(*)  jcos^  l^i  — j=— jy’|-4-coscw— ^ ^'e(n- J— |=0^/»*J 

+ C0S2gV— 2>  = + 

-t-co5  2£’p-i-2gv— ^ ^ n*^-t-cof  a£’p— afP-t-î/î» 

qui  étant  intégrée  , donne 

iü=  cos2jv  !^-^)-»-coiagp— a> 

— jcof  aJ^p+agp  — ^+cosa£’p  — agv4*a/î>|. 

De  là  et  de  l’expression  précédente  de  R,dv  on  dre  ; 

(*)  Les  deux  termes  affectés  des  ar^mens  tfv  ^ cv  se  trouvent  tussi  dans  l'éqoatiou 

différentieUe  eu  }u  donnée  par  Ltsgrange  dans  son  Mémoire  sur  l'équatioD  séculaire  de  la 
Lune  ( Vojes  p.  33  , 34 « 35  du  Tome  VU  des  Prix  de  rAcadcmio  des  Sciences  de  Paris). 

H trouvait^  comme  nous,  que  le  premier  terme  du  coefficient  de  l'ai^ument  cÿ est 

nul  \ mais  U négligeait  le  terme  • — — , qui  fait  partie  du  coefficient  de  Pargument  %fv. 

Au  reste , il  faut  remarquer  que  dans  te  cas  de  Thomogénéité  de  la  Terre , on  a ^ ^ X 

ce  qui  cbai^  notre  quantité  — j Xj,)— Ÿ j rm*s»  en  — ^W*^**» 

et  la  rend  égale  S celle  que  Lagrange  désigne  par  | » —(*  | 

(Yojres  p.  3o  et  4<  )• 
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= — a R,dvss 

CCS  Ï/Î-  ^(^mVi-/*)-4-C0S2gv-2>  |(‘_l  = o)  + (|-j=o)m  { 

•*‘—Ç^lcOS3£i>-t‘3gV  — ^-t-COS2£i>  — 3gV-t‘^l  » 

dnt=  siriTfv  + 

{«nîÆ't'-t-agv  — 2/î>+imi£'t^  — 3gv-+-a/v»  j . 

2 5.  Cherchons  maintenant  le  terme  de  la  forme  A' tn' t' cos  igv  — , 

qui  entre  dans  l’expression  de  , en  imitant  le  procédé  exposé 

depuis  le  n.°  8 )usqu’au  n."  17  de  ce  paragraphe. 

En  faisant 

R,=  ^siniEv -,  âs  = — ^"^j-h^^ysingi>—2/i’} 

R,=  \cos2Ev,  ^=-^{\-^^)lcosgv  — 2jv, 

011  obtient  l’équation  difTéreniicIle 

d*  / 3 w>  \ f}  ^ ^ ffi*/  /• 

— )°‘=  = — a/î*, 

ejui  donne  ; 

Ss=  .</'^Ç+^/7t‘^ysw2£’u-+-^  — 2/?»  ; 
et  par  conséquent 

3s,Ss=^/4"  ^Ev-t-igv—^Jir. 

Le  carré  du  binôme 

o'i=-^"(l4.”)vî/ngv-2>+(|OTH-^m*)7im2£’K-gy, 

donne 
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Donc  on  a,  — ^^^^37’=3j.ii-t-|(J5)’  = 

— ^y‘.  j^^4-pm*^coi2£’i'-i-agv- 2gv-4-^j. 

A'’ 

En  prenant  3u=  -g-f‘cos2gv — on  trouve 

iff  ——Gsin2Ev.iu=: — jiinaÆ'i'-l-agv  — ^-t-i/n2£'i>— 2gv-4-2/î'|  ; 

9 3 ( J 

iR’' = — ^C0S2Ev.iu= — ■g.^Ÿ\*^0S2Ev-i‘2gV—  lR>  + COS  2Ev — 2g-U-*-a/I>j  ; 

jcoi 2Z’w-4-2gt>  — 2f\> -^COS  2Ev — 2gV-hl/t'j  . 

En  faisant  le  produit  des  deux  fonctions 

/3  A**  ^ * 

jC0S2Ei> sV*.»»  .C0S2gV—2fv\ 

-h3m=:— 3 m* COÎ  2 7*  cos  2gV—  2fv  , 

il  viendra 

cos  2Ei> •*■  2gv  — ^ ’..^'’7*^*-*'f  =1) 
-t-cosa^o— 2gy-+-2/î>  -t- j=|^. 

La  réunion  de  ces  parties  donne 

d'.iu  / 8 

COS2£V  + 2gO-2>  ^V|-^4-(|-|-|-|^=:-^)m*} 

COS a^V-agv+l/ô  + î 

d'où  l’on  lire  en  intégrant 
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9u=r  C0S2£i>-*-2gV-z/î'  ^7*  {“  S “(ïiS*^n  = h)"**! 

C0S2Ev-2gV^2jv  = 

11  suffit  ici  de  prendre 

iR=—6simEv.iu=i  ^ / j(l_ J=o)TO^-(^-|j=-^)OT*|5m2gv-a>, 

en  observant  que  les  termes  donnés  par  (iu)‘  et  mhit  se  détruisent. 

, Donc  nous  avons  ; 


a6.  Le  produit  des  deux  fonctions 


61 


A”  -f . cos  2gv  — 2fv. 


3/»*-t-|coi  2Ev\  Js=— yyimgv— a/î>+// i£'v»-+-gv— s/I> 

donne 

R,  as  = A't  I ^ «î  + ( I + ^ ) m‘  [ smgv  - 

8 

Et  le  produit  de  R,  = ^sin2Eo  par 


donne 


-^'  = - «»ï  ( R ) 2Ev-i-sv-  2fv 


En  malûpliant  —J R^do=^cos2Ev  par 


y .n»*yîwu£’t>+gf  — a/î>* 


on  obüent 
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— 2 R,dv=  m'y  ,singv  — 7jv. 

Donc , en  réunissant  ces  parties  , il  viendra 

singv-7fv  ^"7{'n*-t*â'»’'*-(i-î|j->-i§=p)/»‘l  i 
d'où  l’on  tire 


«=  g .smgv  — 7jv. 

Mais  {(g_a)*_,_*OT*|  j parlant 

> ( * "•  / *7  . * . Ml  409\  .1  . y. 

as=  |-î-T-(iM-^M«+9S8=88i)'"  hwgv-2>j 

3f.af=  y/'/|  5+nlW+-^/»*jfm2ffV  — 2/î». 

Le  carré  du  binôme 

>f=  |»*7«/»2£’p— grv+'^^^iwi2£'u-t-gi»— 2^ , 


donne  . 

(3)  . . . . (Jf)*=S  p^"l7»*7*Ce#2gV— 2/î». 

Ainsi  il  est  clair  qu’on  a 

3s.«s+|(»s)-= 

COS2gV— 2>  + + + = 

La  fonction  /i,  posée  dans  la  page  4<7  donne 
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^5=— — ji*).(au)*coj^ 

= — ^ I •+•  y 7*  coî  2gv^  (au)*  cos  Ttjv 
——  ^'^|-»-^7‘coj  — ÿv’cof  agv^cof  -xjv 

=— ^"^|-»-^7*coî igvjcos  yjv 
= — j^A"  l'cos  2gv — 2/î». 


Cela  posé  , si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  la 
fonction  (3)-l-w»‘ | 2 .(i)-+-2.  (2)-i-(4)  } on  formera  cette  équation 
différentielle 


d V* 


■^i— |n»*^3«= 


cos  : 


/•  y./  . 1 I m / 191  1«  4ï7  . 9 1875  \ , 1 

:igW-9>  At  }-ô-Ï6-(  96‘^Ï9”M6-^Sî=76î;'”  j i 

laquelle  étant  intégrée  donne 

% y X/  ./I  ">  /187S  1 1567 \ .1 

COS2gO-2fs>  A't  (6-+-Î6  + ( 768-^4  = J • 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 


d,  ^nf 
dv 


= — 2 .iu  + m' 


m'J' R,dv  = 


y y„.(  . /1667  191  9 877\ 

C0S2gv-2/v  A y \o.m 


m 


et  par  conséquent 


9nt  = 


877  A''  y*  m* . sin  agv 
1Ï8^  ag'— a ^ 


^.^"7*nh2gv-a>. 


3, 


27.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  obtenus  dans  les  pages  383, 
384  > 3gi  et  3g5  on  en  conclura  que  la  6gure  elliptique  de  la 
Terre  introduit  dans  l’expression  de  9al  les  termes  snivans  ; — • 
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«nf=  A't\{^^’^r^myingv—Jv—\singv-^fv\ 

-t-  /fe-/  |(’)  ^singv—cv~Jv-¥-^singv+cv-i-/v—^singv  — cv-^Jv^ 

— Amrt  j (^-*-i^^sin2Ev-*-gv—Ji>-i-(^-*-^^m'jsin2Ev—gv-^-fv\ 

H-  A"  { sin  2/t,_  |^/5m  agv  - 3>  { 

•4- ^ I sin  lEv’^igv  — 2/î'-t-ima£’v— 2gv-4-a/î>|  , 

-t-  etc. 

lesquels  étant  réduits  en  nombres  donnent 

int=  6",65  swgi»— ;/î'  — o'',34«ngi’-*:/î'-+-o",oi9f/>tgv  — ci>— _/î> 

-I-  o",o  1 2 singv-i-cv+Jv  — o',  i o-jsingv  — cv'-h/p  - o’,ooç)sm  lEv-trgv  —J</ 
— o",oogsin  2Ev—gv-*-Jl>-t-o",oo5’]  .sin  2/i>— o",o3g5 sin igv^  a/v> 

■+■  etc. 

On  peut  )uger  par  là  le  peu  de  fondement  que  l’on  a,  d’estimer  la 
grandeur  des  inégalités  Lunaires  par  la  simple  connoissance  de 
l’ordre  analytique  du  coefficient  littéral.  C’est  le  coefficient  numérique 
^ qui  rend  sensible  la  prémière  de  ces  inégalités  ; mais  ce  nombre 
n’est  pas  un  de  ceux  qu’on  puisse  deviner  par  un  simple  aperçu  , 
comme  on  peut  deviner  l’existence  et  la  forme  de  l’argument. 
Toute  fois  cela  suppose  un  grand  développement  dans  les  idées 
théoriques  , puisque  Mayer  , qui  avait  établi  par  les  observations 
l’existence  de  l’équation  ù" ,0S .singv—/v , n'en  a pas  pénétré  la 
véritable  origine. 

f*)  M.'  Damoiseau  trouve  A'ey , eu  lieu  de  , pour  le  coe6Bcient  de  l’arguinent  gv  — tv  —/v 
( Voyez  p.  59a  du  Vol.  où  ta  Théorie  de  la  Lune  est  imprimée  \ Mai«  ce  coefficient 
de  M/  Damoiseau  me  parait  fautif  ; car  U obtient  dans  l’eipression  de  le  terme 
— ^A'eycos^ — ew— y»»,  tandis  que  j’ai  démontré  (Voyez  p.  371)  que  ce  terme  devient 
nul  par  la  destruclioD  mutuelle  des  parties  qui  concourent  à sa  formation.  D’ailleurs , pourquoi 
tenir  compte  de  ce  terme  et  négliger  celui  affecté  de  l’argumeDt  dont  le  coef- 

ficieot  est  six  fois  plus  grand? 

r.  I 54 
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Calcul  du  coeJficierU  de  t inégalité  Lunaire  ayant  pour  argument 
lEv  idmv  — T-fv. 

a8.  D’après  l’analyse  exposée  dans  le  7.““  paragraphe  du  5.'^ 
Chapitre  il  est  aisé  de  démontrer,  que  la  valeur  de  au=  u.-hiu, 
et  celle  de  , renferment  chacune  un  terme  affecté  de 

l’argument  lEv-tric'mv  , tel  que 

iu=  cos2Ev-*-ic’mv  > 

s'  = cos  2Ev-^2c'mv  ‘''(^'W7’-+*^'W*7‘)' 


En  effet;  l’expression  de  is  posée  dans  les  pages  204-207  du  second 
volume  donne 


2S,  is  — 

cos  2Ev-i-2c'm\> 

t" 

/ 9 . . 98  , 

{ ■*‘206'” 

7*)i 

jl 

2sin  2Ev—gv 

7 

( l'”)  X singt>-t‘2c'mv 

'27  > 

,82"*; 

2 sin  2Ev  -t-c'mv  — gv 

t 

‘7 

(— |w)  X singo-hc'nn’ 

‘vi 

' 9 > 

â m 

1.  " J 

= 

cos  2Ev-*‘2c'm\> 

£”1 

/ 27  *>  _ 27  \ 

^ Cl  2iÔ~2iü/ 

m*7*  ; 

partant  , 

on  a ; 

lî.âî-t- 

■(d$)*=:  C0S2Ev~h2c‘nW 

l 0 * m / 

‘ 1 32'”7  ■+‘^256'^2r6~32 

jm' 

•/*l  i 

9T=  3s.ds-4-|(3s)*  = 

COS  2E0  2c'mo  e"  i 

727 

43 

6î"' 

11  suffit  ici  de  prendre 


jacorc'mv  t ■+■  2 cos  2c  niv 

= cos2Ev-^2c'mv  1“  j ^ = — I j m’. 
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Produits  partiels  de  — 

^ COS  U, 

Multiplicateur  Produit 

(-*) \2^£v  + 2c'mw  c'*(  ”m‘) 

*'(  ï) î "**)• 

Produits  Partiels  de 

Multiplicateur  Produit 

( '") };“a£'p  + 2cW 

‘'(~t) j""a£'t.-^2cW  £'•( 

Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 


a cos  lEv 

( 

-î)' 

mo  e'*| 

“«6  ) 

2C0S2Ev-*-c'mv 

!)• 

mv  «'*( 

: «”•■) 

n suit  de  là 

, que 

iR  = 

sin  2Ev-i-  2c'mv  t**  ^ 

9 9 
2~ï 

--J'iRdo= 

cos2Ev-t‘2c'mv 

8"‘) 

9 

9R'= 

cos  2Ev •+•  2c'mv  t'  1 

S7  9 
8 ”î‘ 

9 1 . . 

-g  l > 

/d*  ,iu  , 

R^dvss 

cos  2Ev-*-2c'mv  •'  f— 

La  réunion 

de  ces 

parties 

donne  cette  équation  ; 
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-- 37— («-j"*  r“= 

c05  2£t^H-2c'mi»  «'*  |-4-|-|  = o)m*[  j 

de  laquelle  on  tire 

Ju=  cos  2Ev mv  • 

et  de  plus  on  voit  que,  ce  coefUcient  est  exact  jusqu’aux  quantités 
du  sixième  ordre  inclusivement. 

Cela  posé  , en  prenant 


?• 

(I  -«-«)* 


1-=  8w— = cos2.Ev-^2cmv  * (*“ïg'”7 7 ) > 

*-  is)*  ^ 

l’expression  précédente  de  /?,  donnera  ce  terme  j 

R,—  7*-4-§5 rrC y* ^ «'* sin  2Ev-i~ idmv  — a/î»  ; 

— /î?,  dv  = — ^ — P ; 7 . cos  lEv  ■+•  2cmv  — 2fK>. 

J * 'xE-^'xcm  — %f  ‘ 

S 

Relativement  à cet  argument , le  principal  terme  de  l’expression  de 
ht.  est  celui  qui  a pour  diviseur  la  petite  fraction  2E ^2c'm—2f'. 

en  conséquence,  il  suffit  de  prendre  hi=i2m'J'R,dv.  Par  la  même 

raison  , on  peut  réduire  la  valeur  de  à — ^ht-^-nCj^R^dv  et 

alors  on  a 


d.i 

dv 


jâ*t  -Z  9%  * / 27  43  \ 

2.  * Ed  J ni  t y (85“*"82^/  p,  , P 

— = — o/n  IR  dv— J — \ r — ->cos  ^Ev-^^cmv—  2jv  ; 

■'  »/  ' lE-t-  ic'm  — -xJ  ^ y 

d’où  l’on  tire  , en  intégrant  j 
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m 


««-  ac'm  — a/)* 


. sin  lEv  -4-  2c'/np  — 


En  réduisant  ce  coefficient  en  nombres  on  le  trouverait  de  quarante 
secondes.  Mais  une  circonstance , dont  nous  n’avons  pas  encore  parlé , 
le  rend  insensible.  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Pour  plus  de  sim- 
plicité , représentons  ce  terme  par  int-=G  .sin^jv  \ et  remarquons, 
que , en  réduisant  l’expression  de  iR , due  à l’action  du  Soleil 
(Voyez  p.  273  et  33i  ) au  seul  terme  iR=  — Zmint.cosiEv  , ou 
aurait  par  la  substitution  de  ce  terme  de  dnf  ; 

J/î*  = — I m G I sin{%Ev  -t-Pt»)  — sin  {vlEv  — pp)  } : 
d’où  l’on  tire  , en  prenant  i 

-fiRdv=-\  mG  j cos{iEv-^-pv)  — cos{2Ev  — Pp)  |. 

Donc  , en  considérant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens 
lEv-ài^v,  qui  ont  ponr  diviseur  la  très-petite  fraction  (a£’-t-ac'm— a/")’, 
on  formera  l’éqiiaüon  différentielle 

— (i  — I — I m’ G { cos (2£’p-*-pp)—coi(a£'p  — Pt»)  j , 
qui  donne 

du  = I cos  (a£'p  — Pt»)  — cos  (aifp  -+■  Pp)  j . 

Cela  posé , si  l’on  substitue  cette  valeur  de  du  dans  le  terme 
— GsimEv.du  , appartenant  à la  fonction  dR  (Voyez  p.  273  ) , 
on  aura 


dR  = — 3/n’G.s//>pp  ; 


et  par  conséquent 


43o  théorie  du  mouvement  de  la  lune 

H.int  O % f>  f orn^G  a 

-j^=-3i» J R,dv=—^-Y~  cospv  i 

\ 

int  = — *1™  Pv. 

Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent , on  aura 
int=:  Gji— S^jsmpv. 

En  cherchant  de  la  meme  manière  , le  troisième , le  quatrième  etc. 
terme  de  ce  coefEcient , on  voit  qu’il  donnera  la  série 

c’est-à-dire 

» . GsinB*'  Gê*sùiêi^ 

Bnt  = T =s T ÔT  i 

I 

ou  bien  , en  remplaçant  G par  sa  valeur  trouvée  plus  haut  ; 

jfi  ï /I  \ f VJ  4îï  \ • 

jfm  £ V (a3-*-32"*)  . , 

La  quantité  9/7.*  étant  très-grande  par  rapport  à (2£'-*-ac'm— , 
on  peut  écrire 

■”  * / 3 5 \ ♦ 

i/ïl=  A't't'.nt  .1  l.ij/»î£’v-t-2c'/nv  — ^ ; 

d’où  l’on  tire  , en  substituant  pour  J"  sa  valeur  •, 
int=  — ’^.sin2Ev-t-2c'nu>— 2/î>. 

Or  il  est  évident  que  ce  coefficient  est  insensible  Si  l’on  objectait, 
que  en  posant  iu  = H .cos^Vy  l’équation  iRss  — ■jsin  2 Ev.iu,  donne 
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— ^ iR.dvss  — j cos(a£'p-f-|Îp)-t-coî(î£'p— Pp)  j , 

et  par  conséquent 

iu’=—m'H\  co5(a£’p  + pv)-t-coî(i£'p  — (3p)  ] ; 

on  ferait  disparoître  la  nécessité  de  cette  considération  , en  faisant 
remarquer  que  cette  valeur  de  iu , donne 

iR  = — GsimEv  .iu=  (3n»’//— 3 m*//)  s/npp  = o. 

ig.  Lagrange  a considéré  l'inégalité  ayant  pour  argument 
a£*p+ac'/np — ^ dans  son  Mémoire  sur  l’inégalité  séculaire  de  la  Lune, 
publié  en  1776  dans  le  Tome  VII  des  Prix  de  l’Académie  des  Sciences 
de  Paris.  Mais  comme  , dans  son  analyse  ( Voyez  ce  qu’il  dit  à ce 
sujet  dans  les  pages  i3  , 31  , 44)»  d supposait  nulle  l’inclinaison 
de  l’orbite  , il  est  impossible  que  ses  résultats  soient  conformes  à 
la  vérité.  Car  tous  les  effets  principaux  de  cette  cause  perturbatrice 
disparoissent  dés  qu’on  suppose  y = o,  et  qu’on  ne  prend  pas  en 
considération  l’équation  différentielle  qui  détermine  la  perturbation  is 
de  la  tangente  de  la  latitude.  D’ailleurs  Lagrange  n’a  pas  remarqué, 
que  le  dénominateur  — ^)*  perdait  l’influence  qu’il  lui 

attribuoit  par  son  association  avec  la  quantité  g.m%  beaucoup  plus 
grande.  C’est  en  vertu  d’une  cause  semblable,  que  la  lente  variation 
séculaire  du  plan  de  l’écliptique  se  trouve  paralysée  en  s’associant 
au  mouvement  beaucoup  plus  rapide  du  noeud  de  la  Lune  , dans 
l’expression  de  la  tangente  de  la  latitude  de  ce  satellite  au-dessus 
de  l’écliptique  vraie.  Néanmoins  , ce  Mémoire  de  Lagrange  est 
précieux  sous  d’autres  rapports  , et  il  a dû  faire  germer  des  idées 
plus  heureuses  : c’est  là  , que  la  non  sphéricité  de  la  Terre  à été  , 
pour  la  première  fois  , introduite  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  Lune,  avec  une  lumineuse  élégance  analytique, 
et  il  n’y  avait  qu’à  rétablir  les  termes  dépendans  de  la  latitude  , 
pour  découvrir  aussitôt  l’inégalité  , ayant  pour  argument  /v  , qui 
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affecte  cette  coordonnée.  Mais  il  était  réservé  à Laplace  d’ajouter  , 
27  années  plus  tard,  cette  importante  remarque  au  travail  de 
Lagrange  , et  de  la  suivre  dans  ses  conséquences  par  rapport  i la 
longitude.  Au  reste,  il  n’est  pas  surprenant  si,  Lagrange  uniquement 
préoccupé  de  l’idée  d’une  équation  ayant  une  période  de  plusieurs 
milliers  d’années  , a négligé  de  chercher  dans  ses  propres  formules 
les  termes  sensibles  qu’elles  pouvaient  donner  avec  des  argumens 
dont  la  période  est  d’un  petit  nombre  d’années. 

3o.  Ce  Mémoire  de  Lagrange  offre  une  autre  particularité  que  je  ne 
puis  passer  sous  silence.  L’équation  différentielle  dont  il  donne  les 
coefficiens  dans  les  pages  34  et  35  revient  à dire  , suivant  nos  dé- 
nominations , que  l’équation  différentielle  en  9u  doit  renfermer  les 
termes  suivans  : 


<<*.*«  / 
. . V 

8 » 

I — 

COS  2£’v-4-  nc'niv 

' 9 . 

. î'” 

cos  ic'mv  — 

cv 

45  , 

-T"* 

cos  Eo-^cmv 

15  • 

, T"» 

cos  Ev  ■+■  c'ntv  — cv 

«'&*( 

— S.m° 

cos  iEv-i-Scmv 

i"b‘( 

* 

Or  il  est  démontré  dans  cet  Ouvrage , que  le  premier  et  le  cin- 
quième terme  sont  nuis  ; et  que  les  coefficiens  numériques  du 

second  , troisième,  et  quatneme,  sont  respectivement  égaux  > ~ 32  > 
<1’^0‘  Voyez  les  pages  36,  3y  , 345  de  ce  volume  , 
et  les  pages  72  , 73  du  second  volume  ). 

Ainsi  il  n’y  a pas  un  seul  de  ces  nombres  de  Lagrange  qui  soit 
exact  : et  cela  j à cause  qu’il  n’a  pas  pris  en  considération  toutes 
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leA  combinaisons  qui  concourent  à leur  formation.  Autrement,  Lagrange 
aurait  vù  que  le  terme  de  la  forme  K.m’i"""  i.E\>  + 'ic'mv  est  nul 
dans  le  développement  de  la  fonction  alors 

les  trois  parties  de  sa  formule  posée  au  bas  de  la  page  38  auraient 
cessé  d’exister  chacune  en  particulier.  Cela  donnait  de  meme  un 
résultat  nul  ; mais  sans  offrir  la  singularité  d’une  destruction  mu- 
tuelle entre  leurs  parties,  qui  avait  quelque  chose  d’étonnant  même 
pour  Lagrange  : au  point  qu’il  regardait  comme  fatalité  singulière 
(c’est  sa  phrase  V.  p.  4^  ) qui  n’était,  dans  le  fond',  qu’une  heu- 
reuse combinaison  d’erreurs  propre  à détruire  les  erreurs  commises  , 
en  empêchant  la  réalité  d'une  fausse  conséquence.  Je  regarde  plutôt 
comme  une  fatalité,  que  Lagrange  ait  cru,  par  ce  Mémoire,  pouvoir 
établir  comme  douteuse  l’accélération  du  moyen  mouvement  de  la 
Lune  , tandis  que  ses  propres  recherches  tendaient  à la  mettre  hors  de 
doute  , ainsi  que  Laplace  l’a  fait  voir  par  une  simple  rectification 
de  ses  calculs  (Voyez  la  page  sag-dSa  du  Tome  VU  déjà  cité):  et 
que  le  même  Lagrange,  huit  années  plus  tard,  soit  tombé  le  premier 
sur  la  véritable  formule  qui  contient  l’explication  de  ce  phénomène 
sans  s’en  appercevoir.  ( Voyez  ce  que  j’ai  déjà  dit  à ce  sujet  dans 
les  pages  63  et  64  de  ce  volume  ). 

3i.  Parmi  les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  i/v , celle  dont 
l’argument  est  — 2gv — cv  paroit , au  premier  coup 

d’oeil , susceptible  d’acquérir  un  coefficient  sensible  , eu  égard  à la 
petitesse  du  diviseur  3 — 2^— c— (i — c')«»-*-2(y— 1) =0,00041 26. 
Mais  , d’un  autre  côté  , si  l’on  réfléchit  que  , en  dernière  analyse  , 
on  aurait  dans  int  un  terme  de  la  forme 

^ Jr(E^-c'in^.a/— ag— t) 

{E-t-c'm-t-tf—g  — 1)‘~  ■ — jBi» 

S 

Tome  l 55 
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if  A** et'y*b*m^  , , , 

et  que  Ion  a , on  en  conclura 

qu’il  faudrait  supposer  aux  coelllciens  désignés  par  K , K'  , K"  des 
valeurs  loui-à-  fait  improbables  , pour  rendre  ce  coeiEcient  sensible. 
Ajoutez  à cela  , que  la  fonction 

Am*  A'm»  A'm» 

A c'm 1/— aff — c , _ , ^ r K 

{E-^c*m^ij — g— r)*— «i  — y — )‘— 1 

doit  se  réduire,  étant  développée  , à une  quantité  de  l’ordre  de  m'j 
et  que  , par  conséquent , ou  doit  regarder  le  coefücieut  de  cette 
inégalité  comme  ayant  pour  diviseur  une  quantité  de  l’ordre  de  la 
première  puissance  de  E-hc'ni-^u/'—if’  — c,  ainsi  que  cela  a lieu 
pour  tous  les  cas  semblables.  Au  reste , nous  pourrions  obtenir 
directement  la  valeur  approchée  de  ce  coefficient;  mais  nous  croyons 
superflu  d’exposer  ici  le  calcul  qui  établit  l’inutilité  de  sa  considération. 
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S 3- 


Des  inégalités  Lunaires  dues  à la  différence 
des  deux  hémisphères  terrestres. 

3a.  Par  des  motifs  lout-à-fait  analogues  à ceux  qui  ont  été  exposés 
au  commencement  du  paragraphe  précédent,  la  base  de  cette  recher- 
che sera  fondée  sur  les  formules  suivantes , déduites  de  celles 
données  dans  la  page  36  ; t’est-à-dirc  que  , après  avoir  fait , pour 
plus  de  simplicité 


3 3 

jS/Vu-i-3s*.îmucos’u  — g (i  fv 


on  prendra 

/?.=  7Ç 

(au)* 

^.=  <7? 

(au)* 

i(i 

7$’ 

(a»)‘ 

U*ss)^ 

(au)> 

(1  -t-M)  ‘ 

7?- 

(au)*  1 

'•  (.  )>  i (^"jsina  — ^sin’u-t-s'.sina'^sinji> 

Il  (3  — 6.f*)  >1  y*3t|  *0/'' 

^ ^ — -sin  a»cosci,co5  o,sinq/v 

15 

3 cos  U — jsin'  U cos  4)  (6  cos  u — 10  cos^  a")  s' 

I ta  . O ■ I /*'  • 81  . 1 \ . 3 . ,11 

j — jsin'j>+3.sin  a+l-j-sina—-^sin  ais  -t-jsmo.s'j  i 

— 3s*^s.sm‘ucosu.cosî/ô— |s‘^sm’<a.sm^J 


pour  les  valeurs  de  iî, , Jî.  . . qui  doivent  être  ajoutées  à celles 
posées  dans  les  pages  a65  , 266  , aCn  d’analyser  les  conséquences 
auxquelles  donne  lieu  l’introduction  de  ces  nouveaux  termes  dans 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  Lune. 


« 
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Il  est  vrai  que  cela  suppose  connue  la  valeur  du  coefficient  : 
niais  quelle  qu’elle  soit , on  sait  positivement  qu’elle  doit  être  fort 
petite.  Et  comme  ce  coefficient  se  trouve  multiplié  par  le  cube  de 

la  fraction  — = il  serait  absurde  d’attendre  des  termes  sensibles 

de  la  part  de  cette  cause  perturbatrice,  si  la  considération  des  termes 
qui  augmentent  par  les  intégrations,  ne  réclamait  pas  une  discussion 
scientifique  , propre  à faire  taire  les  doutes.  Je  conçois  a priori 
que  de  tels  doutes  n’ont  pas  de  fondement  j mais  la  complication 
du  sujet  ne  permet  pas  de  saisir  d’un  coup  d’oeil  l’ensemble  des 
circonstances  qui  les  atténuent  et  les  font  disparoître. 

Les  termes  compris  dans  les  expressions  précédentes  de  li,. . 
peuvent  être  partagés  en  trois  classes  , dont  la  première  comprend 
ceux  dépendans  de  l’angle  Ji>',  la  seconde  ceux  dépendans  de  l’angle 
et  la  troisième,  les  termes  qui  sont  fonctions  de  l’angle  .J/v.  Je 
fais  abstraction  des  termes  independans  de  l’angle  Jv , pareeque  il 
ne  peut  résulter  de  leur  existence  , qu’une  modification  insensible 
dans  le  mouvement  du  périgée  , ainsi  que  dans  les  équations  sécu- 
laires dues  à la  variation  de  l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre. 

En  réfiéebissant  sur  les  combinaisons  des  argumens,  formées  avec 
l’angle  Ji>  , on  rcconnoît  aussitôt  qu’on  aura  l’inégalité  ayant  pour 
argument  Ev-i-c'mv~-Jv-,  mais  un  raisonnement  tout-à-fait  semblable 
à celui  que  nous  avons  développé  dans  le  n.”  28  du^  précédent  démontre 
a priori  que  le  coefficient  de  cette  inégalité  doit  être  insensible. 

Les  combinaisons  formées  avec  l’angle  ojv  seraient  associées  avec 
les  argumens  de  la  latitude  ; et  cette  circonstance  , jointe  à celle  de 
l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  midiiplient  , suffit  pour 
démontrer  qu’elles  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible.  Ainsi , la 
recherche  actuelle  ne  peut  porter  que  sur  les  combinaisons  formées 
avec  l’angle  3/i'.  Or  il  est  clair , que  parmi  celles-ci , il  n’y  a que 
l’inégalité  ayant  pour  argument  3/t>  — ag'f— et» , qui  soit  susceptible 
de  faire  naître  quelques  doutes  sur  la  grandeur  absolue  du  coef- 
ficient qui  l’alfecte  dans  l’expression  de  la  longitude.  Et  ces  doutes 
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se  réduisent  à bien  peu  de  chose,  lorsqu’on  pense,  que  le  coefficient 
de  cette  inégalité  est  nécessairement  multiplié  par  la  quantité 


K^yey‘(~  \ sin'a 


et  que  la  valeur  probable  de  K^^  est  inférieure  à un  millième. 

Sans  rappeler  ici  l’analyse  déjà  donnée  à ce  sujet  (Voyez  p.  i5g.  et 
suivantes  ) , nous  allons  exposer  la  suite  des  développemens  qui 
rattachent  la  théorie  de  cette  inégalité  aux  memes  équations  différen- 
tielles , desquelles  nous  avons  tiré  les  inégalités  Lunaires  dues  à 
l’action  du  Soleil  et  à la  ligure  elliptique  de  la  Terre. 

Mais  , pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  cette  recherche , je 
plaçerai  ici,  en  forme  de  Lenime  préliminaire,  le  petit  développement, 

propre  à fournir  dans  l’expression  de  ^ le  terme  de  la  forme 
cos  ag-y  -4-  cv  cy’  ( Uni'  -h  H'  ni'  -4-  H"  m'  ) , 

dont  nous  connoissons  seulement  le  coefficient  II  ( Voyez  p.  y53 
du  second  volume  ). 

33.  Pour  cela  , remarquons  d’abord  , que  la  valeur  de  Ss  posée 
dans  la  page  88  du  3.’*"  volume  donne 

os  . / 3 . 9 , 381  , \ 

3s,3s=  cos2gv-t-cv  et  ^ -m  — . 


Maintenant,  si  l’on  suit  la  marche  tracée  depuis  la  page  i3a  jusqu’à 
la  page  i4a  du  z."''”  vol.  , on  reconnoîira  aisément  que  l’équation 
différentielle  en  5«  , dont  il  est  ici  question  doit  être  formée  par  le 
procédé  suivant. 

cos2gv-hcv  ev  C-r  ^ j-fr-OccoJcv'.  — . 

= cos7gv-hcv  ey  )• 
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Produits  partiels  de  — ^*uV*c" 
Multiplicateur  Produit 


sin 

2 

2Ev  {■ 

sin 

cos 

2gV-4-CV 

ey'l 

' 117  . 2337  ,\ 

cos 

/ 1 

— 

(agw-t-cv) 

bl  ,\ 
. 64'") 

sin 

2 

cos 

2Ev-*-cv  e^fl— 

1 

2gV  + CV 

' 0 

gW- 

183  . 9 

' 38  "*  8 

siti 

^<0, 

2Ev  — cv 

•)-l 

— 

(2gV-4-Cv) 

ey*^ 

' ® 

, 3 J 

► 

sin 

2 

cos 

2Ev—2gV  7*^- 

-D-l 

— 

(2^-*-Cl») 

e/( 

le'”  ) 

1 

sut 

2 

cos 

2Æ’v-4-2g'V  7*^-| 

2gVH-CV 

ey‘( 

45 

-îê'"- 

sin 

2 

C05 

a£'v — 2g't»  — cv 

<>■(¥) 

— 

\ >/*5 

0 ^(t 

sin 

2 

COf 

2Ev-^r  2gV-^-CV 

-■(¥) 

— 

j 

4-CV 

./IS 

<7  (t 

nC). 

•.  — (2V  — 

Wj*  COJ  ' 

2V'): 

= 

9 / 

8837 

188  0 

771 

45  15 

1170  \ , 

fO/ 

2gv  -V-  cv  ey*  j 

2â6 

88  8 

64  ■*■55"’"  4 “ 

= - 256  )"‘ 

-(agv4-cv)  = f 1^-. 


Le  produit  des  deux  termes 

— ("»)  X sin7Ev-~2gv-cv  ev*(-^m) 

donne 

^ [ C"'  “')’  co"  ( - 2k') ] = ag'P -t-CK  ey-  ^ m*  ) . 

Mais  cette  même  fonctioa  renferme  les  deux  termes 
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CP  e(— ï-m)  + v(-Ï6'«  ) 


489 


(Voyez  pages  280  et  281  «lu  second  vol.).  Donc,  en  faisant  le 
produit  par  |-t-2C0îCV>  e(— 8)  ■+■  2C0S2gv  il  viendra 


, oT(a' «')*""  (2P-2P')1 

3 L.V  y cos  ' sm  . a ( 27  2y  4a  99  j . 

-Ç = „,agv+cp  cy 


11  suit  de  là  que , 

% ry n , » | 9 / 1179  o2a  99 S97a \ ai 

m=  R=  stn2gv+ci>  cy  + ; 

-J' R.dv=i  cos2gv-^-cv  ey*jlm-~m‘j. 

Le  produit  de  coscv  P^*‘  i'/'  2gv  , donne 

./3  \ rr>  J ./  135  3177  >\ 

— 2 COS  2gv  7 I ^ W /f, ap  = COS  agv-t-cv  ey  ( — -g^  — *158  ^ )• 


La  fonction  -jj—  renferme  les  trois  termes  ( V^oyez  la  page  i88  du 
second  volume  ) 


COS  2gV-hCV 

ey* 

COS  igis 

v‘< 

r 27  887 

^ 61  250  ' 

COS  C\f 

«( 

f 135  1557 

( 82  "*  128 

lesquels  étant  multipliés  par  u,  = i+ecoscp  — ^cos7gv,  donnent 

. .(/27  27  . 13»  27\  . /1179  887  . 1557  981\  ,i 

iR  — COS  2gV-^CV  ey  |(2S6~128"’"2S6~6ï)'”"^(l02l""512‘‘"lü24~512/"*  !' 

En  multipliant  — ^ = esincv—^y‘ sin2gv  par 
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D f M lOS»  ,\  ./  » . 177 

R,=  stncv  el  — -g-TO jSj"”*  j ■*"  V ) 

(Voyez  page  i3g  du  second  volume)  on  aura 

t-t  l(gj-8i  = -8)«-(ï28  + l^  = w}"*  I- 

Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 

./  9 sais  A 

I cos  îgv  + o>  et  ( îë"*-*- sîT"*  ) 


a sin  SiEv 


( D- 


COSigV-t-CV 

*(”î  ) {c0î3gV-+-CU  C7*(-  I TO*) 

‘(-\)----\c0S2gv-^cv  e^'{^  ^m’) 
y'(  I ) |co52gv-l-cv  ey*(— 

isin2Ev  — 2gv—‘Cv  |cos3gv-hcv 

a«V»2£'i>-H3gv-i-<v  - jco* 3gt»-»-cv  e7*(— 


isiniEv  — cv 
2sin2Ev>-i-cv 
isiniEv  — igv 


• dv 


cof2gv-4-cv  ey  g— g — jj=— m j 
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Produits  partiels  de  — a ^ -t-  ^ J' 

Multiplicateur  Produit 


a cos  %Ev 


i-i)-: 


cos  2gV-*-CV 

ni 

l„-] 

> 

COS  2gV  + CV 

n'{ 

SI»-) 

1 

COS  2gV-*-CO 

n'( 

T"*  ) 

1 

3 

69 

2 m*\ 

COS  agv -t- CO 

’6l 

"*-*■16) 

./ 

13 

15 

. 11  . 

cos  2gV-»-CV 

^ y-  -m-t- 

, / 

43  .\ 

cos  2gV-*-CV 

l-T "*  ; 

1 

COS  2gV  + CV 

< 

I. 

icosiEv — cv  8 ^ 

TLCOSiEv-^cv  e^l— i/n^ 

ücosiEsf^ngsf  ’i  ““ââ'^ 

1 cos  %Ev  — agv  — cv  e-/*  ^ ^ ) 
aeof  a£'p+ago-t-cp  ey*^ 

- =*  = 

cosa^.cPcy*|-(»^-4;)..(|^||^«^«^Vf^ 

En  réunissant  ces  différentes  parties  on  formera  cette  équation  dif- 
férentielle ; 


dy . Îm 


•(i  — |m’^Ju  = 


cos2gv>-t-CP  r/ 


f /*  3 8\  , / 9.3  18S  . 57  9 . 9 38  44I\ 

,)  (.2  4“4/'“^\  le'^aa  83 ■‘"ëî  8"^ te  i«“  'î¥^"‘ 

/ 881  8 1225  8177  981  809  883  W 

■\  64  ■•■2“  128  Ï2S‘*"S12  82  512*^  64  “ '556  /'” 

d’où  l’on  tire,  en  multipliant  par  — |/ra’^  ; 

s . ( 8 . 441  I /97S9  . 9 9903\  ,1 

a«=  C0S2gV  + CW  cy  Î8j'«-5n'”-(2W8-»-Î2g  = 2Ô48)'”  !• 


2'omt  2 


56 
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Cette  même  fonction  renferme  le  terme  cosigv 

( Voyez  p.  336  du  3.“^  Volume  ) : Donc  , le  produit  de  Jn  par 
— =i  — ecosc9,  donne 

IA.  ’ 


) U 


COS  2gv^cv  ey 


/«  1 5\  . /441  S 4!7\  J 

\85  4~  Vsh  Sl~suj'”  I 


I /98«8  ^_8«7\  , 

[ ^2048  2S6“2018^"* 


./  t . 8 , 177 

C0S7gv  y î"»-32"*“Ï28"*7- 


Le  terme  aifecié  de  l’argument  2gv-t-cv  qui  entre  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  4*(^)  composé  des  parties  suivantes  : 


Produits  partiels  de 


Argument 


Produit 


2 cos  2Ev  ^ 2 . y 7«’^  , 


./  89  , 77*  , 247  A 

COS  2gv-t-cv  ey  j#/»  — ëî "»  “Te  '^  ) 

cos2gv-*-cv  ey‘^ — R"**) 

2C0îï£'v— cv  j cos  agu-f-cv  ey'^  T ^ 

acos  2£v-»-ct7  e(  — jW g-w  1...  j coî  2gv-f•c^>  ey  (~  jj"»  — gç'» +j5gw*  )• 

Donc  , en  prenant  aussi  le  terme  affecté  de  l'argument  2gv  dans  la 
page  338  du  3.““  Vol.  , on  a; 


cos  2gV-i-CV 


cos  2gV 


45 


1851 


82  "*  128 

8 I 7 , 

m - jg  m* 


) 

)■ 


Cela  posé,  rien  ne  manque  , pour  pouvoir  développer  nos  fonctions 
d’une  manière  conforme  au  but  de  cette  recherche. 
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Calcul  du  coefficient  de  P inégalité  Lunaire  , ayant  pour  argument 

3/î>— agp — cv. 

34-  Soit  G = ^sin’a , et 

n 8 Gq.{au)*cos3/%'  n 3 Gq{9tu)* sin 

«.=-î- ^ » ^»==î--‘; J— i 

( I -*-«)  * ( I •♦•«)  » 

_ Gy(i— 

Xlj — , 

(!+«)• 

Gomme  il  suiTit  de  prendre  (i-t-w)  ’ = i— jf*;  (i+«)  * = i — j.r*, 
on  peut  réduire  ces  expressions  à celles-ci  ; 

7?.=  G17  ; s/îi= j.G<7s(aM)’sm5A’ J 

î‘^  (a«)‘«V»^, 

Eu  y faisant  d’abord , s=ss,=ysingvi  au=u,=  i -t-ecoscu — ^cosogv, 

« 

ou  aura  ; 

u'=  1 4-aecoîCu  — ÿ7*cos  agv  — jey'coî agv-t- eu  ; 

/ 3 SI  . 3 8 /Î1  8 15\  . 

(-Ï  + T^.)“.  =-î-îeco*^^‘'-(ï6-î  = Î6)v 

(21  8 0 \ , 
î8-Ï5=s)^7  C0S2gv+cu; 

(-  I y f .*)  — I - 3 e coi  eu  — ( ” — I = ^ ) 7*  cof  agu 

- (S- î 

% 

|.Î,U,*=  j-/singv*-\eysingv-t-cv  i 
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R,  = — Gq  j|cOJ^-4-|-eC0*^-Ci'-4-|^7*CO4^—  2gV-4-^ev*C0f^-2gV-Cvjj 
j/ï,=  Gy  {|ycoi 3/î»— gy -4-|-<r/coi gy  — CW  j ; 
lï.=—Gq  j sinZfv-^eiin'itfv  -cw-t-JlyV/i^— 2gw-t-|^e7’ii/i^—  2gy-cvj . 

Mais  , pour  avoir  egard  aux  termes  dûs  à l’action  du  Soleil  , il  faut 
changer  au  en  u,-*-Ju,  s en  f.-i-Js  j et  alors  on  a; 

sR^=\Gq  jn-2^-+-(^)  \ s.u' sin3fv-^-\Gqis{u,-i-iuy sinyv  -, 

Maintenant , il  faudra  faire  dans  ces  expressions 


cos  igv 

v’{  "‘*+(ll-â  = 

= o)m’-| 

nn 

^ 64 

45  507  \ 

ÎH~256/ 

n%  J 

cos  2gW-|-CW 

j /81«7  IRSl 
l \tü2i"**sia“ 

12189 

■■ÜBl"  7"* 

i 

cos  iLv 

( * 

cos  iEv  — cv 

/ 1!  857  A 

n T"*+le'”; 

cosiEv-*"Cv 

n“4"*“  8-"‘  ) 

cos  lEv-^  2gW 

cos  %Ev  -t-  2gV 

■/(  f-*)  . 

« 

cos  iEv  — 2gW  — CW 

) 

C0S2Ev-i-2gV  + C0 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


445 


3^-,-3(^)*= 

cos  2gV 

/I 

8 . /9  9 9 

2 "*■*■^16  S3~IB 

cos  3gV-4-Cl> 

n‘{ 

^”■82"*  / 

COS  iEv  — cv 

‘i 

' tS  . 771  ,\ 

cos  iEv-i-cv 

' 27  . 99  , \ 

-T'”-ï6«; 

cos  2E0  — 2gV 

/( 

<9  m ,\ 

cos  2Ev-i-agv 

y{ 

r 8 ,\ 
^ 4-"») 

cos  aEv  — ïgv  — cv 

n'{ 

< 117  2887 

[ 6Î  256  "*  / 

cos  2£'v-I-2gV-+-CV 

n'{ 

^ 64'”  )' 

25,35 -H  (35)*  = 

cos  2gV-+-CV 

< 

m— jm— JJ  m ^ 

cos  aEv — 2gv 

A 

g/n  + gj/7»  ) 

cos  aEv — ago—cv 

ey‘(- 

-8  m*)  ; 

(it.-l-3M)*=  1 -H2ecoia' 

■+•  cos  aEv  ( 

•+■  COS  iEv+cv  e^- 

I -»-3eco*cp  -*•  COS2EV  ^ 
cos  2Ev-i~cv  e ^ 


®*î  J. 


î . m*-4-  Y 


■î  24W 


9.m'- 


53 

24' 

10 


■ m 


:tn- 


129. 
' 16 


m 


21  578  \ . 

6Î~128^"* 


) 

)■’ 

) 

)■> 
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I 2S,  Jî  -4-  (Js)*  j (u,  -♦-  d«)‘  = 

f 8 > . i\ 

cos  2g\t 

7*1 

COS  2gV-i-CV 

e/| 

1 . /3  3 27\  1 /I27  , 8 

1 "*  "(s  •^6î=6î)'”  “(35  ■^*■*'2»“ 

COS  2Ev—  2gV 

v*( 

COS  iEv—  2gV  — 

Cl»  c-/’  j 

a=  — J 

1 2S,is-\-(is)'  1 

COS  2gV 

7’ 

j 16»l-t-^gj  + gjS=  jlT»  j 

COS  2gV  + CV 

ef\ 

("•■) 

COS  2Ev  — 2gV 

vM 

C0S2Ev-2S^-CV  + î 

ce  qui  donnera  les  termes  suivans 
Produits  partiels  de  (- 


Multiplicateur 


Produit 


2cos^  ^_*y.. 


cos3fv  — 2gv  |f»*^ 

jcos2£’v»  + 3>-2gv-^  e^'[ 

C0$iEv—‘^-iT2gi>-^>W 


81 

250 


‘•) 
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Ieo»  3/î»  — 2gv  — cv  ef  (--  | w*-t-  ^ /«•) 

C0i2Æ'p-+-^— Sgv  — CP 

COSiEv — ^H-2gV-»-CP  cy*^ — 

2COs3Jv  — igv  y’(— H)...  jc0S2£'p+^-2gp-cp 

^ . I 2i.  -I-  ( J«)’  j (m.  -+■  Jm)‘  cos  i/v  = . 

,/ÎI  . 567  , 3S801  ,\ 

COs3Jv-2gV-CV  nr  (î6'»-iü2Î«--ÎU»iii"‘*) 

cof  2i?p-t*4^— 2gv— CP 

Produits  partiels  de 


Multiplicateur  Produit 

sinyv—2gv  y’(-  |m*) 

sin  Ifv  — 2^p  —CP  c f ^ ^ ) 

s»>i2£'p+^  — 2gv  — CP  ey*(  + 

SW2£'p— ^ + 2g'P-t-CP 

isinZfv — 2gv  — CP  cy‘^ — | 

sm2£’pH-^— 2g^p— CP 

îin  2^p— d/p-t-ag'p+cp  cy’ ^ 

2sinifv-2gv  y*(— 5I)...  jsi«2£’p-t-^— 2gp-cp  ey‘(-|^/n-‘j^*/7>‘) 


2sin3Jv  (— j) 
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^ { a5,ds-+-(âs)*  I = 

sin  ijv  — 2gv  — cv  C7*  ^ y TO*  ^ 

O jt  * / $^43  t \ 

stn2Ev-*-^~igv-cv  ey  (ïm'»— jïî  « )■ 

Produits  partiels  de  a y + 

Multiplicateur  Produit 

cosa£’i>+^— gv— cv  e-/^ 
cos2Ev—3Jv-t-gv-*-cv 

C0S2Ev-h^—gv—Ci>ey^  §'”*) 
cos2Ev-yv-i-gv-i-cv  ey^ 


2C0$3Jv-gv—cv  ey(^) 


2C0S^  — gV 


,(â)... 


Produits  partiels  de  ds(u,-»>^)‘ 


Multiplicateur  Produit 

isingv-k-cv 
sin2Ev—gv 

sin2Ev—gv  — cv  ey^—t.m‘^ 

2C0SCV  e(  I ) jsmai’v— gv  — cv  cy(  î'»-»"»"*’) 

2C0S2Ev  (m*) js/ngv-A-cv  ey^  8.m*\ 


acosa£'v+cv  e(— j sj>igv  + cv  «7(^'»'+î|5'»'— ^m‘). 


I 
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is  («,-♦- Ja)*= 

smgv^^rCv 

sin  lEv—gv 

7l 

simEv  — gv^cv 

[ Jw-(8-à=l)'«1  ; 

3s  (u,  îk)*  . sin  Zf\> = 

cos3fv-gv-ci^  e7{- 

(9  S79  \ 

— gj/n-i- jgj/re*  j. 

Il  suit  de  là,  que  les  valeurs  précédentes  de  Ji,,  R^,  sR^  renferment 
ces  termes;  savoir 


R, 


cos  ^ 

(-i) 

1 

cos'y'\>—cv 

» 

cos  3fv  — 2gv 

% ( lo  8 • \ 

V hiSi-s'”  ) 

cos  3/î>  — 2gv  — 

I * ./ts  .St  3 185\  . /ISÎl  567  387' 

.1  16"*'Vl»8'*‘l6  S“128j'”'**^2iM5  10îl~ÏÔî5. 
et»  ev  < 

)./’ 38567  .69  3S801  25Î03  \ , 

MV  8192  "^ëî  lÔSO 8192^"* 

cos2Ev-^3fv— 2gv—cv  ey*j 

r /tt7  63  9 22s  9 \ 

1 \2S6"*'t28  ël  2S6~  128 ^ 

1/2837  183  3853  1953  1173  \ , 

U«24'*'255'~ni2Î“  512  256  ^ 

cos2Ev-3/v^2gv^cv  ey'\ 

Tome  /.  57 
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(0  . . . . 

Rs 

• • Cy  = 

sin  3Jv 

1 

(-) 

sin  3f^  — 

cv 

c 

H) 

sin  3Jv  — 

2gV 

7* 

(-ü-î"*-! 

> 

sin3fv-2gi>-cv 


tin  2Ev-t-^v—agv—cv 


/m  675  87  117  171  \ 

\ïa“3Î6-6i’*‘ïl8=“5S8^  "* 

/88S7  54»  11565  8848  18881  \ . 

V 5Ï5“^iS6“  ïwT—sîï lüâïj"* 


sin2£v-3fv-^2gv-*-cv  «7*  j-]^-+-^=— ilgj /n’. 


c«] 


cos^—gv 

cos3fv—gv—cv 


cos  2Ev-3Jv-^gv-*-cv 


cos  aEo-^-^/v—gv—cv 


A ;-) 

‘'^  1 (64  8— üj'”''‘(î8“Ï88  — rS»)"*  f 
(ëî  64  — 16/”**‘V258‘*‘8'**âS6==ïî8)'”  !• 


35.  Avant  d intégrer  l’expression  précédente  de  /î,,  il  faut  observer 
que  nos  valeurs  analytiques  de  c et  g'  donnent 

•r 

■) 

4 ^ \ 


1539  . 

9S029  J 

4407059 

82  "* 

■siT  — 

6144  ' 

9689  . 

S6S553  , 

394813449 

-gr/n+ 

256 

12288  ' 

m 
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et  que  par  conséquent  cette  série  est  divergente  , lorsque 
D’après  cela,  nous  ferons  ^=(3  — ag— c)  et  nous  retiendrons 
la  constante  x jusqu’à  la  fin  du  calcul  ; cependant , il  ne  faudra 
pas  perdre  de  vue  que  nous  regardons  le  produit  to*(3— ag— c)~' , 
comme  quantité  de  l’ordre  zéro. 

Cela  posé  , si  l’on  prend  i } 

[If-  c)  =f— (^— 2g) 

et  si  l’on  fait 

”""ia  ÏÎ8”*  » 

on  aura 


. . 

sin^/v 

( 

{ i) 

sin^  — 

cv 

e 

( î-â--) 

sin  ZJv  — 

agv 

r 

1 M-(I-S=S)»'I 

iin  ^ — 

2gV- 

CV 

^•( 

( S) 

sin  a£’v-+-^— 

■2gV  — CV 

ey‘\ 

256'”'*"\  512  ■*"256  “ 612  / ^”  } 

sin  2Ev  - 

+ 

PO» 

1 

agv»  ■4-0' 

ey'i 

83  ,\ 

En  multipliant 

cette  in 

tégrale  par  ( Voyez  p.  1 26  du  vol.  3 ). 

— ^^:^ecoscv=  a^|m*^ccofa> 

il  viendra 

(^)  • • • • sinifv~cv  «d»»’) 

ij«^-agv-cp  ey*(g|'»’); 
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et  èn  la  multipliant  par  ( Voyez  p.  ig4  du  3.““  vol.  ) 


2C0S2gV  + 2C0S2gV 

ira 

(4) —2C0S2gv  7*(|-+-p)y/î,di»= 

sin3Jv-2gv  7*(^4.|to*) 

sin3fu-2gv-.cv  <7*jB-*-(s-^6=5S)"»1- 
Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 


2 COS  2gV 


V*  (-!'”*) 


sin3/v  — 2gv  7*^— 

sm^— 2gv  — ct>  «y’(— 


2C0S2gv-^-cv  \sin3/v—2gv—cv  e7*(— 

Multiplicateur  ....  2C0S2Ev  8.»»*— 
j sin2Ev  + 3fv-2gv-cv 

^ sin2Ev—3Jv-^-2gv-*-cv  ey'x^  îg ~ÎS 5i "* ) 
Multiplicateur  Produit 

2cos2Ev—cv  y'”*) — }sm2£’i>+^— 2gv— cp  ^7’^  W 

acosapp  + cp  e(  5 /n’)....  jsinaPp— 3/p+2gp+cp  C7‘(— 

acosaPp— 2gv  /*(]^'»-^'»‘)...{fm2£'p+^— agv— cp 
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2C0S2Ev’t‘2gv  7*^— ^sin2Ev—^’^2gv-¥cv  ey’^  H™*) 
2cos2Ev — agv — ci>  «7*^8./»’^..  j — agv — cv  ey*^  î ”**) 
acosa£'p-t-agv-f-cv  ey'(^m‘^..^sin2Ev—^-*-2gv-*-cv  ey*(— 

La  réunion  de  ces  produits  partiels  donne 

• • (5).... 

sin?^v  — 2gv 
sin  i/v  — 2gv  — cv 


s 

~~G 

/ rf» . ïu 

7’l 

(■"S"* 

) 

^ » ' 

f » 

8 

3 ) 

«7  ; 

1 16 

Î6*-!} 

f 9 

/ÎM 

( 6Ï- 

ey* 

/ 

37 

37 

— 3j/n 

1 / 75  45  15  ie6\ 

K iî‘*'61  1#“  64  )"*  I 

} 

/S7  S7  405  ,\  ( 

■*‘^(î6'^35'”“ïa'”  ) } 

En  ajoutant  à l’expression  précédente  de  E,  les  deux  termes 

tr  . or  > i / 63  9 45  \ /183  63  419\  >1 

C0S2Ev-^Zfv  2gv  7 I (jjg  64~n8/'”'*‘(i5S'^S13~SÏ5)'”  1 
C0S2EV — 3/v'-+-agfw  7”^ — s”**) 

et  multipliant  ensuite  par 

rfu.  /I  8 . ./I  8 

—j;t=  + 2Sirt2gv  7^_j_jjm  ) 


on  aura 
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(6)  . . 

Rt  du, 

G q "3^ 

s/»^  — CW 

Cl 

( |-®"*‘) 

sin^^2gv—cv 

«7*1 

[ / 15  8 8 \ 

1 V65”*I6  = 6Î;- 

sin^—  2gv 

/I 

[-H-H"*') 

sm  2 j5'w -4- ^ — 2gV — CW 

«7*1 

Si»  2^W  — ^ 4*  2gv +CW 

«7*( 

[“M"**)’ 

Produits  partiels  de  — 
Multiplicateur 


Produit 


^ \ 2 ^ / * *•  * j 

* sin^—2gv—-cv 


2 sin  2gv 

:i5m2gv-^cv  jsm^— 2^i^— w 


y 

«7 

«7 


•( 

•( 

■( 


3 

g-"») 

8 


g 

27 


m 


/ m V \sin2£v-t-^—2gv-~cv  ey*(— 

^sin2E^  ( ^ 

[ f m 2Z’^> — ^-h  2gv>-t-cp  cy* 

2Sin2Ev  — CV  ...  I s/w2£’v-I-^/v»— 2gv — et»  «7*^— 

2 s//i  2Z’i>  -f.  cy  e ...  I sin2Ev—  3/î> -♦»  2gv4- cy*  ^ 

2si7i2Ev-2gv  /(-^/w*)...jsm2£’p+^p-2gt;-w  cy*( 
2sin2Ev-h2gv  y*^  5'^‘^...|^W2jE'ç>—^4-2gv-t-ct^cy*^- 

2Sin2Ev-2gV—CV  Cy*^|i7»H-^m»^  j5/7i2Z'v+^-2gV-CV  Cy*^- 
2s//î2£’i»-H2gv4-cv  ey*(-^ w‘)..  jsw2£’v»-.^+2^+c(;  ey*( 


•) 

a-»‘) 

225  2295  , 

512'”  "'2W8* 


225 

612 

9 


■) 

SI"*') 

n"*') 


9 2313  , 

"82'”~iüîî'” 

75  A 
558^  > 
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La  réunion  de  ces  produits  partiels  donne 


(7)  • ■ 

• • 

R,  zl.ïu 

’ ' G~q’~d7~ 

sîn3/v’^ 

2^P 

[ l'»') 

sinZ/v  — 

2gP  — 

/ 

CP 

cy‘| 

1 8 27  128 1 . 

[ f "*“256""256f 

r 

/22S  9 869  \ 

sin  2^P-4*3/Î>  — 2gV— CP 

ey*j 

1 Vs12"*"32“"512/ 

1 / 9 2295  9 2818 

7785  \ : 

( 

64  ' 1024 

“ 2048  / "* 

5//12£'p— 

•2gP-4-CP 

«7*1 

1 9 .225  8 75  9 ) . 

\ 16"*“512  Î5“*"256  512(.'” 

36.  En  multipliant  la  valeur  de  Jt,  par 


on  aura 


ds,_^  / 1 8 .\ 


fai  ...  . 

_ R,  ds^_ 

L^j  .... 

Gq'  dv 

COS^’—gV 

y 

(l+ê"**) 

COS^V — gp  — CP 

eyi 

(j  + Sl"»  5sS"*~1024"^') 

Produits  partiels  de  — 


Multiplicateur 


Produit 


(•)  2 cosgv-{-cv  ey  j cos^v—gv—cv 

2coszEv-gv  7.(— jcosaiS’p+^-g^v-cv 


(*)  Voyez  p.  88  du  3.**“*  vol. 
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cos^—gv—cv 
cos2£v-t‘^—gv—cv  cy*( 

Le  produit  de  (Voyez  p.  276  de  ce  yoL  et  la  page  184  du  3.““  vol.) 
— 2Py5ingv=:  2singv 

P"  ~"Z'q  f î 


C4] 

cosifv—gv 


3>-gv-cv  nr  {-  â'”*-»-S"*’+(5-ï5+^8=irâ) I 

Produits  partiels  de  — A 
Multiplicateur  Produit 

2SingV  + CV  jcOf  ^-gV -W  ev(|TO’— 

2sm2Ev—gvi(^m''^ |coî2£’t»+^— gi>— cv  ey*^— 

C5] ■ 

cos^-go-cv  c-/( 

cos2Ev-i-yv—SV—cv 
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37.  Malnienaat  , si  l’on  nomme  S la  somme  des  termes  compris 
dans  la  fonction  et  U la  somme  des 

termes  renfermés  dans  la  fonction 


(i)^2.(2)-4-(3)  . . . -4-(7)}, 


on  aura 


S= 


cos^—gv 


27  9 


9 3 \ 

U 

82  "“32/ 

Y®-- 

3 8 9 

Vsî 

4 16' 

. 27 

9 135  \ 

'^128  32  “"612  y 

cos3fv  — gv^cv  — 

I.  /5048  819  . 381  . 819  381  _ 6681  \_6 

1024  “‘"128  "^512  Î28“2048/'^‘ 

cos2£,;^3fv^gv^cv  j j 

cos2£\>  — ^v-i-gi>^cv  ^^<7cv(— P "**■+•  ; 


sin  3/î» 
sin  3/i>  — cv 

sin  ^ — 2gv  Gqy' 
sin  3/i>  — 2gv  — cv 


1/3  3.3  3\./3  9 9 3\.» 

^^1(4  2‘*'8““  8/'”"‘’\8  32  32”  16/"*  1 

(l6  16*‘"l6  10““®)"* 

_.^/G9  8^3  8 9 ^3  105\  . 

1 5?  “•  4 5 ÏÏ  " 6l  f = 64  ; 

! / 9 51  8 81  \ , 

j 2 fia: -4-^32  32  "‘"64“"  64)"* 

) /il!  88  _ 689\ 

l“‘"\04 ’‘'C4“‘"2ô6  î"‘“256  256”  256/"*  ] 


Tome  I 


SB 
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sia  1 Ev  — 2gv-*-cv  G<jef  . 


/ *7  27 

403 

xm  1 

■**128 

171  9 

43 

Vlî8‘ 

2S6'*‘m 

836 

/1191 

J2881  1977 

429 

\2ô6 

“mï'^812’ 

”1024' 

405  , 

X m‘ 

Vl6'**82'" 

ÎIS'” 

( * 

88  .16» 

8 

Aiî« 

■*’lS6'^6r‘+' 

13M«\ 


I^a  fonction  désignée  par  5 fournit  les  termes,  que  les  trois  fonctions 
il, , Jli  , sR, , posées  dans  le  n.°  34  > introduisent  dans  le  second 
iiicmbre  de  l’équation. différentielle  en  Jr  ; et  la  fonction  U,  donne 
les  termes  que  les  mêmes  fonctions  introduisent  dans  le  second 
membre  de  l'équation  différendelle  en  9u. 

38.  11  suit  de  là  , que  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité  ; 


6«8t  , 

lins'" 


on  a ^ 

3s=  cos^v—gv  Cçy(^  Y gv— co  fy  ); 

3s.ôs=  sin^v  — 2gv  G<7v*(— + ago— ct>  Gycv’ (— 1|5"^ ) ; 


abstraction  faite  des  autres  termes  ; lesquels  seraient  incomplets  , 
ji’ayant  pas  encore  considéré  les  termes  , que  la  ligure  de  la  Terre 
fait  naître  dans  le  développement  de  l’expression  de  iR'  , due  à 
l’action  du  Soleil.  Par  le  même  motif,  la  valeur  de  p"  est  incom- 
plète ; mais  son  premier  terme  est  exact  ; et  pour  le  moment , il 
suffit  de  savoir  , que  la  quantité  Çi''y  doit  être  traitée  comme  étant 
de  l’ordre  zéro. 

En  réunissant  cette  valeur  de  3s, Ss  à la  précédente  de  U , on 
pourra  former  cette  équation  en  3u  j 
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d* . 5m 
’ dv* 


sinyv 

-4- sin ZJv  — îg'p  Gq'i'  | -♦- sin^--2gv-~cv  Gqef  (ip'x-lrr)! 

d’où  Ton  tire  en  intégrant , et  faisant 

5a=s  sinSJv  "*■ 

-*-5ira^— 2gp  G^7*^  î ) "**  CW  GqeŸ{^  K'^: 


Le  produit  de  cette  valeur  de  iu  par  — =1— ecoscw  , donne 

-4-sm^— 2gw  î ) *♦“  siny'^  — 2gy ^ cv  Gqef{K')j 

où  A"=A'-|. 

39.  Revenons  maintenant  à l’équation  différentielle  en  ^s.  En 
prenant  seulement  , nous  aurons  , pour  résultat  de  la  pre- 

mière approximation  j 


às—  cos^fv—gv—cv  Gqe^(^yy^  ^'l^-sinyv-^gv^cv  Gqei{jyy 
Donc,  en  prenant  A,  = |sm2Aw,  Aj  = |c052Aw,  il  viendra 


<P.5i 

dv^ 


(n-|m*)5s  = 


= C0S2Ev-‘^fv-¥gV’^‘CV 


Gvey(|m>)  j 


et  par  conséquent  3 


460 


THtOniE  DU  mouvement  de  la  lune 


3s=  cos  2Ev~m^^gV^CV  ^ 

Ce  terme  de  3s  donne 

çcos2Ev.3s-'\sin2Ev.'^=  cos^v~^gv—cv  G?r/(— pm/)- 

En  le  réunissant  avec  le  correspondant  qui  entre  dans  l’expresiion 
de  S , on  aura , en  négligeant  les  termes  multipliés  par  m*  ; 

“^'"(‘•♦■1"*’)**^  gV  — cv  G^evdm  — p/n>); 

d’où  l’on  tire  5 

3ssm  cos^—gv—cv  G<fn(jy^^^myy 
Il  suit  de  là  , que 

il* . îx  / 8 »\  5,  3 tp  \ 3 • «-•  fi . 

ÿC05?£’ü.ds  — 

= cosiEv-^v-i-gV’t-cv  G</eyQm'y-~^myy 
et  que  en  intégrant  on  a 

3s=  cos2Ev  — 3fv*-gv-hcv  Gi/ey(—^my.^^^my—^myy 

Cela  posé , nous  pouvons  calculer  le  troisième  terme  du  coefircient , 
qui  , dans  la  valeur  de  3s  alTccte  l’argument  ^ — gv— ict».  Les  deux 

termes  précédens  de  3s  étant  multipliés  par  /?,=— 3m*-h|cos  aiV 
( Voyez  p.  386  ) on  obtient  ; 

n > O/-  t 27  343  /9  13S  3439\  • I 

E,Ss=  cos3fi>~gv-co  G7'^/}-î|8'wr-^jü«w/-(^-4-nMî==iM4)“^ 


Le  produit  de  B,~^sin2Ev 


ptr 


sin2Eo^'^Ji>+gv+cv  Gyr/ 

donne 


OigrttzEcfb^' 
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n à.is  , - >-,  / 27  243  . 297  \ 

~^‘-d7=  cos3Ji>-gv~.cv  G?«7(-î58'«r-+'îôîg"»r +Ïô5ï'”r)- 
Et  en  multipliant  —J" R,dv^^cot  %Ev  par 

coî aft»  — G^ey^— 


on  aura 

— cosYv—gv—cv  Gq«n(-^m'y). 

Nous  avons 

Æ.— I =— âccoscv — I — ^ecoscv) 

ae  — ôccoscv— 6(1  —/iecoscv)Gt}  j— ^s/n^  — ^ — ci^j 
3s — 6 e COf  cv G ^ 1 1 f»*  SOT  ^ ^ e t»n  — w j • 

En  multipliant  cette  fonction  par 


s.  + Jss=  isingv-i-Gq  .^^sin^v—gv  , 

nous  aurons 

cos3Jv—gv-cv  Gyey  {- = m\ 


En  ajoutant  ces  termes  avec  celui  qui  fait  partie  de  la  valeur  de  S, 
on  formera  cette  équation  différentielle 


,e.is 

"3i?’ 


coi\fv — gv — ci>  Gt/ey 


*„>  /”  ^27  27\  , ./ 248  ^ 248  943\„..1 

î'”\ï2*’*"*2«“Mj'”-^'*‘V2048‘*' 2048" «524^'”-^  I 

/2489  297  . 27  1S03\  . /2t  . 27  8 \„, 

VÎ55Î  1024’*'S2~  5!2  1,  82"*'32~2  J 


qui  étant  intégrée  , donne 
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ds=  cos3/v—gv-.cv 

Mais  on  a trouvé  plus  haut , les  termes 

»s=  cos3Jv—gv  G7y(  I 

cos2Ev-3/vt-gv*-cv  Gqey(^^my-^-^mY—^^my)  ; 
partant,  nous  avons 
3s,is=s  sin^ — 2gv  ^V* 

sin3fs>-2gv- cv  Gycv* {-ly*-Ss"*y-^my-i-^my+\m'}) 
sin  2Ev—3/v-*-2gv-*-cv  Gqef  (—  ■»*  1^  "*V—  m ) ' 

(8  8 \ 

s"*  ■*"g5  "*’)  'l  2Ev—gv , 

fourni  par  l’action  du  Soleil  , et  faisant  ensuite  le  carré  , il  viendra 

|(3î)‘=  sm3Ji>~2gi>-Ci>  G7êv’(-^m>) 

sin2Ev-i-3/v  — 2gv--cv  Gqei'{^  Il ^ 

4o.  De  là,  on  peut  tirer  le  premier  terme  du  coefficient  des  deux 
argumens  2Ev-^3fv—2gv  — cv  , 2£’v  — + qui  entrent 

dans  l’expression  de  En  effet  ; nous  avons  d’abord  l’équation 
différentielle 

87  I ) 

Gqey' ,^my  j sin  2Ev  + ^—  2gv—cu—‘sin2Ev—^-i-2gv-*-cv)  , 

qui  donne  en  l’intégrant  ; 

a«=  Gçey'.^my . j sin2Ei>’t-3/î>—2gv—Ci>—sin2Ev—3/v^2gv+p>l- 
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Mais  cela  ne  sufEt  pas  ; il  faut  encore  avoir  le  premier  terme  du 
coefficient  qui  affecte  l’argument  2Æi>— 

Pour  cela  , on  prendra  R ^^sin^Ev  ; 

J iR''=-\cos2Ev.^-^-, 
sin3fi>-2gv  G77*(j);  ~^‘=  cos3/p-2gi» 

ce  qui  donnera 

SR=cos2Ev-3/v-h3gv  Gqy'Ç—ly,  9fi’'=  sm2Ei>-3fv-t-2gv  G7y’(^); 
—J'iR dv=  sin2Ev — 3/î»-+-2gi>  G<jy'Ç  î)’ 

~^1T=  sin2Ei>-3fw^2gv  Gqy‘(^-^y, 
et  par  conséquent 

-^-('-1'”')^“=  sin2Ev-2ji>+2gv 
d’où  l’on  tire 

Su=  sin2Ev—^  + 2gv 

En  réunissant  ce  terme  aux  deux  précédens  , et  faisant  ensuite  le 
produit  par  ——i—ecoscv,  il  évident  qu’on  obtient) 

— = sin2Eu-*-^—2gv  — cv  Gqey'^  ^'”7') 

sin2Ev—3fv■^^2gv■^^w  Gqef(^  sl'"— 

sin2Ev  — 3fv-^2gv 

4i.  Il  n’est  pas  moins  clair  que  le  carré  du  binôme 
^rnecos2Ev~cv-*-Gq^sin3/v  — 2gv , 

donne  ; 
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(^)  = sm2Ev-i-yv—2gv—cv 
Donc  en  posant 

iR  — (—  6îm  1 aesin  2Ev—cv)^-t-  iSsinaEv.^^y , 

et  retenant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  3/v  — 2gv—cv 
il  viendra 

* 

On  voit  par  là , que  la  partie  de  ce  coefficient , qui  entre  dans  le 
développement  de  3^  , est  au  moins  de  l’ordre  de  m'.  Ainsi  en 
prenant  seulement  | 

— im'J'R^dv=  sinyv—2gv—cv  Gqef^  |x)  (Voynp  isOi 

3s,3s=  sin^ — 3gv  — cv  (v.  p 4fti) 

on  formera  l’équation  différentielle 

“^^—(‘-1  "**)«'«=  i<«3>_3go_cv  Gqe‘i'\\{x—y)^^m/\, 
qui  donne  le  terme 

5«=  sm3>-.3gu_cv  Oqef\\{y^x)-^my\, 

exact  jusqu  aux  quantités  de  l’ordre  Gqitieq'  ^ inclusivement. 

4ï-  Cherchons  maintenant  le  terme  , multiplié  par  i»,  du  coefficient 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  y.  Pour  cela,  remar- 
quons , qu’en  prenant 

I 

) 
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R difss  — 65/»  ; iR' =—^cos  %Ev 

= simEv-yv-^-igv  G77*(-s|"*) 

— cos2Ev—3/v^igv  GqŸ{  gî"»)} 
on  obtient  ; 

iR=z  co$3Jv  — igv  iR=  agv  G97*(-|||/»); 

G77*(^7w). 

Il  sait  de  là  que  , 

R,  = R-h9R=  cosyi>—2gv  ^77*^— (Voy.i  p.  449). 

—J'R,dv=sm3Jv—7gvGqt'(^  55“*i5"‘)» 

<P.»«  / # A»  a/.  . /4S  45  185  ÎÎ5\  ,1 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  j 

9u=  sin3fv>-2gv  G77*}J-*-(5|-»-à=g)mj. 

En  réunissant  ce  terme  de  du  avec  celui  trouvé  plus  haut , et  mul- 
tipliant les  deux  termes  par  ^ = 1— ecoscv,  on  aura 

sinY^-igv-cv  Gqey'\l(j'-x)-^my~f-^m\ 
-*-sin3fv  — 2gv 

43-  Ces  résultats  donnent  ces  deux  termes 

T.  I 5g 
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2^-^  — m'J'R,dvz=i 

sin3/v—2gv^(v  Gqrt'  ||(r— î— |î'«( 
sin  3fv  - 2gv  Gfft'  ( ï+iî  "»  ) ; 


desquels  on  tire,  en  les  multipliant  par  — i-^2ecoscv -y 

sinY^-^gv—cv  Gqey'\ 
sin3fv-2sv 

inl=  cos3fi>-2gv-cv  Gqef  -^x -^m/\ 

cos  3/v  - 2gv  Gqt'  ( 5 -H  ^ '«  )• 


En  remplaçant  x el  y par  leurs  valeurs  développéesi  c’est-à-dire  par 


4 27 


2 18 

>'  = -8-T"»i 


on  obtient 


3 243  » 27  81  . 

4-^3ï"*-4^-<-i6^-»-6ï"»r  = 

/8  . 8 9 \ 117  . 9 729  \ 

V 4 î 4 “ \ 82  8 16  32  ~ » 


ce  qui  démontre , que  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
Yv  — 2gv — cv  est  de  l’ordre  zéro  par  rapport  à la  lettre  m. 

44-  Passons  maintenant  à la  recherche  des  termes  de  l’ordre  sub- 
séquent , qui  font  partie  4u  coefficient  de  l'argument  3/î>— agv— cv 
dans  l’expression  de  Snt  Pour  cela  , il  est  indispensable  d’avoir 
dans  itt  et  mint  les  termes  multipliés  par  m’,  qui  appartiennent  aoi 
coefficiens  des  quatre  argumens  agv,  2Ev-^Y^  — agv— cv, 

2Eo  — 3fv-^2gv-^cv.  Ainsi,  il  faut  avant  tout  nous  procurer  cei 
termes  auxiliaires.  A cet  effet,  on  prendra  d’abord 
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ÜR SS.  |— 6sm2£’t»4-iacy7/i2Æv— w-t-iîcwnaÆ’v-j-cpj^— 3«)5  2£V.mdnf 

• • 3o 

et  à l’aide  de  l’expression  précédente  de  — ( Voyez  p.  4^5  ) et 

du  terme  wdnl=  coi3/î»— ag'y  > on  trouvera  j 

^/î'=  COS’iEV’¥’'^V — 2gv 

C05 2£’i»-3/î»-4-2gv  ^77*]-  = 

cos^EvA-if?^:iSV-cv  Gqe^'\  ! 

cos  nEv^^Jv-^-igv-^cv  Gqey*  | — — | ^ 

d’où  l’on  tire  , en  intégrant 

{i)...-J'iRdv  = sîn  7.E0  -H  3/î>  — 2gv  Gff'i'  ^ — J ^ 

sin’iEo^y'v^^Qo  Gqf\ 

5;n2jE’p-t-^— 2gv— CP  ^;<7ey‘[— j 
fmajFp— ^-l-agp+cp  Gyc/j  x)— J|j. 

Le  produit  de  —J' R,dv=s^cos2Ev  par 


<1*.  iu 


dv* 


^duss  sin^~~ngv—co  ^7^7*  |— g (-T— jk)  I > 


donne 


(2)  .....  . 

simEvfr'^v-ngv-^cv  GqeŸ\ 
simEv^Zfv'¥i^V’¥C9  I* 
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Le  produit  de  — co*^— 2gv  j“§5 'w)  par 

^simEv  — iesin  ^Ev-cv—iesin^Ev-^-cv, 

donne 

(3) -R'-^= 

siri2Ev—if\>+2gv  Gqf{—^—^m'^-^-sin2Ev-^-y'v—igv 

G^.g-ey’  j simEv-^^v — agv — w-t-si/i a£'v— ^-Hagv  + cv  j. 

La  fonction 

j — 2£'v'+gecoi  %Ev—  cv-*-ç)ecos iEv-^cv^  ^-hisin lEv.mint 

donne  ces  termes  ; 

~=  simEv-^Yv—igv 

s/n2£’t— 3>  + 2ffV  Gtv*1  ^+(S+î  = î|)'«j 

sm2£’i.  + 3/.-2çv-ci»  G7e/{-|i(jK-a:)  + (gl+|  = g)  j 
sm2^i._3>+2gv+ct.  Cyqr-j  |^(r-^)-(r3+|  = g|)  h 
lesquels  étant  multipliés  par  «,=  n-ecoscv,  on  obtient;  ’ 

(4)...diî^=  siniEv-i-^—igv  ^V*(— 

5l>»2£'^/-:^^.^-2go  G7/( 

*7>»2£'vH.3>_2gv-cv  G^ev*  j- g(^-x)  + (J|- ’ =|)| 
im  2£-v - 3/w  + 2gv  + cv  Gyev*  { g(^-x)  + (S|-è=|) { • 
Mais  nous  avons  ( Voyez  p.  462  ) 
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(5) 


3s.as-t-|(«0‘= 

.5T 


sin2Ev^3Jv-2gv-cv  Gqet'(^ 
îiVta£’»»-yp-t-agp+w  Gqeq' 

Donc  en  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

(5)+m-|a.(i)  + (a)  + (3)  + (4)}  + f/ 

on  aura  cette  équation  différentielle  en  du  : 
d'.ta  / 8 

sin^Ev-^r3/v-2gv 

♦ ry  J*  , \ ^ ^ ® 243  S29 1331\  J J 

«na£'p-3>  + 3ffP  Gqt  { } 

/IS  8 . 1 

^ . 1 /27  27  81  27  27\  , 248  . 

fma£p+^t— a^-cv  Gqn  V 

27  / 27  27  27  81  1269\  . I 

Sl"*.>''^l,^“'8‘^82”5i=“  21s; "*.?') 

/ 8 15  9 21  \ , 

(#-T-8=-8)'” 

r O/-  /-.)/*>.  27  27  27  27  \ . 27 

sm2£-p-.3>-4-agV4-W  Gqeq  ( 82-^T-82-Î6  = t) 

248  , . /27  27  81  185  24S7\„.  I 

•‘■iüSi'”/  -^VT "82'^52“SÏ2=  sîï)'".>'j 

-de  laquelle  on  tire 


1 
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sin  ïEv  •+•  3/I>  — 2gt» 
sin  2£'i>  — 3/î»-t-2gv 


5/«2£’i>-+-^  — 2gv—cv  Gtfey 


tin2Ev-^-^-2gV-*‘CV  Gqey' 


/USIUS  903  \ ,1 

[9  «1  , , 

.1  u'^y-tm"*y 


/ / 428  8 827  \ . 9.9, 


I.  /8I9  8 627\  . 7 . 9 . (■ 

Eto  multipliant  celte  expression  de  iu  par  ~=:i  —ecoscv  , on  aura; 


} U 


tin  2Ev  + 3/v  — 2gt» 
tin  %Ev  — yv  •4-  igv 


18  _ 903 

W7(-8ï"»-ÏS”*  ) 


tin2Ev-\-yv-2gy  — cv  Cqe^  * 


timEv-iJv-trigv-t-cv  Gifei' 


râ  ïsîî  "*>■  - -^1 


•{î‘*'é=S)'«‘ 


- â iSî  "*> — I I 

. 15„  . /903  7 679\  . 

■*'6î"*'^VîiS“8=S6)'”  ] 


U est  facile  d'obtenir  les  termes  semblables  renfermés  dans  le  carré 
de  — : voici  les  parties  dont  ils  sont  composés. 
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Multiplicateur  Produit 

IsimEv-^yv—igv  — cvGeiei^  | 

siniEv-i/v-i-igv-^-cv  Gyey*  |—  |/«’(^-x)-»-y  | 
$îniEv-*-yv  — %gv  ^7V*(  y) 
sin  iEv G^Ÿ  (j—  ^ ) 

2C0S2Ev-CV  eÇjm^^«,’''j\sm2Ei>-tr3fi>-2gV-CV 
2 cos  2Ev-^cv  I w) . . . |«n 2£'t>- ^+2gv-t-ct'  Gqef  ) ; 

partant , il  est  clair  qu’on  a 

(ï)  = 

5/«2£’».-l.3>-2gv-Ci;  Gq<n'\ 

. sin2Ev—3Jv+2gv-^cv  G7C7*|— |w’(j--x)  + (^+1  = Î|^ot*} 
sin2Eo-i-^— 2gi>  Gqi'(^ 

sin2Ev  — ^-i-2gv  ^'^”(“t)‘ 

Maintenant,  si  l’on  fait  ^^=a^(— i -t-aecosw)  , on  aura; 

1^=  «>t2£’t'+^  — 2^— cv  Gqef(--^mj^^ 

sin2Eo-3yv+2go+co  Gqn'\  j 

siniEo—  ^-i-2gv  ^77*(-  ||”*)î 

d’où  l’on  tire 
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irU=  cosïEv-^^v  — 2gv—cv  Gqtrt{^ 

cosiEv  — 2gv-*-ct>  Gqef^  g|m — 

cos  %Ev  — ^v-^-^gv  ^V* 

45.  Cela  posé  nous  pouvons  développer  les  différentes  parties  de 
la  fonction  iR. 

Produits  partiels  de  — 6 sih  (2 v — 2 v') . ^ ■ 


Multiplicateur  ....  isiniEv  (“•) 
cos  3/i>  — 2gv 


Gqt'{ 

4S 

82 

m-i- 

2709  ,\ 
ïîï"*  ; 

G<//( 

15 

31 

m‘) 

1 

Gqeq'  |- 

281 
’ 61 

m‘- 

27 

■«î 

/ 

45 

27  . 2037 

64' 

/ 

n + 

T"»  ^-256 

m* 

Gqey  } 

27 

1881  . ! 

148 

64"*  512"*  ÎÜÏ3' 

cos  ^ — 2gv—cv  Gqey' 

Multiplicateur  Produit 

2simEv—cv  e^6.*-6.in)...  jcos^A'— eu  Gqei'(^—^m — 
2sin2Ev-^cv  jcoi^— 2g>>— eu 
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Produits  partiels  de 
Multiplicateur  Produit 

cos^  — 2gv  ^ï*(  y"*‘) 

coîS/î»  — 2gv  ^7V*( — T^*) 


4?3 


2sin2Ev 


I O/*  » 22S  2S4<ia  . 185  ./ 

|cos3/K-2gt>-w  Gyey  sÏT"* -^Të 


[cos^-2g»^-tv  Gtjey'l  îJ'^m*-^OT*(^-x)  j 

isiniEv  —cv  c^— 15^ jcos^  — 2gv— cv  G(/ef(^  T"**) 

2sin2Ev-t-cv  — 15^ jcos.^ — 2gi>  — cv  Gqey'^ — 


d.||(a'M'ys»n(2i>  — 2f')]=  — 2 cos  2Ei>.y,mSnt 
=cos3/v  — 2gv 

cos^fc»— 2gy— cv  G<7e7*|— ^=0^m*x| 
C0S2Ev—^+2gV 


— ^1L2J  = — ^|  — Gecoscv^  2C05  2Ev.mSnt 

=cos3fv  — 2gv  G<77’(  ^/»*) 

or  >1  185  45  495 1 . 

COs3/v-2gV-CV  Gqey 
C0S2Ev—^-i-2gV  Gqy'^—  ^"y}' 

En  multipliant  cette  expression  par 

— 4^=  2C0î2i?v— cv  c^— ^7»^ 
on  aura  le  terme 

Tome  I 6o 
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cos3fv—2gv—cv  Gt/ey'{ 


cos3fv^2gv-cv  Gqn\^m'y 

Ëa  réunissant  ces  différentes  parties  de  la  fonction  3If  il  viendra  ' 

»R'= 

, 4S  , /J709^15  . IS  IS  . 4S  2919\  .i' 

C0s3/v  — 2gv  Gyv  j + g-t*g3=^)'»  I 

\6Î  ëî  16~°) 8 ^—Ofrnx 

1 231  2037  2709  45  15  . 254551 

64  256  64  16  ïë'^'SÎë'l  , 

195  15  15  495  45_  1059  ( ™ 

61  ■*'T  4 îa*’’l6~  512  J 

(/135  135  \ ^ , /27  27  \_ 

/ 213  213  „\  ...  /981  1881  81  \ . , 

A1024  iôïi“°/'”^‘’‘V5«8 

46.  En  ajoutant  à ces  deux  termes  de  3R  les  termes  semblables  posés 
dans  la  page  449  > 

R+iR=R,zs  cos3f\^  — 2gv  Gff't  J— 8l-‘-33»*  + (-îâ8-“8='ï58)"‘i 
cos3fv-2gv-cv  Gqei 

et  par  conséquent  , 

! \ Cd  J a/-  r<  .i‘5  45  /2901  45  2811\_.| 

{l)...~jR.dv=  S,n3/i>-2gv  G77  jg3-82'”-(-i28-6Î=Ï2rr  I 

O y*  6^(9  $10  n 81  • I 

sm3fv-2gv-cv 

Celte  même  intégrale  renferme  les  deux  termes  (Voyez  p.  4^0 
sin^v  Gq{^^  sinyv—cv 
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(33V 

(Voyez  p.  45a  ) 

donnent 

(a) — acosagv  y* 

sinZJv  — igv  G7V‘(r+|'»‘)  sinifv—^gv—cv  G<]et'{^)- 
Maintenant , si  l’on  fait  le  produit  de 

—J'R^dv=  cos a£’t»  •+■  sin^v  -+-  sin^—cv 

-t-siniEv—^-t-igv  G^y'^^^-hsin2Ev+^—2gv  Gyy*^— 


par 


d*.  9u 


dv* 


4-du  = 


COS  2gv  / I m'^  -i-  cos  2Ev  3 . 

H-swa£'v— ^+3gv  Gyy*^— Y"*‘)  ■<■  sin2Ev’^^—2gv  , 

on  aura  les  termes  soivans  •, 

Produits  partiels  de  — a^^^-+-Ja^^iî,<fp 
Multiplicateur  Produit 

[sm^-agv  Gqf(  Hm*) 


2 COS  2E0 


( D- 


Ismyp  — agv  G7y’(  ||m‘) 
2sinijv  Gij^  j-)...  js//»^— agv 

2sin2Ev-yv-^2gv  Gqt'i^  • j Gyy’^  î^’) 

2 sin  2Ev’*-^—2gv  Gqt'(^—  {■)•••  { SOT  ^ — 2gv  Gqt'  ( | ) 

lesquels  étant  réunis  donnent  ; 
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(^) + = 

Le  produit  de 

E = cosi/v  Gq(-l)-i-cos3fv—cv  G(/e(—l'j-t-cos3/v—îgv 

par  — asiVict»  e(|)  + 2sin2gv  7*(— j)  , 

donne 

. (4) -H/ir= 

sin3/s^-2gv—cv  G<je-/'(^-^=^)+sin3fv-2gv 

En  faisant  le  produit  de 

E,=  2sin2Ev  ^ ^’^r2cos3fv 

■^2C0S2Ev  — ^V-i-2gV  Gqi'{^^-^2C0S2Ev-^3/v—2gV  Gqi'{^i 


par 

d.tu 

dv 

sin  2g\f 

'”*) 

-i‘Sin2Ev 

•( 

■+•  cos  2E0 — 3fv  ■+•  2gy 

Cv/'l 

15  ^/903 

5ï'”‘*‘\148 

-4-cof  a£’t>+^ — agv 

G»/( 

aa'”  ^ 

on  aura  les  termes  suivans  ; 
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3 sin  iEv 


( î) 


Produits  partiels  de  — R,-^. 

Multiplicateur  Produit 

(îi«3yv>-2gr  Gv7*(  + 

\sin3fv-2gv  G<77*(— 

acos^  ^ÿ(“|) \sin3fv—  ^gv  Gijf(^  | 

acosiEv — ^-j-2^  Gy7*^— . . . I 
^cos2Ev-^3Jv—2gv  G<]~i'^  . . . jr/n^— 2^ 

lesquels  étant  réunis  , donnent  ; 

(5)  . . . . 

Sin^—2gV  ^77  { i-^g 618  128"*'8  4”4~'^)'”  )• 

En  prenant 

^ôecosev  — |v*coî2gv^^; 
sin^  ^ sin3fv—2gv  Gqi'{j)i 

on  aura 

(6) sin3/v  — 2gv  ^77* 

sin^v-~2gv  — cv  Gqe-/'^  | 

La  fonction 

» 

=—^cos  iEv  *-^—^cos  2Ev  -i-isiniEv .mint , 

donne 
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9 I-  »u  •a/'  ^ /«1*7  4S  7947\  .1 

-jC0i2^K.-=  ««3/v- 2^  C7V  |-n8'»-(-sis-n8=sîî)™  jî 

-9C0i2£’v.(5|^y=  sini/v-igv  Gy/ 1_  } m*  j 

SsinzEv . m9nt=i  sin^  — agv  55'»*^ 

Donc  , en  ayant  égard  à l’éqaation  (i)  posée  dans  la  page  4^°  , 
on  aura  pour  la  valeur  complète  de  R' -^iR' ; 


(7) 


■ a/.  r-  .(  *5  *3»„  /7947  . 9 45  . 8 10H>3\ 

agv  |— ïë— ils'»  — ( 5ÎJ +ï  + 35+ï  = -gir)'”  { 

sin^/î»— 2gv— eu  Gqef{—'^^y 

D’après  la  valeur  de  la  foncüon  S posée  dans  la  page  4^7  > nous 
avons  dans  l’expression  de  is  le  terme 

«î=  cos3fv-gv  ^ , 

duquel  on  tire 

3î,Jî=  sinyv  — igv  Gqt'i^ — ?”**“^”**)' 

8 

11  suit  de  là,  et  des  valeurs  de  3s, ds,  données  dans  la 

page  4^3  , qu'on  a ; 

(8)  ....  . .i.j3s.es+|(as)-}  = 

sinijv  — igv  ^V‘(— ">*) 


sin^  — 2gy  — eu  Gycy’ 


1 ® .^8'  • ’W  . 4Ï09  • . J 1 

, -87'+ï28'”.7'  -âsrs'”  7 


1 . /9  81  9 783\  . 

(■*■(,¥  513  18~518)'”.^ 
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47.  Cela  posé,  si  l’on  fait  la  réanion  des,termes  compris  dans  la  fon- 
ction (8)-4-m*  1 2.(i)-t-(2)-t-(3)  • • • (7) } ) on  aura  cette  équation 
dififérentielle  en  du  : 


sin^—igv  Gq-i' 


sin^—2gv — cv  Gqey 


/ 8 ,\j 

— -2  "*)«“= 

le^^ie  1C“8/"*  \16  128'*"l28“i 

/8  88  10203  -ISaS  2811  3 9 __I« 

6^  512'*"612  6l"*'8"*'  83  61“  1 

1/9  . SI9  . 81  . \ . /3  51  . 9 

^(8'*'2a6'”  256"*  S5‘^82 

Ï28"*.X'*'2ü18"*-^  iÔ2î"*.^  { 


En  intégrant  cette  équation  ; ce  qui  revient  à multiplier  le 
terme  par 

I (3/-9^y-  I +|/n-  r = -5^.  (1  ; 

et  le  second  par 


K?/'— > 


on  aura  ; 


. ^ .1  1 /75  3 81\  /47T9  225  81  1813\  , 

sm3>-2gv  Gqt  I T+(53+Ï6=32)«+(T28+i28-^Î6=-6r)"* 


( 9 . /519  . 27  931  \ . 81  . 9 

1 ^ 8'*"(256'*‘l6“"256/"*  256*”.^  '*'16"*  j 


■ ■}/•  /-<  >I  1 9 81  729  > , 45U9  . 

im3>-2g'P-cp  Gqn<  \8“m"*^'+'S)r8"*-»'“iü24"*.>' 

i-'-yi  / 07  7BÎI  «I  \ 


j^/27  783_81  \ . 

(■^\Ï5  512”612/"* 


On  a vu  dans  la  page  4^9 , que  l'expression  de  du  renferme  aussi 
les  deux  termes 
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sinijv  -t-  sini/v  — cv  Gqe^—^y 


Donc,  en  faisant  le  produit  de  iu  par  i — ccoxcv-t-jy'cos jgv , 

il  viendra  ; 

>U 

sin  3fv  — 2g\> 

Gqt' 

i 4‘^82'î*"*‘\  61  Î2«~l2Î 1 

[ ^(8“*"256"*  256'”-^/  1 

sin3fv — 2gy^—cv 

Gqn' 

I 1 81  /ISIS  1 9_I218\  . 1 

j 8 6I"*  \128‘*"6Î  16“  128 /"*  [' 

1 . /9  81  , 729  . . 1509  , . 81  _.\l 

( 8 - 128'"^  + 2M8 11® + «2 '”  )) 

Le  carré  de  — renferme  le  terme 

U| 

— 7C0S  2EV  — CV  X sin2Ev—^-*-7gv  Gq^'Ç—^m^ 

= sin3fv~2gv-cv  Gqey'(^^m'y 
11  suit  de  là  , et  des  résultats  précédens  que  nous  avons  ; 


sinS/v 

sinyv—cv 

sin3fv-2gv  Gqt'i^ 
s/«3>-ag.-cv 
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sin^Ji>  G<}^  ^ ^ 

sin  ^ — cv  Gije  ^ | m*  ^ j 

stn3fv  — 2gv  GqC  ( ^ "»*  ) 

• oy  / 0 . 519  , 81  , V 

sm3ff—igv  — cv  G7«7^(ï6-*-5n'"“sïi”*->')  ’ 

Y=A~B= 

sin3fs>  Gq\  j-j  = ij/7i‘ 

sin3fv~w  Gqe\ 

stn3Jv-%gv  Gqi  \ 2+i«'»-+-(-êr -^35=-6t)"*  I 

I 1 81  S617  . /37  . 838S  . MS  . \1 

,|  4 Bs'”  236  513 Sis'”^}/ 

J /9  81  729  . . 4309  . , 81  Al' 

Maintenant,  si  l’on  fait  le  produit  de  cette  valeur  de  V par  (V.  p.  3i3) 

— Y = — I + acoict»  e(i)  + acos2gv  7*^— |^  + acosa^v-»-cv 

on  aura  , en  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argumetit 
^ — agv  — cvj 

d.^nt 


sin^  — 2gv — cv  Gqey' 


sin3/v—igv — cv  Gqey' 


Tome  /. 


^2  ■•■î~î/'*"(82‘*'l6~  82  / "* 

/S617  2635  8 8 _ 16267 \ , 

■\  256  64  ■*'64  ÏÏi~  236  / "* 

V /27  . 8285  . 248  . \ 

I /9  81  . 729  . , 4309  . 81  a1 

61 
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En  sobsiitoant  pour  G sa  valeur  (Voyez  p.  443)  et  nommant, 
pour  plus  de  simplicité , N le  coefficient  de  Gqei',  il  est  clair  que 
cette  équation  donne 


cos^v—igv  — cv 


m‘(3/— »g  — e) 


Comme  nous  avons 


> 


n»* 


( Voyez  p.  854  et  855  du  second  volume  ) on  pourra  écrire  ( en 
faisant  q—i) 


coi3>-2gu-cv  • 


Pour  réduire  en  nombres  la  valeur  de  N on  prendra  g'=  i, 004021 7$ j 
c =0,991 5480; 


3 — ag— c ’ 


Log.  1,1366261  , 
Log.  ^=o,23i3332  ; 


ce  qui  donnera  ; 


iV= -t- 2 1 ,4933  ; A^(i4>m‘)=  2i,6i36;  3862,85. 


Mais  on  a ( Voyez  p.  437  ) 


partant 


Sj  — if  — c 


o",o64  ; 


intss.  A(,)X247",23.cos^  — agv— et». 


De  là  on  tire  la  conséquence  , que  cette  inégalité  est  Insensible , 
puisque  son  coefficient  demeure  inférieur  à une  demi-seconde,  en  attri- 
buant à A.,,  la  valeur  probable  qui  résulte  de  l’ensemble  des  phénomènes 
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Expression  analytique  de  la  Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude 
de  la  Lune , en  Jonction  de  sa  Longitude  vraie. 


48-  Je  va^  faire  ici  la  réunion  des  termes,  indiquée  dans  la  page 
3i7  du  3.““  Volume  ; et  rapprocher  de  ce  résultat,  celui  relatif  à 
la  latitude  , tel  qu’il  a été  trouvé  dans  les  pages  832-837  même 
Volume.  Et  ahn  de  pouvoir  embrasser , d’un  coup  d’oeil , ce  qui 
tient , non  seulement  à la  formation  analytique  des  coefliciens , mais 
aussi  à celle  des  argumens  , je  fais  précéder  l’expression  de  la 
Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude  de  la  Lune  de  l’expression  ana- 
lytique de  l’équation  séculaire  (donnée  dans  les  pages  3a i et  802 
du  3.“”*  Vol.  ) et  des  formules  du  moyen  mouvement  du  périgée  et 
du  noeud,  telles  que  nous  les  avons  obtenues  dans  les  pages  292  et 
195  du  troisième  Volume.  J’associe  à ces  expressions  celle  de  la 
Constante  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  , pour  pré^nter  cette 
partie  principale  de  la  troisième  ordonnée  tout-à-fait  séparée  de  la 
partie  variable,  composée  de  termes  périodiques.  Pour  plus  de  clarté, 
voici,  avant  tout,  la  signification  des  différentes  quantités  littérales, 
ainsi  que  les  élémens  numériques  propres  à réduire  en  nombres  les 
coeffîciens  des  inégalités  Lunaires. 


V = Longitude  vraie  de  la  Lune. 

j»vri  I 

n = i7325593",54=mouvement  moyen  sidéral  de  la  Lune  en  365 
T = 236o59i",8o=  temps  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune. 

m = Rapport  des  moyens  mouvemens  du 

Soleil  et  de  la  Lune 3=  0,07  480  i3o  = 


13, ses 


E = I —m 

e = Excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune  . = o,o54847ai  = 
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( = Ëpoqnc  de  la  Longitade  de  la  Lune. 

7 = Tangente  de  rinclinaison  moyenne  de 
l’orbite  de  la  Lune  par  rapport  à 

l’Écliptique  vraie = OjOgooSgoo  = îï^ôî 

h'  = Rapport  dea  moyennes  distances  de  la  S 

Lune  et  du  Soleil  au  centre  de  la  Terre  = o,oo25io64  = 

^ = Rapport  entre  le  rayon  moyen  du  globe 
de  la  Terre  et  la  distance  moyenne  de 
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K.^ÿ=  Aplatissement  de  la  Terre 


a'F  = 5^  = Rapport  de  la  force  centrifuge  à la  gravité  sous  l’équateur. 

K w L « - 87S 
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a = 2 3”.  07'.  5o*s=  Obliquité  de  l’écliptique  (en  1800). 

2 =:  ^ = Rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à la  somme  des  masses  de 
la  Terre  et  de  la  Lune. 

nArn 

L’=  O,  992686=  Longueur  du  pendule  qui  bat  la  seconde  sur  le 
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Longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au  point  mobile  de 
l’équinoxe  du  printemps  =V4* ^-!’=(i, 000002886) 

(i  — c')m=  Rapport  des  moyens  mouvemens  do  périgée  solaire  et  de 
la  Lune  =îi^=  0,0000006867. 
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\ *1/ / 

pour  tenir  compte  de  la  petite  modiricatn  duo  an»  perOuAations  de  l'orbite  du  Solra 
causées  par  l’action  de  la  Lune. 
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Expression  de  la  Longitude  vraie  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  Longitude  moyenne. 

te 

4g.  Soit  nt-i-t  = v+f^dv-i-F(y)  l’expression  de  la  longitude  mo- 
yenne de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  , telle  qu’elle 
vient  d’être  rapportée  dans  le  paragraphe  précédent.  La  petitesse  des 
cueiliciens  , jointe  à l’excessive  longueur  de  la  période  des  termes 
dont  se  compose  l’intégrale  f?dv  , permet  d’en  élimi.ner  t»  en  y 
faisant  simplement  v=nt-t-t.  De  sorte  que,  nous  avons  l’équation 

nt+  i—fÇndt=:o-*-F(y)  ; 


où  le  premier  membre  est  une  fonction  de  t,  et  le  second  une  fon- 
ction de  V , seulement.  Ainsi  on  peut  , à l’aide  de  la  séné  de 
Lagrange , tirer  de  là  immédiatement  la  valeur  de  v , en  posant 


Tl  r*/  V . * d.Flv) 


dv 


1 . 

O 


dv* 


etc. 


et  prenant  pour  l’expression  cherchée  de  v en  fonction  de  t ce  que 
devient  le  second  membre  de  cette  équation  lorsque  , après  l’exé- 
cution des  opérations  indiquées  , on  y remplace  la  lettre  v par  le 
trinôme  nl-^t—f%ndt. 

Toute  la  difficulté  consiste  donc  dans  la  formation  des  puissances 
de  F{y)  ; ou  plutôt  dans  le  choix  convenable  des  termes  qu’il  faut 
conserver  dans  le  développement  de  ces  puissances.  A cet  égard  il 
y a un  principe  fixe  duquel  on  ne  saurait  s’écarter,  fondé  sur  ceci: 
savoir,  que,  le  développement  de  v en  fonction  de  t , qu’on  obtient 
par  ce  renversement  de  notre  formule  originale,  ne  peut  être  censé 
exact  , analytiquement  pariant  , au  de  là  des  termes  , qui , par 
leur  ordre  , ou  par  leur  forme  , diflFéréroient  de  ceux  que  nous 
avons  obtenu  par  l’intégration  directe  dans  l’expression  de  F (e). 
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D’après  cela  on  conçoit,  qu’il  serait  absurde  de  vouloir  tenir  compte 

dans  , etc.  des  termes  de  la  forme 

/^sm(5£'v-+-«v)  , ^ sin(6Ev-^-a.'v')  , etc.  j 

ou , des  termes  d'un  ordre  supérieur  au  huitième  qui  affecteraieut 
des  argumens  semblables  à ceux  déjà  renfermés  dans  F (y).  En  effet; 
celte  fonction  n’en  renferme  aucun  qui  dépasse  cet  ordre , et  ne 
comprend  que  des  termes  spéciaux  du  sixième,  septième,  ou  huitième 
ordre  , auxquel»  la  nature  peu  convergente  de  certaines  séries  a 
forcé  d’avoir  égard  mais  son  caractère  analytique  et  exempt  d’exce- 
ptions , est,  d’être  exacte  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre 
inclusivement. 

Dans  la  formation  des  puissances  successives  de  F(y)  on  doit  donc 
avoir  le  double  but  ; de  pouvoir  en  déduire  par  la  différentiation  les 
termes  correspondans  à ceux  qu’on  voit  dans  F(y)  ; et  de  pouvoir 
faire  servir  le  développement  du  carré  de  F (y)  à la  formation  de 
celui  du  cube;  ce  dernier  à la  formation  de  la  quatrième  puissance; 
et  ainsi  de  suite.  Cependant  cette  règle  doit  être  associée  à une 
autre  qui  constitue  une  espèce  d’exception.  Voici  en  quoi  elle  con- 
siste. Avant  d’obtenir  F (y) , notre  méthode  donne  la  valeur  de 
avec  toutes  les  parties  qui  concourent  à la  formation  des 

diflerens  termes  dont  on  a voulu  tenir  compte.  Si  donc , par  la 
destruction  mutuelle  de  ces  parties  , quelques  uns  de  ces  termes  ne 
paroissent  pas  dans  l’expression  de  F(y')  , cela  ne  prouve  pas  qu’il 
doit  en  arriver  autant  à l’ensemble  de  ceux  du  même  ordre  et 
affectés  des  mêmes  argumens  , qui  pourraient  naître  du  carré , du 
cube,  etc.  de  F (y).  En  conséquence,  il  faudra  porter  une  attention 
particulière  sur  les  termes  de  cette  espèce  , pour  éviter  toute  incon- 
séquence et  demeurer  fidèle  aux  principes  que  l’analyse  prescrit  de 
suivre  dans  les  méthodes  d’approximation. 
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5e.  En  appliquant  ces  réflexions  à notre  expression  de  F (y) , et 
remarquant  qu’elle  renferme  le  terme  du  huitième  ordre  , de  la 
forme  Ke'  m*  .tin^Ev  — 2cv , on  sentira  aussitôt,  que  le  terme  cor- 
respondant fourni  par  le  carré  de  F(y)  serait  inexact,  si  en  déve- 
loppant la  valeur  de  FÇy)' , on  n’avait  pas  l’attention  de  considérer 
la  combinaison  du  terme  —^m'simEv  avec  le  terme 


236iS 

lüëe 


m*  e*  sin  6Ev  — act» 


9 


qui  fait  aussi  partie  de  la  valeur  de  Snt.  En  effet , nous  avons 
( Voyez  p.  5oo  , 5oa  , 5i6  , 5a5  du  3.““  VoL  ) ; 

a =cos6Ev  — 2cv  AÇ-^y—cos6Ev-‘2cv 

8 =cos6Ev—2cv  e'(^m'y,—m^yj{,dv=cos6Ev-2Cve‘(^^m'y. 


et  comme  il  suffit , pour  l’objet  actuel , de  poser  l’équation 
il  est  clair  qu’on  a ; 


d.tni  CP  , 67S  887»  67S  887S  2362S 

— = cos6Ey-2Ci>  e = 


m' 


d’où  l’on  tire  , 

dnt=  sin6Ev  — icv 

Au  reste  , ce  terme  est  le  seul  qu’il  soit  nécessaire  d’ajouter  à 
notre  expression  de  int  pour  en  déduire  les  puissances  de  F {y) , 
conformément  aux  préceptes  qn’on  vient  d’exposer.  Le  doute  analogue 
qu’on  pourrait  se  proposer  à l’égard  du  coefficient  de  l’argument 
^Ev—cv  disparoit , en  observant  que  , dans  int  , nous  avons 
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borné  l’approximation  au  terme 'du  septième  ordre,  de  la  forme 
Km* e .sin{/^Ev  — cp)j  et  que  la  combinaison  du  terme  — ^m' sin^Ev 
avec  celui  affecté  de  l’argument  6Ev — cv  donnerait  nécessairement 
un  terme  du  huitième  ordre  j puisque  , dans  la  page  633  du  d.”'"* 
Volume , on  a trouvé  , 

iu=  cos6Ev  — cv 

5i.  Tels  sont  les  principes  que  nous  avons  suivis  dans  la  con- 
struction de  nos  résultats.  Nous  allons  les  présenter  accompagnés 
des  parties  dpnt  chaque  terme  se  compose  , afin  d’en  faciliter  la 
vérification.  U est  vrai  que  , pour  l’objet  unique  qu’on  a en  vue 
dans  ce  paragraphe,  on  aurait  pu  en  abréger  l’exposition  en  donnant 

seulement  les  valeurs  des  coeificiens  différentiels  > etc.  : 

mais  nous  ne  voulons  pas  supprimer  ici  des  résultats  intermédiaires  qui 
peuvent  être  utiles  pour  résoudre  d’autres  problèmes  du  même  genre. 
S’il  était  question , par  exemple , de  traduire  en  fonction  de  t l’ex- 
pression de  la  latitude  ou  de  la  parallaxe  de  la  Lune  , on  aurait  à 
transformer  de  la  sorte  une  série  de  termes  de  la  forme 
ce  qui , d’après  le  même  théorème  de  Lagrange,  exigerait  de  former 
la  fonction 


lin.  COI.  KjTpr  ' - O \ \ 


et  d’y  changer  ensuite,  v en  nt-i-i—f^ndx.  Or  il  est  clair,  que 
celte  opération  deviendra  plus  facile,  en  ayant  déjà  préparé  le  déve- 
loppement des  puissances  de  E{y). 

Ces  explications  nous  paroissent  suffisantes  pour  rendre  raison  de 
la  formation  aussi  bien  que  de  la  disposition  des  résultats  suivans. 
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Les  argumens  précëdeas  sont  ainsi  écrits  , pour  plus  de  simplicité  ; 
mais  lorsqu’on  voudra  former  leurs  valeurs  effectives  , on  aura  soin 
de  changer 
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en  se  rappelant  que  n't — x'  représente  l’anomalie  moyenne  du  Soleil. 

52.  Remarquons  maintenant , que  l’équation  précédente  a été  for- 
mée , sans  considérer  les  termes  appartenans  aux  fonctions  , 

F{vy,  FÇvy,  F^v)*,  qui  doivent  leur  existence  à la  partie  multipliée 
par  cosov  , renfermée  dans  le  carré  de  F(y)j  c’est-à-dire  au  terme 
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Ainsi,  il  esl  nécessaire  de  calculer  la  totalité  des  termes  qui  dérivent 
de  celui-ci,  ce  qui  fournit  les  équations  suivantes. 
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Maintenant  , il  n’y  a qu’à  réunir  les  termes  de  cette  dernière  équa- 
tion avec  ceux  qui  forment  le  second  membre  de  l’équation  posée 
dans  les  pages  54 1 -564,  pour  obtenir  l’expression  cherchée  de  v en 
fonction  explicite  du  tems.  L'équation  suivante  donne  ce  résultat 
imporunt. 
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5a.  Pour  faciliter  la  réduction  en  nombres  de  la  formule  qu’oD 
vient  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  différentes  formules  qui  déter- 
minent le  mouvement  de  la  Lune  , je  vais  présenter  ici  réunis  les 
logarithmes  des  quantités  littérales  qui  entrent  dans  la  composition 
des  coeiliciens  , tels  qu'ils  dérivent  des  élémens  numériques  posés 
dans  les  pages  4^3  et  4f^4- 
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Logartthntes  des  quantités  littérales  qui  entrent  dans  Texpression 
des  coefficiens  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune, 
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6,356o832 

6,2754202 

3,6281972 

6,5676938 

5,4068691 

5,9193557 


2'ome  I 


1,9361624 

1,8014009 
*'>2879143 
1 ,6666494 

0,6396762 
2,0973884 
1,1631628 
2,0167704 
1,3685323 
1,5318979 
2,1780064 
9,9914381 
1,01841 13 
1,7472674 
0,5049247 
1,9626869 
1,449 i5o3 
1,4550988 

0,9416072 

1,6704633 

1,5898453 

8,9426228 

1,8820189 

0,7202942 

1,2337808 
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H 

LogaiiUime 

Logarithme 

«Iti  rarmp  nombre 
|»iir  sin  t'* 

Nombre 

Logaiithjse 

Logarithme 
du  nhiiDC  nombre 
dtvitc  |wr  *iA  1" 

QUA9TIT&S  DU  QUÂTaiCMB 

• aoat 

m' 

5,4956364 

0,8 10061 5 

e't'' 

3,9296672 

9,2440823 

m'e 

5,36o884g 

0,6753100 

ey 

5,3873691 

0,7017945 

tn  i 

4,8473983 

0,1618234 

et-/' 

4,8738828 

0,1883079 

m'e' 

5, 2261334 

o,54o5585 

et'' 

3,4161706 

8,7805957 

4,1991602 

9,5i35853 

‘V 

4,36o3g62 

9,6748213 

m'-j' 

5,6568724 

0,97*2975 

m'b' 

5,493293 

0,4687644 

m'ti’ 

4,7 1 26468 

0,0270719 

mt'b' 

4,601091 2 

9,8 1 55 1 63 

me* 

5,0913819 

0,4068070 

meb' 

5,0145778 

0,3290029 

nie 

3,5509221 

8,8653472 

eib' 

4,3663397 

9,6807648 

met' 

4,5778953 

9,8923204 

t''b' 

3, 8528531 

9,1672782 

met' 

4,0644087 

9,3788338 

e'b' 

4,8798263 

0,194254 

me/' 

5,5221209 

o,836546o 

y'b' 

5,3io5653 

0,6249904 

mt'f' 

5,0086343 

o,323o594 

b' 

4,8o3o222 

0,1174473 

m'e-j 

5,44*6029 

0,7559280 

met'y 

4,7932648 

0,1076899 

me*'/ 

5,3067514 

0,621 1765 

mb'y 

5,2299473 

0,5443724 

m't'-j 

4,9280163 

0,242444 

c’y 

5,*  7 *9999 

o>486425o 

mt'‘y 

4,2797782 

9,594  2o33 

e't-/ 

4,6585 1 33 

0,0729884 

m’y 

5,5762554 

0,8906795 

et'-/ 

4,1450267 

9,4594518 

my’ 

5,7374904 

1,05191 55 

ey* 

5,6027389 

0,9 1 7 1 64o 

e' 

4,95663o4 

0,2710555 

*"7 

3,63 1 540 1 

8,9459652 

mm 

5,8181081 

i,i325335 

t'y’ 

5,0892623 

0,4086774 

2,9026840 

8,2171091 

eb'y 

5,0951968 

0,4096209 

H 

4,443438 

9,7675689 

tb'y 

4,5817092 

9,8961343 
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Nombre 

Logiriüime 

Logarithme 
da  meme  oombre 
diru^  par  tin  i*' 

Nombre 

Logarithme 

Loparilhme 
du  ntrroc  nombre 
divi»é  par  tin  t“ 

QVAtTTITfit  DU  CI}(QVttMB 

OaDBE 

tri- 

4,3695455 

9,6889706 

m't'y' 

3,8825434 

9,1969685 

m'e 

4.2347940 

9.5492*9> 

m'tb' 

3,3750008 

8,6894254 

mW 

3,72 18074 

9,0857825 

3,1536878 

8,4681 124 

m'i 

4,45oi635 

9,7645886 

m'yb' 

4,1 1 38564 

9,4282815 

m e 

4,1000425 

9,444676 

m'ei'y 

3,6671789 

8,9815990  , 

m*e'“ 

3,0780693 

8,8874944 

me' 

3,83o53g5 

9.1449646 

m'y' 

4,5307815 

9,8452066 

mt" 

1.7765981 

7,0910182  j 

m'b' 

4,0282884 

9,3376635 

my' 

4.6920175 

0,0064426 

m’cï' 

3,5865559 

8,90098 1 0 

mb- 

3,6769318 

8,991 3564  1 

m'ey 

4,3i54>  20 

9,629887 1 

meV 

3,8170529 

8,6814780  1 

m't'y 

3,8019254 

9,1  i635o5 

me'y 

4.0459090 

9,36o334i  . 

j m'e' 

3,9652910 

9.2797 '61 

me'i* 

2,8035667 

8,1179918 

/»'«'* 

2,424881 2 

7.7892568 

me‘7* 

4,2612785 

9,5757086 

: m'y' 

4,61 18995 

9.9258246 

me'b' 

3,7537354 

9,068  i6o5 

j m'e'i’ 

3,45 18044 

8,7662295 

/t 

mei 

2,2900797 

7, 6045 048 

I m'e'y 

4, 1 8o66o5 

9,495o856 

mey' 

4,4766480 

9.7910781 

2,9883178 

8,2527429 

mec'y' 

3.74779'9 

9,0622170 

m'ey' 

4,3960800 

9,7104551 

met'y 

3,0189358 

8,3333609 

m'eh' 

3,8884869 

9,20291  20 

met’ b' 

3,2402488 

8,5546789 
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l^ouarithiiie  I 

Logarithme  du  même  nombre  fl  Nombre  Logarithme 

dirUê  sin  i*'  || 


QVA}ITITftS  DU  CSXqUIÈMB  ORDBC 


3,9691049 

2,5o5449* 

3,2343o53 

2,7267622 

3,9631614 
4,1844744 
3,4556 1 83 

3,5324224 

3,6957880 
1,1 283550 

4,7726355 

3,i823oi4 
3,9111575 
2,66881 48 
4,1266270 
3,6189839 
3,3976709 
4,3418962 
2,8841843 
2,1553282 
3,6i3o4o4 


9,2835300 

7,8198743 

8,5487304 

8,o4i  1873 
9,2775865 
94988995 
8,7700434 
8,8468475 

9,oio2i3i 

6,4427801 

0,0870606 

8,4967265 

9,2255826 

7,9832399 

9,4409521 

8,9334090 

8,7 1 20960 
9,6563283 
8,1986091 

7,4697533 

8,9274655 


3,1054973 

3,8343534 

1,6418416 

4,5572660 

3,5421798 

2,3706977 

3,0995538 
2,5920107 
3,8284099 
3,3208668 
4,0497229 
1,85721 1 1 

3,3149233 

2,5860672 

2,0786241 

2,8073802 

4,0437794 

3,0286932 

3,5362364 

4,2660924 

3,7675493 


8,4«99»24 

9,1487785 

6,9662667 
9,8716911 
8,8666049 
7,6861228 
8,4139789 
7,9064358 
9,1428360 
8,6352919 
9,364 1480 
7,1716362 
8,6293484 
7,90049^3 
7,39*9492 

8,i2i8o53 
9,3582045 
8,3431 1 83 
8,85o66i4 
9,5795175 
9,0719757 


Log.i/  =5,7437984  (V. p.  365);  Log./f  = 5,o8o5i82  (V.  p.  4*7)- 


CHAPITIIC  COMPLtWtNTAIRC. 

S 5. 


S8^ 


Sur  l'évaluation  de  t mtcgrale — Ë'")ndl. 

53.  Pour  réduire  en  nombres  les  équations  séculaires  de  l’orbite  de 
la  Lune  , dépendantes  de  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre  , il  faut  avoir  préparée  la  valeur  de  l’intégrale 
— E"')ndt.  En  conséquence,  je  vais  m’occuper  du  calcul  de  cette 
formule  ; et  , pour  plus  d’exactitude  , j’aurai  égard  aux  termes  de 
l’ordre  du  cube  des  excentricités  des  planètes,  qui  se  trouvent  dans 
l'expression  analytique  de  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre.  Laplace  a négligé  ces  termes  -,  mais  il  est 
indispensable  de  les  prendre  en  considération  , pour  éviter  l'incou-‘ 
séquence  de  les  négliger  tandis  qu’on  tient  compte  de  la  troisième 
puissance  du  teras  dans  le  développement  de  l’intégrale^y(i'‘— ^ E'‘)ndt. 

J’adopte  , pour  un  moment , les  dénominations  établies  datas  la 
Mécanique  Céleste  , relativement  à la  théorie  dé  la  variation  des 
élémens  elliptiques  des  planètes  : et  je  pars  du  principe  ; que  , e 
désignant  l’excentricité  d’une  planète  m , on  a 

di  de  (iâ'i 

dt  e / 


pour  l’expression  séculaire  du  coefficient  différentiel  due  à l’action 
d’une  autre  planète  m'  : pourvn  que  la  valeoé  de  la  fonction 

P ^ m'{xx'  H-  ïx')  ^ 

~ ””  ■*■)*•<*  (y  — a-)*  (»'—=)•  ’ 

suit  réduite  à la  partie  cxpKcétement  Indépendante  du  tems  t qui  naît 
de  son  développement  en  termes  périodique^ , après  la  substitution 
des  valeurs  elliptiques  dea  coOfdo0né«s: 

La  partie  de  R , dépendante  de  la  longitude  a du  périhélie  de 
la  pb-Miète  m , qu’’on  obtleef  par  une  Opération  confàrftie  » Cède 
déliiiitron,  peut  èfre  représentée  par 
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5yo 

Ji=  M" e" ■^M'"e')e  e'  cos  (a- u') 

■+■  m' M" e'  e'*  cos  (20  — 2tr')  .4.  m' M’' e'  y*  cos  (2®  — 2 n ) ; 


de  sorte  que  , en  faisant  j/ i_e*=  i — je* , on  a 

m'an\  j e'sm(«r'_») 

■+■  2 m' an  AI”' ee‘ sin(^i‘<J  — 2®)  — ^ m' an  M'' e l' sin  (2^ 2!!), 

Cette  expression  de  ^ est  relative  à l'action  d’une  seule  planète;  mais 
011  aura  sa  valeur  complète,  en  faisant  la  somme  des  quantités  sem* 
blables  qui  se  rapportent  à chaque  planète  perturbatrice.  Le  coeC- 
Bcient  M’  se  trouve  dans  la  Mécanique  Céleste  : ceux  désignés  par 
AT'  , AT” , M"'  je  les  ai  calculés  directement  par  la  méthode 
exposée  dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  de  Jupiter  et  Saturne  , 
imprimé  dans  le  Tome  36  de  l’Académie  des  Sciences  de  Turin. 
C’est  ainsi  que  j’ai  trouvé  , que  eu  posant 


(i  — 2 «£ 


on  a ; 
a^T  = 


« 

' 2 


,(0 

O , — «-7- 
s «A 


db"'  . æb'?} 


I S « M»-| 

-j  d’h’:'  d’h':* 

“j  t.) 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE, 


I 


2 a M''  = - 


k 1 


d^'l 

% 

dA 


d-b"’  d>b"i 

+ “ • ® -33^ 


Ces  formules  se  rapportent  à une  planète  perturbatrice  supérieure  \ 
mais  s*  il  est  question  d’une  planète  perturbatrice  ir^èrieure , il 
faudra  les  diviser  par  a. 

Pour  évaluer  les  expressions  de 


d>^'] 

I L 

da,b 


\ S 
dA^ 


qui  ne  se  trouvent  pas  préparées  dans  le  troisième  Volume  de  la 
Mécanique  Céleste , voici  les  formules  que  j’ai  employées  , suivant 
les  circonstances  ( Voyez  la  page  898  du  Tome  35  de  l’Académie 
de  Turin  et  la  page  3o6  du  second  Vol.  des  Exercices  de  calcul 
intégral  par  M.'  Legendre  ) j 


(■) 

I 

S 


do? 


daS 


da? 

(i 


dn.^ 


= iV(— 6-t-  17  .«*—  I9.«*)-4-ty  (3  — 7.  «*<4-  12  .«')«  J 

= • i>y(  24  — 91  •«*•4"  *26. — 107. a‘) 

1)1  (—  1 2 4-  44  • **  *“  44  • ■+*  ; 

f 

= jy  (-  24  -h  63 . «*  - 63 . «‘)  4-  &y  (6  - 1 3.«’4- 1 5.  «’)  3'/  ; 

= *20  — 435  .a* 4- 558. a*  — 387. a‘) 

-f- JV  (“  3o  4-  1 1 0 . «*  — 1 2 2.  4- 90.  a'^) 3«  ; 
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— * »> 

t = ÿ « ■ 


MS  _j-  ^ I837S.  , ^ imiS  , ^ 

oF-t-  -5737  a>+-s;jnr-«’+elC.  f 


n 


SI» 


ÎU« 


(ti'i'?  MS  <ixms  . 416MS 

* L—  -g- g **~~îa~  “ •**  "iaii'  « > 


,W 


irf’J.  IS  IS7S  , 

_•  = T “ -gr  “ 


</«> 


. 0®*5  «... 
"ïâî  * -t-etc. , 


IS  4^  47JS  4^  88075 

“ *.=  T*‘^"sr“‘*'  TW  “+etc. . ., 

da* 


Maintenant,  pour  former  les  différentes  valeurs  numériques  de  la 
formule  m'an.M'e'sin(u' — nr)  , je  remarque  qu’il  suffit  de  faire 

» S8741  70OÎ38  . 8,41  . r_  187.84  r)  _ 158» 

fi— O,  f*— “45ïgiri>  f*  — SS46880’  ^ 1ÔÎÜ3’  ^ ~ 8497, Î4’  ~ 1791»’ 


dans,  l’équation  posée  au  commencement  de  la  page  90  du  3.'^ 
Volume  de  lia  Mécanique  Céleste  : alors  on  obtient 


— o",  013433 

-t-  O,  044336 

— « O,  oSSaSa 

— O,  a457a6 

— O,  001348 

■t*  O,  oooo56 


. (centésimales) 


pour  l’action  de  Mercure; 

Vénus; 

. . ....  Mars; 

. . . . . . Jupiter; 

Saturne  ; 

Uranus; 


et  par  conséquent  — o%a7o3g7  ( centésimales  ) pour  la  somme  de 
ces  actions. 

En  réduisant  en  nombres  les  autres  termes  de  l'expression  de 
j’ai  trouvé  les  résultats  suivans  : mais  pour  ne  point  compliquer 
inutilement  ce  calcul , j’ai  négligé  le  terme  multiplié  par  M’' , ainsi 
que  l’action  de  Mercure  et  d’Uranus , à cause  de  l’excessive  petitesse 
de  ces  quantités. 
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5^3 


Terre  et  Vénus. 


Log.  n = 6,6o2o525 
405871  — 5,6o8388i 

m n = 0,9936644 
a = 9,8693380 


Log.  m'ne”  îm(  o'  — sr)  = 4,1967175  (-*-) 
m'ne'e'sin(^  w'— u)  =:  4,9723679  (•♦-) 
nîne'e' sm(ixs—ia')  = 4,8261638  (+) 


3 2.  a il/"  = 


3,76965  -+-  6,57484  -H  86,6875  } 
j-»-2i7,o7io-Hi7i,78oo=476,3437  | ’ 


32«(3/"'-|J/')=  « 


7,53940  — i3,i497  •+•  130,2426 
171,7800  = 296,4122 


l 6,33107  — 17,9607  -H  26,8671 

|-t- 1 76,1944 -!•  134,3270  = 365,7536 


W- 1,1740900;  Log.  “Sè£-Æl=  0,9667459; 

I Log.  ^ = i,o58o39i  (— ). 
m an  { M’’  e'’-H  (JM'"  — A jW’)  e*  | e sin  (ts  — 0)  -4-  2 m' an  M"  ee'‘sin  (2st'—  2b) 
= o*,oooo235  1 3 + o',oooo869  i 8 — o‘,oooo76596 = o’,oooo33835  (cent.) 


Terre  et  Mars. 


Log.  n = 6,6o2o525 

2546320  = 7,4o59i3o 
m'n=:  0,1961395 

a = 9,81  7 1024 


Log.m'ne’'  sin(^  a'  — a ) = 7,0048187  ( — ) 
m'ne'e' sin(^  rJ — o ) = 0,5178727  (— ) 
niiieé' sin(ies  —vs)  — 6,34807 1 2 (-»-) 


Î — 3,2i825-+-4,9120-4-  44,9607 
-«-84,2108  + 47,7803=!  178,6456  ’ 


T'orne  / 


î^’ 
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i 6,4365  — 9,8240  -4-  50,62648 
/-4- 47,7803  = 94,9 '93 


32.2aÆf"’  = — a 


t 4,86701  — 12,61 10 l4, 81 13  I 
1+ 68,271 3 -t- 49,4342  =124,7728  I' 


Log.  aM"  =■  o,563g448  ; Log.  a{M”’ 0,2893070} 

Log.  laM"  = 0,4080731  ( — ) ; 
m' an  j M"  e'*-4-  {M'"—  -j-  A/' ) c*  J e'  «re  (ir'  — o)  -H  2/n'  an  M"' ee'  sin  (20  — 2®) 
= — o",oo370o5  2 — o",oooo64  >474  — o",ooo  563825 = — o",oo43  2849. 


Terre  et  Jupiter. 


Log.  n = 6,6020626 
1070,5  = 3,029.6867 
m'n  = 3,5724668 
a = 9,2838993 


Log./n'n  e"  «n(  ® ) = 9,6180728  ( — ) 

m'ne'e'sin{^  rJ —■a  ) = 8,7o554i6  (— ) 
m'nee'‘sin{7.zs — 20)  = 7,9426944  ( — ) 


32.aM"=  28 + 0,37911  ) 

1+0,20433  + 0,00918  = 0,61489!  ’ 


32.a(:l/"'-^.4/')=  a 


i,56oo2—  1,60456  + 0,12260 
■ 0,009  * ^ 0,087  24 


j 0,33834  — 0,68752  + 0,36123  I 
1+0,08067+0,01836  = 0,1 1 108  ! ’ 


Log.  aM"=  7,5673467}  Log.  a{M"’  — ^M')=  6,7194660  } 

Log.  ■xaM'*'  = 6,8243862  (_)  ; 

m an  \M" e''  + {J)T'—^]M"je'\e' sin  (®'— s)  + 2/n'an  M"'ee”sin  (2»' 2®) 

= “ o",oo  1 5333  — o", 0000266 1 + o",ooooo5849=  *“  o",oo  1 554 1 . 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


5^5 


Terre  et  Saturne.  • 


Log. 


n = 6,6o2o5a5 
3497>34  = 3,5437255 
m'n  = 3, 0533270 
a = 9,0205477 


Log.  m'n  e'‘  «n(  et'— o ) = 8,5674763  (— ) 
m'ne'e‘sin(^  ^ — a)  = 7,5189621  ( — ) 
m’nee'‘sin{ia — 2®)  = 8,3369586  ( — ) 


32.a^f'  = 
3a  .la  —• 


— 0,42 II 3a  4-  0434035  0,059538  ) 

4-0,0276214-0,00043898=0,091101  j ’ 

0,843264  — 0,849270  ■+•  0,0165726  } 
■4-0,00043898  = 0,010006  I ' 

0,099384  — 0,19966  -4-  0,100667  i 
-0,0098712-4-0,0018906  = 0,012153  j 


m an  \ M"  c'’-4-  (ÆT" — 7 M’)  e' } e'  sin  (o'— 4-  2/n'an  M'*'  ee"  sin  (20'  — 20) 
= — o",oooo  1 1 02  5 — o",oooooo  1 533 4-  o",oooooo865o = — o",oooo  i o3 1 3. 


Ea  réunUsant  ces  quatre  résultats  on  obtient 

o',oooo33835 —o’, 0043  2849— o", 00 1 554 1 — o', 0000 1 o3 1 3 =- o', 00585907 

pour  le  second  terme  de  l’expression  de  de  sorte  que  , on  a ; 

^ = — o", 270897  — o",oo5859 = — o",276256. 

54.  Maintenant,  si  l’on  reprend  la  lettre  t'  pour  représenter  l’excen- 
tricité de  l’orbite  de  la  Terre  correspondante  au  temps  t , on  aura 

at' = aiF' — f . o''45a5 1 2 — r* . o", 0000207 

au  lieu  de  l’équation  donnée  , pour  le  même  objet , dans  la  page 
109.  du  troisième  Volume  de  la  Mécanique  Céleste.  A la  vérité,  le. 
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'coefUcient  de  exigerait  aussi  la  correction  relative  au  changement 
dans  les  masses  des  pL'Sètes  ; mais  sa  petitesse  diminue  l’importance 
de  cette  correction. 

En  multipliant  par  ^ les  coefhciens  de  t et  t’ , on  obtient,  en 
secondes  séxagésimales  ; 

2t'  = »£*  — t . o",  1 790 1 3g  — t' . o", 0000067  * • 

et  en  parties  du  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  ; 

2t'=  2jE*—  t . 0,000000867885  — t' . 0,0000000000825 1 . 

Il  suit  de  là  que  , 

e’’— £**=— 0,00000145926  — .0,000000003652  j 

J' • 0,0000-] 2^63  — .0,0000001217. 

Donc  , en  multipliant  le  second  membre  de  cette . équation  par 
n=  1 7325593", 54  on  aura 

/(''*  - ( n»  )*  • > ï64",  1 2 7 - ( y . 2",  1 08. 

Ou  obtient  de  la  même  manière 


s'*— £**=— . 0,00000000080755;  (j^y.0',6995 ; 

t'‘— . O, oooooooooooo34ï  ;^t'‘-iE"‘)n<*=—(î^y  o', 000297; 


(e"— £”‘)‘=(j^y.o,ooooooooooo2o45;y(£'*-£''‘)’nE/<=  ^j^y.o',ooi  179. 

Si  l’on  voulait  exprimer  la  valeur  de  rintégrale^^i"  — E'')ndt , en 
tenant  compte  de  l’erreur  qu’il  peut  encore  exister  dans  la  masse  de 
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Vénus  et  celle  de  Mars  on  supposerait,  que  1^, 
gnent , respectivement,  ces  masses;  et  alors  on  trouverait 


5^7 

dési- 


11  = 'iE —t  [ 0,000000867885 — 0, 000000 1392g.fi ,'-1-0,0000001 7 36. .U,") 
— <*.o,oooooooooo325i  ; > 

d’où  l’on  tire  ; 


«'■  — Æ"*  = — j 0,00000145926— 0,00000023420. fl, ’-l-0,0000002920l.fX,"'| 

“(ïSo)  *o,oooooooo3652  ; 

J" [e" — 10,000072963— 0,00001 1 7io.fi,'-»-o,ooooi46o5.fi,''j 
■"(ïrây-  0,0000001217; 

/0'*-^’'•)nt*  = -(ïi)•{l264^I27-2O2^83.^’+253^o4.fi;'i-(4y.2^Io8 

En  désignant  par  C le  coefficient  par  lequel  on  doit  -multiplier 
cette  quantité  pour  former  l’équation  séculaire  du  mouvement  vrai 
de  la  Lune  , on  en  trouve  la  valeur  développée  dans  la  page  4^^  i 
mais  relativement  aux  termes  multipliés  par  fi,' , fi,'”  il  suffit  de 

prendre  C=  — |t»’j  ce  qui  donne 

cf ;»'■-£"•)«<*=-  (4)‘  { 1 264",.  2 7 X c-t- 1 ",7028.fi,’-  2",  1237.  fi”',  j 

~(ïÜô)  -2»  108  . C. 

La  quantité 

loo.n-(j^)  j 1 264'',! 27.C-hi'',7028/i.'-2'',i  237.fi,*  j — (ï^)’2”,io8  . C. 

constitue  ce  qu’on  a coutume  de  nommer  le  moyen  mouvement 
séculaire  de  la  Lune.  Mais  cette  dénomination  est  vicieuse  ; puisque 
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le  rapport  de  l'espace  au  tems  inexprimé  pas  la  vitessse  dans  les. 
mouTemens  qui  ne  sont  pas  uaiformes.  Il  est  plus  exact  de  dire  que 

la  quantité  ioo.r,  augmentée  du  coef&cient  difTéreniiel  — E‘'')ndt 

pris  par  rapport  à ; c’est-à-dire 

iV=Ioo.R--(4)|25a8^254xC+3‘'4o56.^’-4*,2474•^' |-(trô)‘6’>324C 

constitue  la  vitesse  séculaire  moyenne  de  la  Lune. 

Eu  prenant  successivement  < = —t 00X20  , <=100,  on  aura 

iV=  ioo./i-»-2oX25i8",a54xC-t-68'',i  i a.fi,'— 84",948,“"— (2o)*x6",324xC 
A^=  1 00.7»  - 2 5 28",254  X C - 3",4o56  fl/ _ 4",247  4 ft"' - 6",3  24  X C , 

pour  les  moyennes  vitesses  séculaires  qui  répondent  au  temps 
ÿllipparque,  et  au  19.“”'  siècle  de  notre  ère;  de  sorte  que 

iV— iV=— 2 iX2528‘',25iXC— 7 i",5 1 76.fi/-t-8o",7oi.^''-4-399X6*,324xC 

exprime  la  düTércnce  de  ces  vitesses.  Si  l’observation  immédiate 
donnait  un  résulut  différent  de  la  quantité 

— 21  X25a8'',25i  .C-«-399X6",324.C  , ' 

on  pourrait  expliquer  la  discordance , en  l’attribuant  à la  partie 

— 71", 5176.fi/-t-80", 701  .fl,"'. 

Mais  en  cela  il  y a une  limite,  fixée  par  les  valeurs  probables  des- 
masses de  Vénus  et  de  Mars.  On  ne  pourrait  pas , par  exemple  y 
expliquer  par  ce  moyen  l’augmentation  de  iV'  qui  serait  produite 

(oon 

par  une  augmentation  de  o , 0000001  dans  la  durée  du  jour  moyen,, 
comparativement  à la  durée  du  jour  qui  avait  lieu  au  temps  d’Ætp- 
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parque  ; ou  qui  serait  produite  par  toute  autre  cause  étrangère  à la 
gravitation.  Car,  cette  petite  fraction  du  jour  répétée  autant  de  fois 

ietirt 

qu’il  y a de  jours  dans  une  année  julienne  devient  égale  à o,  oo36j25: 
or,  pendant  ce  temps,  la  Lune  décrit  un  arc  de  i73,”2  = gg^^Xo,oo36525, 
et  on  ne  pourrait  pas  supposer  l’équation 

— 7 1 ",5 2 . fl/  -h  8o",7o  . fi/"=  1 73",2  , 

sans  supposer  à /i/  et  fi,'"  des  valeurs  incompatibles  avec  les  masses 
de  Vénus  et  de  Mars  qui  résultent  de  l’ensemble  des  observations 
astronomiques.  Si  donc  une  cause  quelconque  était  capable  d’altérer 
de  0,0000001  la  durée  de  la  rotation  diurne  de  la  Terre  , l’obser- 
vation de  la  vitesse  séculaire  de  la  Lune , serait  propre  à faire 
connaître  l’existence  d’une  telle  altération  (*). 

J’aurais  désiré  pouvoir  insérer  ici  l'expression  séculaire  de  s'  et 

celle  àe ^ E'‘.') mil , en  termes  périodiques;  mais  je  donnerai 
ce  résultat  ailleurs  , n’ayant  pas  encore  achevé  d’une  manière  satis- 
faisante les  calculs  qu’il  est  nécessaire  d’exécuter  pour  modiüer  con- 
venablement l’expression  analytique  de  l’excentricité  de  l’orbite  de 
la  Terre  publiée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  l’année  1782.  (page  272). 

53.  Après  avoir  considéré  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre  , il  faut  remarquer  , que  l’action  de  Jupiter  sur 
notre  planète  introduit  dans  l’expression  de  la  partie  variable  de  cette 


^ Ceci  peut  servir  <l*cxplication  à un  passage  qu’oa  Ut  dans  1a  page  176  du  3.'^  Vol.  de 
la  Mécanique  Céleste.  Le  nombre  t3/5i  dont  il  est  question  dans  ce  passage  s'obtient  en 
nommant  x Terreur  existante  dans  le  coefficient  qui  multiplie  dans  Texpressîon  de 

JF*) rtiif : alors  Terreur  sur  la  vitesse  séculaire  moyenne  : «n  jr 

faisant  1=20  XKK),  on  aura  Téquatiori  10  .x.=  ô31/'6 , qui  donne  x=13/'l. 
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même  excentricité  un  terme  périodique,  dont  la  période  est  égale  à 
celle  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  l'action  de 
Saturne. 

La  forme  de  ce  terme  est  telle  qu’on  a 

i'—E'=  ”*  cos  j — an"  t ai" -Hy  j ; 

(a/**  — an"  ) ( ' I 


K désignant  un  coefficient  de  l’ordre  du  carré  des  excentricités  des 
orbites  de  Jupiter  et  Saturne  ; m”  , ni'  leurs  masses  respectives  ; et 
II”  t-hs"  , n't-i-e'  leurs  longitudes  moyennes.  En  conséquence,  l’in- 
tégrale J — E'‘)ndt  renfermera  le  terme 


8 I inE'.m"  nr  K ■ r r a i»..'-*  i». 

n • -rr-; 5»  t — 2n  M-üî  — 2e  -t-o 

2 ( an*  — an"  )’  ^ ’ 


qu’il  est  nécessaire  d’évaluer  afin  de  fixer  les  idées  sur  sa  grandeur 
absolue. 

A cet  effet,  je  réduis  l’expression  de  ^ posée  plus  haut  (V.  p.  570)4 


= ci  n'  m"  3r . e"  sin  (ot  ' — s'  ) , 

et  je  regarde  m"  , e"  , ts^  , iW’  comme  appartenans  à Jupiter  et  à 
son  orbite.  Alors  en  désignant  par  Je"  , 9a"  la  variation  de  e" 
et  a"  due  à l’action  de  Saturne  , nous  aurons  l’équation 

a' n' w"  AT  j îe"  sirt  (sr" — er' ) -»- e"  Jn"  cos ( o" — ®')j  , 

pour  déterminer  le  terme  principal  de  la  variation  correspondante  de 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre 

Cela  posé  si  l’on  fait  5 = 5re’ <— 2»"  — as",  et  si  l’on  prend 

( Voyez  p.  a3  du  3.“”’  Volume  de  la  Mécanique  Céleste  ) 

B = Af  c”  cos  (3  — 3n'  ) -t-  e"  e"  cos  (0  — au’  — o"  ) 

Ar”  e'  e'" cos  (fl  — sr’  — 20"  ) + A/“’  e"’  cos  (5  - 3<i"  ) 

A/'”  e'  v’  cos  (5  — o'  - 2 n ) -+-  A/‘" c"  7*  cos  (9  — =r"  — an  ) 
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il  est  évident , en  vertu  des  équations 


6oi 


e-Je"»  a”  n"fdl(^)  , e"  a"  n"  f cU{^)  , 


que  les  valeurs  de  3e" , e"  3sr"  qu’il  faut  prendre  pour  l’objet  actuel 
sont  celles-ci',  savoir 

Ia' e”  coi  (5  - 20' - o"  ) 

-t-  2a'  c"  e’  cos  (fl  - o'  - 20"  ) 

-f.  3a'M  ”e"’coî(fl-3o'’)-^-a’^/">7’co^  (fl-  o"-2ii) 

Ia’  M^’’’  e"  sin  (5  — 20’  — o"  ) 
-»-2a'df“’e"e’sm(9-o'_2o") 

■+■  3a’M'’^e"'sin(3  -3o")-4-a'di''>-A/a  (9-  o"-2n) 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  de 
donne  en  intégrant; 


Si  = 


o'  n’  m" 

a»  (5«»  —an"  )* 


I Pcos(p — o') -i-Qîm(9 — o*)  j 


> 


où  l’on  a fait , pour  plus  de  simplicité  ; 

P=  a'  cos  20'  -h  2a'  e"  e'  cos  (o"  + o*) 

-t-3a'  d/'”e"’cos  20"  4- a'  Af'  ’y‘cos  2II  ; 

Q = a’  d/'’’  e”  s/»  20'  -h  2a'  df**’  e"  e'  sin  (o"  4-  o'  ) 
4-3a'  d/=”e"*s/>i  20"  4-a’  d/'”v‘sm2n. 

Donc  en  faisant 


P=  \/l*-\-iJ>‘.C0SŸ  , Q=  l^P‘-t-Q‘-siiif  , 


il  viendra 


3.'= 


Tom  I 


77 
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Mais,  la  variation  de  l’intégrale  — E'^ndt  peut  être  expri- 

mée par  ini'nE'J'dl.ii  •.  ainsi  il  est  manifeste  , que  l’action  de 

Jupiter  sur  la  Terre  est  réfléchie  à la  Lune  , de  manière  que  l’ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  ce  satellite  en  fonction  de  sa 
longitude  moyenne  renferme  l’inégalité 


fl*  ( 5«*  — an"  )* 


Cette  même  analyse  fournit  aisément  le  terme  correspondant  , que 
l’action  directe  de  Jupiter  sur  la  Terre  introduit  dans  l’expression 
de  sa  longitude  vraie.  11  suffit  pour  cela  d’associer  à la  valeur  de  ^ 
celle  de  > en  observant  qu’on  a d’abord 

et  que  de  là  on  tire 

— = — a' n'  m"  M' . j 3e"  cos  (o" — o*)  — e"  3u"  sin(^a"  — j ; 


de  sorte  que  on  obtient , en  substituant  ici  les  valeurs  précédentes 
de  3e"  , e"  3a"  et  intégrant  j 


f'3a'  = 


fl'  n'  m"  AJ* . a"  nT' 

fl*  ( 5rt*  — a/»"  )* 


|PsiVi(5  — o') — QcOf  (9  — a')  j 


7 


OU  bien 


«'3a': 


fl'  n*  m"  At*  fl"  n"  . 

■ a»  (5n*  —an"  )‘ 


‘sin(0  — b' — f). 


Or  en  nommant  3v'  la  perturbation  de  la  longitude  vraie  de  la 
Terre , on  sait  que 

3v'=  3(n't  + i,)-+-23.{  «'«>»(n'r-h«,  — b')  }-t-etc. 
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6o3 

Mais  il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  ici  négliger  les  termes  donnés 
par  la  variation  de  la  longitude  moyenne  , puisque  la  seule 

considération  de  l'équation 

d(n't+.J=  (^.)ndt 

démontre , que  ces  termes  ne  seraient  pas  divisés  par  5n’  — an" . En 
conséquence  il  suffit  de  prendre 


id  = 2 it  — ai'Jo'cos (n't-t-t, — b*)  j 

d’où  l’on  tire 

% I 1 .tf'n'm*’  ^/*.  a"  n’’  . ÿf»  ^ o*  • / . * \ 


On  voit  par  là  que  cette  inégalité  de  la  Terre  et  la  correspondante 
de  la  Lune,  sont  dans  le  rapport  du  nombre  2 à la  quantité  - 

Maintenant , pour  réduire  en  nombres  ces  formules , on  prendra 

I a’ ^1/''’=  /»' .9,6o'^4G88  ; a’Æf'*’= — m’ . 5,8070750  ; 

^ I a’ m’ . 1,1620203  ; a"  m'’.o,3320744- 

Log. 6"=  8,6819347  ; Log.e’=  8,7499264;  Log. y = 8,3417429 
o"=  io’.2i'.4";  o’=  88”.9'.7";  n=  i25".44'.34". 


a'  n'  m"  Af  _ S,U974  . n»  _ 887213091  . I 

5b’— jn"  4528, 88ÿ  » 5«’  — ïb"  ~ 45283^7  > "*  ~ 8513 ' 


Log.  f = 9.7360493  ; 


It 

5n*  — a»’’' 


17823598 
U67  > 


Log.  im'E'  = 6,45o6io4  ; Log.  = 0,6228683  ; 


ce  qui  donne; 


(*)  Voyez  p.  ia4  3.^  Yol.  de  la  Mccaoique  Câe$tc. 
(**)  Voyez  p.  87  dii  m^o&e  Yolumc. 


6o4 

P = — «''.0,018179 

Q= 
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0,018179 


J Log.  P=4, 7140155  (— ) 


—«''.0,026395=— 5;^^  ; Log.  Q=4,8759672  (— ) 


^=Tang.?  = ^i  ç = 55".26'.37". 

Log.  = Log.  7^=  4,9602663 

Log.  “ l/.P*-4-  = 4,6969156;  Log.  = 0,0113407. 

Log.  = 7io54i5i9;  Log.  3-5^^=1,8719595-, 

. Log.  2.  = 9.2384821  (-)  ; 

et  par  conséquent 

91.'=—  o",i732 .siVi  I nt-t-t, — 5 -t- 55”.  26'. 37"  |. 

— =+  o",2886  .im|  6 — II'  — 55*.  26'. 37"  |. 


Ces  résultats  s’accordent,  à-peu-près,  avec  ceux  que  Laplace  a publics 
dans  le  Vol.  de  la  C."  des  Tems  pour  l’année  1821  (V.  p.  268-270). 
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6o5 


S G. 

Réduction  en  nombres  des  formules  posées  dans  les  pages 
485-5oi  et  574"584- 

56.  Celte  opération  est  évidente,  puisqu’elle  consiste  à réduire  en 
nombres  tous  les  cocfüciens  des  argumens , à l’aide  des  élémens 
donnés  dans  les  pages  585-588  et  5q6.  Cependant , pour  plus  de 
clarté , je  dois  avertir  le  Lecteur,  que , dans  les  équations  suivantes , 
le  nombre  entre  les  deux  petites  paranihèses  qu’on  voit  placé  à 
côté  des  parties  constituantes  de  chaque  coefficient  indique  , que 
la  partie  qu’il  affecte  , résulte  de  la  somme  algébrique  de  toutes 
les  quantités  de  l’ordre  exprimé  par  ce  nombre,  qui  entrent  dans  la 
valeur  analytique  du  même  coefficient.  Cette  séparation  des  quantités 
des  différens  ordres  rend  sensible  la  convergence  des  séries  qui 
expriment  les  coefbciens  des  inégalités  Lunaires  , . et  offre  le  moyen 
d’évaluer  par  induction  le  reste  de  la  série , dans  le  très-petit 
nombre  des  cas  où  la  valeur  de  ce  reste  mérite  d’être  prise  en 
considération.  On  reconnaîtra  les  parties  qui  ont  été  ainsi  calculées 
par  le  signe  (ind.)  placé  à côté  d’elles. 

Réduction  en  nombres  des  formules  posées 
dans  les  pages  485  et  486. 

0,008392860  (2)  — o,oooi4i  769  (4)1 
■+■  0,000095632  (5)  — 0,0000  28553  (6)  > — E'‘)di> 

-+-0,000025333  (7)  = 0,008343502  ) 

0,0 1 049 1 o63{2)-+-o,o362334  1 4(4)=o>o4G7  a447  7 

0,000 1 58489.(4)y^*"— =*23g5i 


6o6 
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0,004196435  (a) + 0,002943793  (3) 
0,000923094  (4)  + o,ooo273299(5)| 
0,000080293  (6) + 0,000023969  (7)1 
0,00000026  + 0,000009923  (ind.) 

0,006294637  (2)  + 0,0 1 079026  (3) 
+ 0,007532435  (4)  + o,oo4o  1 75 1 5 
+ 0,00323765  (ind.)  = o,o3 187250 
0,0078683  (2) + 0,02354235  (3) 

= o,o3i4io6 


[A- 


E')dv 


/ 


> = -».0,004031S05 


— 0,004196426  (2)  + o,oooi  17712  (3) 

+ 0,000066761  (4) + 0,000002456  (6) 

—0,000001 368  (6) — o,oooooo36i  (7) 

— 0,00000026  — 0,00000011  (ind.) 

{\-g)v-^Jédv=l^  f— 0,006294657  (2)  + o,ooo43i6i  (3)j  \ 

|+o,ooo334944(4)+o>oooi38o87(6)(^£'‘— £''’)^/J 
I = — 0,006389996 

(-0,0078683(2) +0,00094169 (3)  I 
(=  — 0,00692661  ' ) 

En  sobstituanl  dans  ces  expressions  les  valeurs  des  intégrales  données 
dans  la  page  696  , on  aura 


Jkdv=-  (j^)* . I o",5  7998  - (j^y . o",o  1 7 588  ; 

( I - dv=u,-\r i».o,oo845oo56  - ( 4o",3 1287 -(,^)  o',o67 187; 

{i-g)virj5dv=  0.-v.o,oo4o2i595+(j^y.  6',82986  + (j^yo",oii38i; 

où  w,  et  5,  désignent  les  constantes  arbitraires  , ou  époques  , qui 
sont  censées  comprises  dans  les  [intégrales  J' vdv,  J'odv.  On  trouvera 
dans  le  S suivant  la  valeur  numérique  de  la  constante  de  la  parallaxe. 
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Expression  numérique  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  longitude  vraie  {Voyez  p.  487-496)- 


nf-ht=v-l- J' ^dv 
/— aa626"j255  (i)  — 49"j073(3) 


sincv 

j-6", 659(4)+4", 609(5)  + 1", 197  (6)[ 
(+o",366(7)  + 35a",586(.'*-.e'‘)  ) 

22675",8i4 

sin  2CV 

(+465",375  (2)  + o",i36  (4)  - a'',o4o  (5)  j 
o",8  2 2 (6)  - o'',a38  (7)  - 0",  1 1 6 (8)  | 

1 =+462", 295 

sin  3cv 

|-h",344(3)+o",o37(5)| 

=— 

I i",3o7 

sin  4cv 

1+0", 292  (4)! 

=+ 

o",292 

sin  5cv 

|-o>o8  (5)1 

=— 

o",oo8 

singv—Jv 

1 8", 93a  (2)  + o",  1 7 1 (3)  1 sin  20 

— 1 ' 

6", 577 

singy-^f> 

1 — 0", 343  (2)1  (Vojtlp.  4»5) 

=— 

o",343 

sin  2gv 

j+4i8",234(a)- 12", 846(4)) 
/+i",37i(5)  + o>46C6)  i 

=+4o6",8o6 

sin4gv 

1-4.0", 4^5  (4)1 

=+ 

o",425 

sin2gv—cv 

j+9.",757(3)-28",956(4)j 
|-3",oo4(5)-o",2o4(6)  j 

=+ 

59", 593 

sin  2gv-^cv 

t— 22", 940 (3)+  o",576  (4)  t 

=— 

2 2", 364 

sin2gv  — 2CV 

t-o",63o  (4)  - o",794  (5)+o",344(6)I 

=— 

' i",o8o 

sin2gv-i-2cv 

1+0", 944  (4)1 

= -♦- 

o",944 

sin  2gv  — 3cv 

|-o>78(5)+o",o87(6)| 

=+ 

o",oo9 

sin  2gv  -t-  3a> 

]— o",o35(5)| 

= — 

o",o35 

sin4gv—co 

1+0", io5  (5)  1 

= + 

o",io5 

sin4gv-*-cv 

1-0", 035(5)1 

= — 

o",o35 
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sinc'mv 

t-4-  7 78’,263  (a)  - 7o*,899 (4) — 28', 3 1 7 (5) 
(-7«,877(6)- 1", 444(7)  - 1", 387  (8) 

=4-668", 339 

sin  ac'mv 

I + 9",8 1 3 (3)  - i”,o42  (5)  - o'',79 1 (6)  | 

=-♦- 

7''>98o 

sin  3c' mv 

1 + o",i62(4)| 

=•4- 

o",i62 

sin  ^c'mv 

{+o",oo3  (5)  1 

fH-32",oi4(3)-f-2o",654(4) 

1 

=4- 

o",oo3 

sin  cv  -+-  c'mv 

+ io",658(5)  + 5",994(6) 

(+  i",665(7)+o",534(8)+o*,i7  (ind.) 
i-32",oi4(3)-44'',202(4) 

=4- 

7i",689 

sincv  — c'mv 

-2  2",4i3(5)-io",467(6) 

(-4", 520  (7)  - i",996  (8)  - 1",4  (ind.) 

=— 

1 1 7",o  1 2 

sin  cv  — 2c'mv 

t - o",4o4  (4)  - o",7  29  (5)  - o",455  (6)  | 

=— 

i",588 

sincv-*-  2c'mv 

t + o",4o4  (4)  + o",i  94  (5)  + o",i  59  (6)  1 

= -♦- 

o",757 

sin  cv  — 3c' mv 

t — o",oo7(5)1 

=— 

o",oo7 

sincv-i-3c'mv 

1 -h  0", 007  (5)1 

= -4- 

©",007 

sin  icv — c'mv 

1+  i",3i7  (4)+  i',659(5)  + o",822  (6)  | ' 

= 4- 

3", 798 

sin  2cv  + c'mv 

1— i",3i7(4)— i",oo9(5)  I 

= — 

2",3a6 

sin2cv-t-2c'mv 

1— o",oi7(5)| 

= — 

o",oi7 

sin  2CV — 2c'mv 

|-*-o",oi7(5)| 

= 4- 

o",o  I 7 

sin  3cv-¥  c'mv 

l+o",o48  (5)1 

= -♦- 

0 

ÛO 

sin  3cv— c'mv 

|-o",o48(5)l 

= — 

o",o48 

sin  2gv—  c'mv 

1 - 1 ",  1 83  (4)  - o",092  (5) + o",o34  (6)  1 

= — 

i",24i 

sin2gv-t-c'mv 

|+i",i83(4)-o",i88(5)| 

= -♦- 

o",995 

sin  2gv -i- 2c' mv 

1 4-  o'',o  1 5 (5)  I 

= 4- 

o",oi5 

sin2gv  — 2c'mv 

|-o",oi5(5)t 

= — 

o",oi5 
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jmîgv— wh-c'otp  j+o", 389(5)1  s=+  O*, 38g 

simgv—cv—dmv  j—o", 389(5)1  =—  o'',389 

sîn^gv+cv-i-c'mv  o",o32(5)t  =—  o",o32 

sùiigv-^cv—c'mv  j-t-o",o32  (5)  1 =-(-  o",o32 

!-i586",887(2)-2  7o",444(3)  | 

— 39",383(4)  — 4\oo2  (5)  — o", 064(6)  >=—1900*, 834 

— o',o  2 5 (7) — o',o  2 9 (8)  — 2 8', 04  2 (•’*—£'*)  J 

I -3173", 388(2)-ii27", 524(3)  j 

— 295", 8 1 1 (4) — 67", 7 o3  (5)  — 1 2", 1 87  (6) > =—467 8’, 45 1 
- r,687(7)-o*,i5i  (8)-94",i43(.'--^)) 


»«2£'p+cp  K’^^''’^99(3)-hi7">4i7(4)-«-2",399(5)  ) _ 

o")099  (6)  — o",  1 22  (7)  H- 1',85 1 (<’*— Æ^*)  j 

h- 


sin  lEv-^rc'mv 
s in  jEv  — c'mv 

sin  lEv  — 2CV 

simEv—igv 

sin  iEv-*-2cv 
sin2Ev-^-2gŸ 


-I- 1 3", 341  (3)  - o",8o6  (4)  - o",228  (5) 
o",  255  (6)  -H  o",242  (7) + o",  1 63  (8) 

-93",386(3)-3i",425(4)-9",586(5)I 
- 2",25g  (6)  - o",369  (7)  + o»,o26  (8)  i 
-i3o",539(3)-i9",963(4)  j 

-i5",o83(5)-7",243(6)  [ 

— 3",4 1 2 (7) — r,  1 99  (8) — o’,96  (in  d.)  ) 
-7o'',39o(3)  + ,2",876(4)j 
+ i",885(5)4-o",4o2(6)  j 
-7",o52(4)-o",654(5)I 
-3",2i8(4)-o",3o8(5)| 


1 46", 392 

1 2", 967 
1 36", 999 


sin2Ev-^-2c'mv  | — o",o33(5)| 

. , t-3'',8i4(4)-i",856(5)J 

siniEv—2cmv  i ^ 

i-o",888(6)-o",3i4(7)( 


Tome  î 


=—  I77">439 

=-  55",22  7 
=—  7*, 7 06 

= - 3", 5 26 

=-  o",o33 

= - 6", 87  2 

,8 
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j+53",357(3)+o",499(4) 

simEv-*-c'mv—cv  |— 1 2", 1 48 (5)— 9", 56a (6)  =■♦-  2i",298 

(-  5',547(7)-2',7oi  (8)— 2’,6(ind.) 
f—  i24'',2i4(3)  — 59'',o36(4) 

sin2Ev-c'mv-cv  j- 19", 36 1 (5) -4", 864 (6)  =-208", aSo 

(_o",35i(7)-o",4*4(8) 


sin2Ev-*-c’mv  + cv 


-i",o64(4)-o",i77(5)  j 

-o",17i(6)-o",o97  (7)( 


i",5o9 


sin  2Ev—c'mv-¥cv 

(-l-7",448(4)-t-i",964(5)  j 

|^.o",867(6)-t-o",3oi(7)j 

sin2Ev-*-3c'mv 

{ — o",ooo  (5)  1 

sin  2Ev  — 3c  nw 

j-o'',i33(5)l 

sin  a£’v+  c'mv — acv 

1 -4-  a",  1 95  (4) — o",5  7 1 (5)  1 

sin  2Ev  — c'mv—  2cv 

t-5'',iai(4)-o",575(5)t 

sin2Ev  + c'mv-h2cv 

|+o",o59(5)| 

sin  2Ev — c'mv-^-  2cv 

l-o',4i5(4)l 

sin  2Ev -h c'mv  — 2gv 

1-»-i'',i83(4)-4-o",29o(5)| 

sin  2Ev—c'mv  — 2gv 

l-a",76a(4)-4-o",433(5)| 

sin  2Ev-*-c'mv  -4-  2gv 

) + o",oa7(5)| 

sin  2Ev  — c'mv  agv 

1-o",i89(5)] 

sin  2Ev  — 3cv 

|-4-o'',488(5)| 

sin  2Ev  + 3cv 

1 -4- 0", 333  (5)1 

sin  2Ev  — 2gv  — cv 

j—  i",93i  (4)-»-o'', 209(5)  1 

sin  2Ev  2gv — cv 

I-3'',217(4)  — i">3o4(5)  t 

=-+-  io",58o 

— o",ooo 
= - o",i33 

=+  i*,6a4 

= - 5", 694 
= + o",o5g 
= - o",4'5 

=-*-  i",473 

=-  î",3a9 

=+  i",473 

=-  o",i8o 
==-H  o",488 

=+  o",333 

=—  i",7ai 

= - 4",5a. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


fin  iEv-igv-i-cv  lo', 939(4)  — i', 434(5)  1 

=-t- 

simEv-^-igv-^cv  |-i-o' 

",385(5)1 

= •4- 

(-3 

sinaEv—icmv—cv  ^ 

",8i3(4)-2'',3oo(5)  I 

",oi6(6j— o",329(7)  1 

sin  2 £'v  ic'mv  — cp  | -j-  o',67 3(4) + 0", 895(6) + o',43 5 (6)  | 

= -H 

fin  lEv  — 2c'/nt>  -t-cv 

t+o",3o4(5)t 

= •4- 

sin  lEv  -t-  ^c'mv—  2ct> 

1-0", 189(5)1 

= - 

sin  lEv  — 2c'/nt»  — 2W 

j-o", 157(5)1 

= — 

fin  2£'t>  -h  2c'/nv  — igv 

|-4-o",02o(5)  } 

= -»- 

sin  lEv  — 2c'/nt>  — 2gv 

|-o'',o85(5)1 

= — 

fin  yEv  + 2|v  — 20» 

1-o",6i8(5)| 

=s_ 

fin  2^’t»  — 2gV  + 2Ct» 

1-0", 406  (5)1 

= — 

f «I  lEv  — 2gV  — 2CV 

|+o",o35(5)| 

= -+- 

simEv  — 4gv 

|-o",o47(5)| 

= — 

tintEv  — ^cv 

l-o",o33(5)l 

= — 

sin2E\>  + 3dmv— cv» 

| + o",ooo4(5)  1 

= -+- 

fin  2Ev  — 3c'im>  — cv 

j— o",io6(5)| 

= — 

sin2Ev+c'inv—tgV’lrcv 

{-o",i84(5)l 

= — 

sin2Ev’Srdmv  — 2gv—  cv 

i^-o'',o32(5)| 

= -4- 

sin  2Ev — c'mv  — 2gv  •+■  cv 

1+ «",429  (5)1 

= -4- 

sin  2Ev  — c'mv — 2gv — cv 

|-o",o79(5)J 

= — 

sin  2Ev  ■+•  c'mv  -h2gv — cv 

t+o",o54(5)| 

= •4- 

sin  2Ev—  dmv  •Sr2gv  — cv 

1-0", 126(5)1 

=e- 

6 I I 

9",5o5 

o",385 

7", 458 

2”,oo3 

o",3o4 

o",i89 

o",i57 

o",020 

o",o85. 

o",Gi8 

o",4o6 

o",o35 

o",o47 

o'’,o33 

o*,ooo4 

o'',io6 

o",i84 

o",o32 

o',429 

o>79 

o",o54 

o",ii6 
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tin  Ev 

sin  Ev  — cv 
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t+ 7 2", 9*0  (3) +33", 818  (4)  1 

+ io'',7io  (5)+4",572  (6)  ! (i  -^)  =+  i2i",489 

+ i',934(7)+o'’,86o(8)-»-o',5(ind.)  ) 


+ I o",999  (4) + 4", 23  2 (5) 
+i',656(6)+o',7  24(7)+o',3(ind.) 


17”,5o4 


(-3' 

sin  Ev-i-cv  i 

l-o 

,000 (4) -i", 077 (5)  \ 

4",38i 

.399(6)-o">»o7(7)  i' 

(—21 

sin  Ev-^rcmv  j 

",855  (3) +7", 357  (4))/  ,v 
',266(5)+o",562(6)  jV 

=— 

i6",9I2 

sinEv— c'mv  { — 1 " 

,226(4)  + i",202(5)  + o",i57  (6)  1 

=+ 

o",i33 

sinEv — 2CV 

|+o",i65(5)j 

=+ 

o",x65 

î/re£'v+2cv 

{+o",iio(5){ 

=+ 

o",i  10 

sinEv — 2gv 

{+o",8i4(5)| 

c=  + 

o",8i4 

sinEv’*-2gv 

|+o",074(5);| 

= + " 

o",074 

sin£v-h2c'mv 

|+o",oo3  (5)1 

= + 

o",oo3 

sinEv— 2c'mv 

|-o>75(5)| 

= — 

o",oy5 

sin  Ev-¥-  c'nw — cv 

1-i",498(4)+i",o32(5)1 

es  — 

o",466 

sinEv-t-c'mv + cv 

1+o",899(4)-o",3o3(5)| 

= + 

«",596 

sin  Ev  — c'mv  — cv 

|+o",o25(5)| 

= + 

o",025 

sin  Ev  — c'mv  + cv 

l+o",o5i(5)t 

= + 

o",o5i 

sin  Ev  + c'mv  — 2cv 

1— o",o82(5)| 

= — 

o",o82 

sin  Ev  + c'mv  + 2cv 

|-o",o33(5)| 

= — 

o",o33 

sin  Ev+c'mv— 2gv 

t— o",o37(5)| 

= — 

o",o37 

sinEv-i-cmv-^-zgv 

{ — 0",02I  (5)  ( 

= — 

o",02I 
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sinSEv 

siniEv  — cv 
siniEv-¥Cv 
sin3Ev't‘c'mv 
sin^Ev—  c'mv 
sinZEv-'^cv 
sin3Ev  — 2gv 
s in  3Ev  ■+•  c'mv — et» 
sin^Ev 

smi^Ev  — cv 

sin/^Ev-i-cv 
sin^Ev-t-c'mv 
sin^Ev—  c'mv 

sin^v—2cv 

sin/^v—  2gv 
sin  4£’i>  H-  c'njt»  — cv 
sin  ^Ev  — c'mv — et» 
sin^Ev  — 3ct» 
sin  4£’t»  — 2gt»  — et» 
sin  4£’t»  — 2g^t»  -t-  et» 
s/«  4£’i» + e'»Jt>  — 2et» 
sin  ^Ev — c'mv  — 2et» 
sin  ^Ev  + c'mv  — 2gv 
sin^Ev  —(fmv  — 2gv 


;|(-à)  = 
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-i",395(4)-o",,o6(5) 

-o",29i(6)-o",io7(7) 

-♦•o',3o9(5)  + o',o77  (6)-ho',oo5(7)]  = 
-t-o'',i56(5)l  = 

+o", 145  (5)1 
-o",ii5(5)| 

o",64o(5)|  = 

-no", 247  (5)1  • = 

+o",i26(5)|  = 

-H7',i39(4)+o’,846(5)+o',8o5(6)1  = 

+ i7'',756(4)  + 7'.3i8(5)j 
+ 2",592(6)-ho",702(7)  j 
-I  >38  (5)1 

— o",i2o(5)  — o",oo6 (6)  I 

+ o",84o(5)  + o",3i6(6)l 
+ 9-,i  54  (4)  + 4', 588  (5)+ 1*,363  (6)  J 
h-o",373(7)+o>95(8)  j 

+ o",329  (4)+o",i93(5)— o>7a  (6)  | = 

-o",448(5)-o',ioi  (6)+o", 043(7)  I = 

i",74i  (5)+o-, 952  (6)+o’, 358(7)  I = 

-ho", 355  (5)1  = 

+ o",i63(5)t  = 

-o>i8(5)|  = 

- o",3o8  (5)  j 

+ o",7i  8(5)1 
-o",oii(5)l 
-+-o", 026(5)  j =-H  o",026. 


6i3 

- 2", 44a 

-4-  o",39i 
-H  o",i56 
■H  o",i45 

- o",ii5 
-H  o",64o 
-4-  o",247 
•4-  o",126 
■H  8", 790 

-H  28", 368 

- i>38 

- o",126 
-H  i",i56 

=-hi5",473 

o",45o 

- o",5o6 
-H  3>5i 

=-H  o",355 
=+  o",i63 
= - o",oi8 
=-  o",3o8 

=-H  o",7i8 
= — o",oii 
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6i4  théorie  du  mouvement  de  la  lune 

Expression  numérique  de  la  latitude  de  la  Lune  en  fonction 
de  sa  longitude  vraie  Voyez  p.  5g6-5oi  ). 

L=  Latitude  de  la  Lune^ 


singv 

sin  3gv 
sin  Sgv 

singv-t-co 
singv—  cv 

singv  — îcv 

sin  gv  ■+■  2CV 
sin  gv  — Zcv 
sin  3gv  — cv 
sin  3gv  — 20» 

sin  gv  -+-  c'mv 


1-H 18576", ooo(i)  — 37", 665(3) 

|+o'',o94(5) -o>02(6) 

J-4- 1 2", 556  (3) + o’,oo2  (5)  I 

|-i-o",oi5(5)  1 

5", 701  (4) + 0",  160  (5)  ) 
|-ho",i4i  (6)-*-o>i7  (7)  j 
C+ 17",  102  (4) -4-1  ",91 9 (5) 
|•4-o’',348  (6) -4- o", 086  (7) 
-34",926(3)+8",8i7(4)J 
1+0'', 25i  (5)-t-o’', 142(6)  ( 
j-4-o'',2i8(5) 

|— o> Il  (6)  — o*, 004(7)1 
j -1-0'', 046  (6)  — o", 008  (7)  i 
1 — 0",  177  (6)  4-0", 07 2 (6)1 

(-4- 26^,283  (3) -1", 884  (4)) 

|-o",49s(5)-o’’,i56(6)  i 


=-4- 1 853", 84a  7 
=4-i2",558 

=4-  o",oi5 

=-  5",383 
=4- 19", 455 

=-25',7i6 

=4-  o^aiS 
= — o",oi5 
s=4»  o",o38 
= — o",io5 

=4-  a3",75i 


singv  — c'mv 

singv-^-2c'mv 
singv — 2dmv 


j-26",283(3)4-o",246(4)j 
/4-o",5o4(5)4-o",253(6)  j 
|4-  o",33a  (4)  — o",o  1 9 (5)  I 
I — o",33  a (4)  — o",o  I O (5)  4-  o",oo4  (6)  | 


sin  gv  4-  3c'/»i»  1 4-  o'’,oo6  (5)  I 


singv~~3c'mv  j — o',oo6(5)  | 
sin3gv-i-dmv  l4-o",o55(5)} 
sinSgv—dmv  |— o',o55(5)| 


= — 25",a8o 

=!4-  o'',3i3 
=-  o",338 
= 4-  o",oo6 
= — o",oo6 
=4-  o'',o55 
=—  o'*,o55 
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smgv-*‘CV-*-dmv 

j— o",i44(5)t 

s=—  o’,i44 

singv—cv—c'mv 

{+o'43i(5)j 

s=-H  o',43i 

singv-^cv—  c'mv 

I— O», 1 44  (5)1 

=—  o",i44 

singv — cv-t-c'mi» 

l+o",i44(5)} 

=+  o",i44 

sin  gv  — 2CV — c'mv 

l+o",i48(5)l 

=-».  o'',i48 

singv — icv-t-c'mv 

l-o",i48(5)l 

= - o'’,i48 

singv  — icv  H-c'/wv 

{— o",002  (6)  } 

s= — o",002 

singv-ircv—  ic'mv 

j— o",oo4(6){ 

SB  — o'',Oo4 

sin  gv — cv  -h  2c'mv 

j+oViiC^)! 

= •+•  o",OII 

singv  — cv  — 2(/mv 

l-o',oii(6)j 

= — , o",o  I 1 

sinfv  1 — I o',44o(  • )“®">  * ® * (^) — ~ * ° 

,7961i//i2u  = — 7'', 886 

f + 52i'',o66(2)-t-9",744(3)  ] 

sin  2Ev — gy 

3",492(4)-o",i35(5) 

V sbh-527",oJi 

(•*-o'',i73(6)+97",i2(t'‘— .E'*)  ) 

sin  2Ev-y-gv 

|—  i'',o59(4)  — o",4oo(5)— 

o>54(6)l=-  i',5i3 

sin2Ev*-cimv—gv 

|-8’,75i(3)-.",556(4)- 

o’,!  57(5)1=—  10", 464 

sin2Ev — c'mv—gv 

|-i-2o',443(3)+i",775(4)-t-o'',o25(5)t=-H  22^,243 

sin  2£’^>-^-c'/n^»-t-gv 

|-o>i7(5)| 

SB—  o>i7 

sin2Ev — cmv-\-gv 

|-t-o'’,o4i  (5)  t 

= -♦-  o",o4i 

sin  2Ev—gv  — cv 

j—  I f,  I o5  (4) — 3",  1 99  (5) 
j-o",556(6)-o",o88(7) 

= - 20", 938 

sin2Ev-^rgv-*‘CV 

= -H  o'',o32 

sin  2Ev  — gv+cv 

t + 5;7oi(4)+o",55i(5)- 

o",o33(6)l  =-4-  G",2  19 

sin2Ev-^gv—‘Cv 

j — o",8oo(5)— o'',257  (6)— 

o>42(7)i=—  i",o99 
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sin  jEv— 2cv-i-gv 
sin  s£'i>h*  2cv—gv 
sin  2Ev  — 2cv  — gv 
sin2Ev — 3gy 
sin  2Ev  -I-  2dmv  —gv 
sin2Ev  — 2dmv — gv 
sin  2Ev  — 3gv  •+•  cv 
sin2Ev-i-gv — 3ct» 
sin  2Ev ■+■  3c mv  —gv 

sin  2Ev — 3c’mv gv 

sin  2Ev-t-c'mv — 3gv 
sin2Ev — dmv — 3gv 
sin  2Ev  — 3gv  -t-2cv 
sin  2Ev  -t-  2c'mv  —3gv 
sin2Ev-i-dmv  — gv  -i-  cv 
sin  2Ev  — dmv — gv-+-  cv 
sin  2Ev  •+•  dmv  —gv—cv 

sin  2Ev — dmv—  gv cv 

sin  2Ev-i-dmv-i-gv 2cv 

sin  2Ev  dmv  — gy  — 2cv 

sin  2Ev — dmv  -i-gv 2cv 

sin  2Ev — dmv — gv — 2cv 
sin2Ev-h  2c'mv  — gv-i-cv 
sin2Ev+  2cmv-t-gv—2cv 
sin2Ev^2cmv—gv—2cv 
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{+o',98o(4)-o",559(5)-o',j43{6)  j 
j — O*,  1 45  (5)  -H  o",o  I a (6)  I 
|-3',9i8(4)-o»,8i3(5)1 
I — I ",o5 7 (4) + o’,2 7 5 (5)  I 
1 — o',  1 1 1 (4)  - o',o  1 1 (5)  - o*,oo6(6)  1 
I 26  (4)  ■+-  o",o9 1 (5)  I 

|+o",o46(6)} 

|-oV3a(6)t 
j — o'joooi  (5)1 
I + o",oi7(5)| 

Ko>,8(5)» 

I — o'',o4a(5)| 

1 — o”,oi5(6)| 
j-i-o",ooo2  (6)  I 
|-o>48(5)} 
t + o'',33G(5)f 
|-«-o'',i44(5)} 
t-i",oo7(5)| 
t-o"',oi6(5)} 

1+0", 066  (5)1 
|-t-o",o38(6)| 
l-o^I54(6)^ 

1 — 0", 00007  (7)1 
| — o'',oooa  (6)  J 
j— o'',oo«8(6)  { 


:-«-o'',I78 

=— o',i33 
= -4',73i 
=-o“,78î 

: — 0*,Il8 
= + o',7i7 

= H-  o',o46 
= — o",o33 

= — o’iCOOI 

=-+-o'',oi7 
=-+-o",oi8 
= — o",o4i 
=— o'',oi5 
= -ho", 000  J 
-o>48 
-ho",33G 
:-HO",i44 
— 1",007 

— o",oi6 
-ho", 066 
-ho',o38 

— o",i54 

— o",oooo7 

— o",oopi 

— o",ooo8 
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f4-o",t68(5)| 

*= -4-0'',  168 

sinEv  — gv 

(5)  I 

=s-4*o'',6o3 

sinEv-t-gv—cv 

|+o",452(5)i 

= .4-0", 45a 

sinEv-gv-i-cv 

l-o",54 1(5)1 

= •— o'’,54i 

sinEv—gv—cv 

l + o”,54i(5)^ 

=s^p-o",54i 

sin  Ev  •+•  c'mv  -f-  gv 

1 - 0", 00  a 7 (6)  -4-  o",oo  27(7)1 

= — o'',ooo 

s in  Ev  -4-  c'mv — gv 

1 — o",oo7  (6)  -4-  o",oo5  (7)1 

= — o",O02 

sinEv  — dmv  ■+■  gv 

1 -4-  o",oo8  (6)  1 

= -4-o’’,oo8 

sinEv—àmv—gv 

|-4-o'',oi4(6)  I 

s±:-4-0",Oi4 

sin  Ev  H-  c'rm/-^-gv— cv 

1 - oVa  7 (5)  - o»,o37  (6)  | 

=— o'',o64 

sinEv-h(/m»--gv  — cv 

1 — o”,o54  (5)  — o’jo  2 2 (6)  t 

= — o",o76 

sin  Ev-t- c'mv — gv-t-ct» 

■|  -4-  o",o36  (5)  — o",o2g{6) } 

=-4-0", 007 

sin  Ev— c'mv  -hgv—cv 

}-4-0'’,012(6)j 

= 4-0', 01  a 

sinEv—&mv—gv-Jhcv 

|-o’',OI2(6)|  . 

= -*-0",0I2 

siniEv — gv 

1-oV67(5)| 

= -o’',i67 

sin  iEv gv cv 

1— o'',i5o(5)f 

= -o",i5o 

sin  3Ev  -t-  c'mv  — gv 

| + o'',oo8(6)  1 

= -4-0", 008 

sin  iEv-^c'mv—  gv  — cv 

1-4- a", 007  (6)1 

= •4-0'', 007 

sin^Ev—gv 

1-4-0'’, 371  (5)1 

= -4-0'', 371 

sin  ^Ev  — gv  —cv 

1 -4-  o",8oo  (5)  -4-  o",32  2 (6)  1 

= -4-  l",l  22 

sin/^Ev—gv—icv 

1-I-o’',282  (5)  1 

= -4-o",282 

Tome  I 
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« 

Expression  numérique  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune 
en  Jonction  de  sa  longitude  moyenne  ( V.  p-  574"584  ) 

v=^nl-¥i—J'  îrff-t- 

1+ 2 262ff,255  ( I ) -t- 4o*,563  (3)  - 5",548  (4)  I 
— i3", 499(5)— 4"  >876(6)  — i", 269(7)  I =■+•  2264i",636 

+ 35 2", 2 2 2 (*'•  - £^‘)  + 4 1 5", 400  (i'‘ - £”)  ) 

775",62  2 (2)  - o",583  (4)  - 2",6i6(5)j 


sin  2C.nt  ' { — 2"; 

(+36 

.049  (6)  — o'',7o8  (7)  — 0",  1 89  (8) 

",454  («'■-iE’")  ! 

=+769", 477 

sin  ic.nt 

1+36",869(3)-o",i49(5)I 

=+  36", 7 20 

sin  4c.nt 

|+2",oo3  (4)  1 

= + 2",oo3 

sin  5c.nt 

|+o'',ii7'(5)t 

= + o",n7 

sin  g.nt  —f.nt 

1-6", 3771 

= - 6", 577 

sing.iit  ^f.nt 

1+0", 3431  • 

= + o",343 

sm  2g.nt 

j-4i8",234(2)+5",3oo(4)j 
(+i",985(5)-o",o92(6)  ) 

■ =— 4ii",o4' 

sin4g-nl 

| + o",424(4)I 

=+  o",424 

sin2g.nt~c.nt 

j-68",8i7(3)  + 28",968(4)l 
j+2'',4o8(5)+o",25o(6)  i 

= - 37",i9> 

sin  2g.nt-t-c.nt 

l-45",88o(3)  + o",679(5)t 

= - 45", 201 

sin  2g.nt  — 2c.nl- 

1+0", 629  (4)  + o",794(5)-.o':,344(6)}  =+  i",o:9 

sin  2g.nl-*-2C.nt 

1-4", 089  (4)1 

= - 4", 0^9 
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sin  ig.nt — 3c.fU 
sin  ig.nt-i-Sc.nt 
sin^g.nt — c.nt 
sin^g.nt-i-c.TU 

sin  c'm.nt 

sin  2c‘m.nt 
sin  idm.nt 
sin  ^c'm.nt 

sin  c.nt + c'm.nt 

sin  c.nt  — c'm.nt 

sinc.nt — 2c'm.nt 
sin  c.nt  -tr  2c’m.nt 

sin  2c.nt  — c'm.nt 

sin  %c.nt-\- c'm.nt 
sin  2c.nt-t‘2c'm.nt 
sin  2C.nt — 2c'm.nt 
sinc.nt  — 3cm.nt 
sinc.nt-t-3c'mjit 
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1 4-  o'',o8 1 (5)  — o",o33  (6)  | 

=•+- 

o",o48 

1-0-, 33g  (5)1 

=— 

o",339 

l + o",i4o  (5)  t 

= 4- 

0",  1 4» 

t+o",o93  (5)t 

= 4- 

o'',o93 

(— 778', î63(2)4-7o’, 898(4)4-28', 3 1 7(5)  1 
j4-7",725(6)4-  i",35i  (7)4-  i",328(8)I 

668",644 

|-9",8i4(3)4-i",i5i(5)4-o,'79i(6)| 

l = — 

7", 872 

1-o'',i62(4)I 

=— 

0",  1 62 

| — o'',oo3  (5)  1 

=— 

o",oo3 

1 - 74',7  0 2 (3) — 2 3',847  (4) — 7",o3o  (5)  j 
- 4-,o46  (6)  - o",965  (7)  - o-,339  (8) 
{— o",T7(ind.)  I 

1 

i 

1 1 i",o99 

(4-  74',702(3)4-4  1', 009(4)4-1 7’, 897(5)  : 

1 

4- 8", 286  (6)  4-  3", 7 1 4 (7)  + i",73 I (8) 

i48",o59 

(•+‘o",72  (ind.)  ] 

|4-o'',942  (4)4-0-, 749(5)4-0", 440(6)  1 

1 

1 =H- 

2-,i3i 

1 - o",942  (4)  - 0-,  1 74  (5)  - o-,o56  (6)  r = - 

l",172 

j4-5-, 12,  (4)4-2-, 819(5)  j 
|4-i",io4(6)4-o-,6(ind.)  ) 

= 4- 

9", 644 

l-5",i  21  (4)-i",673(5)-o',55(ind.)  | 

= — 

7”, 344 

1-0-, 065(5)1 

= — 

o",o65 

14-o",o65(5)  I 

= 4- 

o",o65 

14-o>i6(5)1 

= 4- 

o",o  1 6 

1— o",oi6(5)  j 

3=  — 

o",oi6 

620 
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sinicjil-t-cm.nt 

1-0", 365  (5)1 

o",361 

sin  icjU  -wc'm.nt 

1 -4-0", 365(5)1 

SS>4- 

o",365 

sin  tg.nt-r-c'mjit 

|-o',395  (4)-*-o','.59(5)-4-o*,ï  i3(6)  } 

o",.3o 

sin  :fg.nt-i-c'm.nt 

t o",3g5  (4)  -4-  0",  .90(5)1 

o",585 

sin  ig.nt  -t-  ic'm.nt 

|-4>o",oo5(5)  I 

— -t- 

o",oo5 

sin  ig.nl  — icnijU 

{ — o",oo5  (5)  1 

=— 

o*,oo5 

sin  ig.nt  — cjU-t-cim.nt  j — 0", .62  (5)  | 

= — 

o",i62 

sin  ig.nl — c.nt  —c'mjit  j-t-o",.62  (5)  | 

=-+• 

o',i62 

sin  ig.nl  -H  c.nt  •+■  c'm.nt  | -H  o", . 95  (5)  | 

= -4- 

o'.igS 

sin  ig.nl -tr  c.nt  —c'm.nt  | — o",.95(5)  | 

/-H  . 586", 887  (2)^6. 8", 5 . 7 (3)\ 

— — 

o'.jgS 

1 

sin  lE.nt  ^ 

1 

i3i",82ï  (4)-4-27%i54(5)  f 
|-»-4", 92.  (6)-4-o", 990(7)  1 

|-4-o",o3o(8)-i-52',5u  (.■*-£")) 

= -t-  2.1 

70', 3 20 

-♦-3 1 73', 388  (î)-t- 1 040', 488  (3) 
-t-29i",5i4(4)-i-66'', 253(5) 

siniE.til-^c.nl 

^i2",332(6)-4-i",566(7) 

• ^o", 107  (8)^84", î83(."-£'*) 

f-+- 1 34", 5 1 9 (3)  ^ 46", 980  (4) 
sin  iE.nl + C. lit  |-*-9",377(5)-+-i",7i6(6) 

|-ho",26i  (7)-»- 1 1 5", 932  (i’-E'‘) 
j-i3’, 34.(3)-.  r,o35(4)-.’,îi4(5)| 
(-t-  o",5g5  (6)  -t-  .",460  (7)  — o'',o-]6  (8)  j 

r-h93",386(3)-^5i",o7o(4)  . 
sin  iE.nl -c'm.ni  j-f- . 6", 384  (5)  -h 4",o4p  (6)  } 
i-t-  o",87  . (7)  -t-  o",o99  (8)  ) 


= H- 4585', 648 


= -t-  192',.  46 


23', 611 


=-♦-  .65",85o 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


621 


j-f- 1 3o",539  (3)  -H  46", 002  (4)  j 

sinnE.nt-^2c.nt  |•4-22",6o2(5)-♦-8",439(6)  , ( 

|-H3*,558(7)-»-o*,963(8)-i-o',26(in(l)) 

sin  zE.nt  -h  2C.nt  { -¥•  i o",3o7  (4)  -H  3", 364  (5)  o”, 44^(6)  I 


sin2E.ni-~2g.nt 


{■+■  70*, 390  (3)  - 1 2", 87 1 (4)  ) 
1-2", 125(5)-o", 479(6)  i 


sin  2 E. ni 2g. ni 
sin  2E.nt^2dm.nt 

sin  2E.nI  — 2dm.nt 


|-3',2i8(4)-o",i58(5)t 

i-o",o65(5)j 

(-4-3",8i4(4)-*-2",70i  (5)  ) 
(-*-o",997  (6)-»-o"3oi  (7)  ( 


sin  2E.nI  •+■  dm.nt  — c.nt 


I-53",357(3)-5",754(4) 
-f.io",452(5)-^8",84i(6) 
^.5"^93(7)  + 2",8i4(8) 
-H2",5(md.) 


fl  24",5o  1 (3)  59", 900  (4)  1 

sin  2E.ni  —dm.nt  —c.nt  |-4- 19'', 436 (5)  *4-  5", 32 1 (6)  > 

I-»-o",o66(7)-»-o'',5i8(8)  ) 


sin  2E .nt-^dm.nt-^c.nt 


j— i",i3i(4)-  i",3io(5)  j 
j-o",363(6)-o>8î(7)  j 


sin  2E.nI  — dm.nt  -+- c.nt 


sin  2E.nI  -4-  ^c'm.nt 
sin  2E.nI  — Zdm.nt 


i-h7",9i6(4)-*-4*4o3(5)  J 
(-4-i",343(6)-i-o'',382(7)  I 

j-4-0",0002(5)  j 

j-*-o",i3o(5) } 


=-f-  2 12", 363 

y 

= -«-  i4',ii9 

=-♦-  54",9i5 

=-  3", 376 

= - o",o65 

=-*-  7",8i3 

= — 28",8ii 

= -1-209", 74a 

= — 2", 884 

=•4-  i4">o44 

= -4-  0",0ü0  2 


=-+-  o",i3ü 
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— 3c.n<  j-H 8", 353  (4) -4- 2'', 981  (5) -h  i", 47^(6) }=-♦- 12^807 
|5/>i2^.7i<-4-3c.nr  [-4-3",252(5)-4-o",o57(6)  } =-+-  3",3og 


(*)  Pour  calculer  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coefficiens  des  deux  argumens 
aE.rit — 3c.nt  , 2E.ni  3cjU  j’ai  ajouté  au  développement  des  fonctions  , /•'(k)' 

les  termes  suivons  ; savoir 


F{vy  — cos2Ev  — ^cv  e‘| 


187057  . 135  52041  15  . 59  _ 705797  j 

1536  ■*"  82  1024  64'*'86“  9216  1 


cos^iEv-^Zcv 


m 119__59_ 
24  12  36“ 


8475» 

288  I 


m 


I ^ 
1 


F(yŸ=.  siniBv  — ^cv  é 


17595  , 45  59  59  . 17347  . 45  _ 53529  | 

16  16‘*"1^*^'ï“  256  J 


sm  'lEv  -4-’ 


653  ^ 

48  16 


59  U9_  s, 

16  - 24  “ 16  j ■ 


F {yŸ  =.  COS  2Ev — Zcv  C0^2£p-4-3cP 

« 

U suit  de  là,  que  la  fonction 


1 d.F(T)‘  1 1 â>.F{p)>> 

2 dv  O <fv>*  ”*■  2.8.4  ~3T5 


I enferme  ces  deux  termes 


sin^Ev — 3CP 
sin  iEv-^Zcv 


705797  269  405  . 17843  . 587  15  . 59  . 11  _ 1905793  1 , 

® I 18482  192  128 ■*"  612  16  16"*"75'*'  8 “ “Ï8432  1 

il  17375  289  10375  . 955  , 7875  275_^2817l  , 

® I 576  ir  96  ■*"  48  "F  ” 576  j » 


lesquels  étant  réduits  en  nombres  donnent 


swaE.nt  — 3c.n<  (■*•  l'',478) , sin iE.« -i- 3c.n<  < 0", 057 ).  ' 

A la  vérité  on  néglige  de  cette  manière  les  termes  analogues , que  l’intégration  directe  introduit 
dans  — Fiy)-,  mais  la  petitesse  de  ces  termes  dispense' d’en  faire  le  calcul. 
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■ \.sùt2E.nt-¥-cm.nt  — 7c.nt  1 — 2’,  i q5  (4)+ o',7o4  (5)  +0^096  (6)  1 = — i ",395 
'^tin2E.nt-‘cm.nt~2c.nt  J4-5",ï2i  (4)-t‘2">io5(5)+o',536(6)î  = 't-7'',7G2 
sin2E.nt-t-cm.nt-i-2CJit 
sin  2E.nI—  Cfrunt-^  2C.nt 
sin  2E.nt-k-c'mjit—  2g.nt 
sin  2E.nI  — c'rn.nt  — 2g. nt 
sin  2E.nI  -t-  dm.nl  -4-  2g.nt 
sin  2E.nI  — dm.nt-^ 
lim  2E.nI — 2g.nt — c.nt  |4-2*,574(4) — i*j958(5) — o", 586(6)  1 =-»-o",o3o 
^ sin  2E.ni  -4-  2g.nt — c.nt  | — 6',435 (4) — 2">439 (5)—  o*,5 1 o (6)  i = — 9", 384 


sin  2E.nI — 2g.nt-*-c.nt 

t_  7",078  (4) + 0", 927(5)1 

=-6",i5i 

sin  2E.nt-i-2g.nl-^c.nt 

1 — o",626(5)  I 

= — o",626 

sin  2E.nI  — 2c'ni.nt  — c.nt 

j-4-3",8l3(4)-4-2",402(5)j 
|-4-  i",oi4(6)-4-o’,298(7)  j 

= +7", 527 

» 

sin  2E.nI -4-  2c'm.nt—c.nt 

(-0", 673(4)-(/, 870(5)  j 
j-o”,47i(6)  i 

II 

■ 1 

0 

sin  2E.nI—  2c'm.nt-^c.nt 

1+0", 323  (5)1 

= -4-  o‘’,323 

(*)  Pour  avoir  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coefficient  des  deux  argument 
‘xE.ni’^c'm.ni-^ic.nt  t ^ j’ai  réduit  eu  nombres  les  coefficient  de 

ces  deux  termes  ( Voyez  p.  $17  et  5i8)  ; 

1 d.Fîÿï 

2 dv 


'*  ce  qui  revient  k négliger  les  tenues  analogues  que  l’intégration  iutioduit  dans  le  développement 
de  — /"H. 

(**)  Voyez  1a  page  Ca;, 


r t ,r/  1053  45  U13  \ i 

sm’xtv-^cmv^icv  c i 1 "oî"  “ "eî" 

r t sfi  17867  105  13687  \ , 

siniEv  — cms^ — 2CP  ^^(“ï58  — ¥”*128“/^  ’ 


|-o',o87(5)| 

= — o",o87 

j-4-o",6o7  (5)  1 

=>4-0'' ,607 

|— i",i84(4)— o",2gi(5)l 

= -i',475 

t+2",762(4)-o",433(5)l 

= -4- 2", 329 

{ -4- 0", 02  8 (5)1 

= -4-0", 028 

1-0",  189  (5)1 

II 

1 

0. 

00 

<0 

Digitized  by  Google 


624  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


iin  2E.rU  -¥•  2c'mjit’*-2C.rU 

t-o",i9o(5)4 

= - 

o*,i9o 

sin.2E.nt  — 2c'm.nt  — 2C.nt 

{-4.o",i57  (5)  1 

0^1 57 

sin  2E.nI  -4-  2dm.ni  — 2g.rU 

{ — o",o2o(5)| 

= — 

o",020 

sin  2E.rU  — 2dm.ni  — 2g.rU 

j-t.oV85C5)| 

=-f» 

o",o85 

sin  2 E.nt  dm.rU  — Zc.nt 

}— o*,i4o(5)} 

o",l4o 

sin  2 E.nt  — dm.rU-^  3c.nt 

j-f'o'',328(5)  j 

o",328 

sin  2E.rU  2g.rU  — 2C.rU 

) -o",94i  (5)  1 

=— 

o^94ï 

sin  2 E.rU  2g.nZ  — 2C.nt 

|^o",I77(5)| 

S=  — 

o",i77 

sin  2E.rU  — 2g.nf -+•  2C.rU 

r-o"^29(5)( 

=- 

o",529 

sin  2E.nt  — 4ff.rU 

1-0», 095  (5)1 

=— 

©",095 

sin  2E.nI  — 4c.rU 

|+o",873(5)|  . 

o",873 

sin  2E.rU-\-3dm.nt’^c.rU 

J — 0", 0006 (5)  j 

= — 

o",ooo6 

sin  2E.rU  — 3dm.rU  — c.nt 

{•f*o\io6(5)  1 

=-♦- 

o",io6 

sin  2E.nt-\-  cm.nt  ~-2g.nt  -hc.rU 

1 

j-t-<y',M9(5)l  • 

=-H 

o",ii9 

[ 

sin  2E.iU~- dm.rU  — 2g.rU-¥- c.nt 

{-o",278(5)j 

=— 

o",278 

sin  2E.nt-^  dm.rU  — 2g.nt  — c.iU 

{— o",o43  (5)  1 

==-. 

o",o43 

sin  2E.nt-^dm.nt-\-2g.nt — c.nt 

)-t-o",io8(5)  j 

ïüiT  ' i" 

o^I88 

sin  2E.nI  — dm.rU  -¥•  2g.nt  — c.nt 

{-o^253(5)l: 

o'*,253 

sin  2E.nI  — cm.nt  — 2g.ni  — c.rU 

j-»-o%iei  (5)  1 

o'’jioi 

(-72*,92o(3)-33",8i8(4) 
-io",939(5)-4",393(6) 
] -*">847  (7)  — o", 829(8) 
(-o",5(înd.) 
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1 ~ > o".999  (4)  - 4">56o  (5) , 
sinE.nt  — c.nt  i",82o(6)  — o",786(7) 

(— o",3(ind.)  ] 

=-  i8>45 

U4">999(4)-2",334(5)  i 
sinE.nt-*-c.nt  { ^ 

O ,8u  (6)  — o',a84(7)  j 

\(-h) 

= - 8",237 

U a. ",855 (3) -7", 357  (4) 

sinE.nt-i-cm.nt  J . 

1+  3 ,468  (5)  — O ,35o  (6) 

|('"à) 

= i7'',2i6 

sinE.nt — c'm.nt  [-I-  i",226(4) — *">423(5)  — 

0",  186  (6)1 

= - o",383 

sin  E.nt  — 2C.nt  | — (5)  | 

= - o",796 

sinE.nt-*-  2c.nt  j — o' ,357(5)  1 

= - o",357 

sin  E.nt  — 2g.7tt  j — ©",7  3g  (5)  t 

= — o",739 

sin  E.nt-*- 2g.nt  j + o'',i48(5)  j 

II 

+ 

0, 

00 

sinE.nt-*-2c'mjit  } — o'',o44  (5)  1 

=-  o",o44 

sinE.nt — 2cm.nt  |■+■o"^056  (5)  j 

=-♦-  o’,o75 

sinE.nt+c m.nt—c.nt  {-♦-  i",4g8(4)—  i",o32(5)  | 

= + o",466 

sin  E.nt  H-  c'm.nt  •*■  c.nt  |-H  i",498  (4)  — o”,5o4  (5)  1 

o">994 

sin  E.nt— ‘ c'm.nt  — c.nt  | — 0", 025(5)  t 

= — o",025 

sin  E.nt  — c'm.nt  •*•  c.nt  j -*-  o",o84  (5)1 

=-*-  o",o84 

sin  E.nt  c'm.nt  — 2c.nl  1 0",  1 7 2 (5)  1 

s=-t-  o",i7# 

sinE.nt-*-c'm.nt-*-2c.nt  j+o",i  17  (5)  | 

= 4-  o",ii7 

sinE.nt-*’efm.nt  — 2g.nt  j-i-o",oi5(5)  | 

ac4-  o",Ol5  • 

sin  E.nt  •*•  c'm.nt  -*-  2g,nt  { — o",o46  (5)  ( 

0 

1 

lî 

Tornt  /. 

80 

Digilized  by  Google 


626 


THÉORIE  DO  HOOTEUENT  DE  LA  LUNE 


sin  3E.nt 

1 

1 

j-i-i",364(4)-o'',o82(5)j 

j-o",262(6)-o",i33(7)i 

=-4-  o",887 

sin  3E.nt — c.rU 

1 

1 

j-.",58o(5)-o",954(6)J 
|-o",4i6(7)  ^ 

=—  2",95o 

sin3E.nt-^-c.nt 

1-4-0",  143  (5)1 

= -4-  0",  1 43 

sin  3E.nt-*-cm.rU 

l-4-o",oii  (5) } 

= -4-  0",0II 

sin  3E.nt  — c'm.nt 

t■^o",OI2(5)  j 

= -4-  o",OI2 

sin  3E.nt  — ic.nt 

|-o",64o(5)i 

= — o",64o 

sin  3E.nt  — 

1-o",246(5)| 

= - o",246 

sin  3E.nl  + dm.nt  - 

— c.nl 

1-4-0",  194  (5)1 

= -4-  o'’,i94 

L sin  t^E.nl 

i+5",o7o(4)-l-5", 322(5)  j 

j-4-  2", 287  (6) -4-  i",i3o(7).4.o",6(iW.)  \ 

1 

= -4-i4",4o9 

Isin^E.nt  — c.nl 

Ui8",866(4)+«2",499(5)  J 

1-4-5’',! 21  (6) -h  i'',ii5(7)-4-o",4(/W.)^ 

1 

= -4-38", 001 

1 

sin  ^E.nt-t-c.nt 

1-4-0", 855  (5)1 

= -4-  o",855 

sin  4 E.nt  -4-  c'm.nt 

1 

j-o",o85(5)-o'’,ii6(6)t 

= — o",20l 

sin  ^E.nl  — dm.nt 

1 -4-0", 597  (5)-4-o",6i3(6)1 
[-4-i5",254(4)  + i4",737(5)| 

= -f-  l",2lO 

sin^Ejit  — 2C.nl 

1 

-4-2'',567(6)-4-i",746(7)  [ 

!+o",2,4(8)  ) 

= -+-34",5i8 

sin^E.nt  — 2g.nt 

,-o",33o(4)-4-o",349(5)| 
i-i-o",o35(G)  j 

=-4-  o>54 

(*)  Vojei  U page  63 1. 
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sin  ^E.rU  h»  emM—crU 

J-o«476(5)-o", 353(6)) 
|-o",i93(7)  j 

=— 

o",93a 

tin  ^.nt — (fm.nt — c.rU 

j-t-i",85o(5)-|.i",363(6)) 
j+o", 634(7)  t 

5=-l- 

3", 837 

iin^E.nt  — ic.nt 

l^-o",5o3(5)l 

= -4- 

o",5o3 

sin  ^E.nt  — 2g.nt  — cjU 

|-*-o",397  (5)1 

= -H 

O-, 397 

sin  4E.rU  — 2g. nt + c.rU 

}-o",o36(5)t 

= — 

o",o36 

sin  ^EjU  -+-  dm-nt  — 2c.nt 

t-o",5i3(5)t 

= — 

o",5i3 

sin  4 E.nt — m.nt  — 2c.rU 

>97(5)1 

= 4- 

>''.>97 

sin  ^E.nt  -h  &m.nt — 2g.nt 

{-ho",oii(5)| 

o",o  1 1 

sin  HE.tU  — c'm.rU  — 2g.nt 

1-0", 036  (5)1 

s=  — 

o'',036. 

5’}.  Pour  calculer  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coef- 
ficiens  des  deux  argumens  — ig.nt—c.nt , 2E.nt-i-2g.rU —c.nt , 
j’ai  d’abord  trouvé  qu’on  a j 

F(7y= 

1/J7  1888  17847  165  41519  \ , 

V81“ÎS36 

/SS  9 31  15  . 8 15\ 

-(  S5-^82-8Ï“8Î-^6Î  = 6i)"*lf 

/75  15  235  45  4S\  , /4S  75  1S\_ 

- Vï6~5i“  W^SÎ— 83/"**  ■“lî6”83-8îj'~ 

i/8S  . 17847  165  . 59  1485 _ 15615  \ ^ 

XiS'^'îëïï  64  "^12  356  “1ÔSÎ/"* 

/ 8 31  15  8 45  \ > 75  n 

-(32-^ï3-‘-83-^i6  = S/"*lf-83"*'  » 

/45^IS^22S;^45^45_  285\  „ . 

- V S2“^82-^  64  •+•16*^0=  83  ; "*  * 
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F(.)’= 


sin  lEv  — igv — cv  ey' 


t /59  59  , 59  59\  j./8^3  8\ 


;in2Ev-i-3gi>--cv  ey‘ 


/45  IS  15  45  75  45  0 3 \ .1 

■Vas**”?  Î6**"64  ie"*’64  * 

/S9  59  59  59\i/3  8 8 9\  .1 

V48‘*"48'^ïs=ïi;'"”Isî‘^si‘**sî=6î;'”/  / 

/16S  45  15  15  45  . 75  45  15  _1005\  _ .( 

Att4'^3r^T‘^ÎB'*'64'**I5'*‘6l*^Î6— ■ëT/'”*  ) 

cos2Ev—2gt>  — cv  ey‘(— -1*  cos  2Ev'¥2gv  — cv 


d'où  j'ai  conclu  que  , 


L‘i_££L=  sin2Ev — agv  — 

’Z  dv  t> 


cv  ey 


sin  2 Ev  2gv  — cv  er( 


1 /41519  . 489  _^_88Î8I\  ,1 

“VoïW'eî  1M~5Î4Î/"*I 

I9  % • 19  t%  I 

“îtt'WY  -ë5"*‘ 

( /4884S  . 185  417  _3S66I\  , 

, I \ 2(M8  128  ■"  64  ~ 2048  / 

185  . 855  . 225  ,. 


1 _ 

2.3  ~ 


11  125 > 

t ) 1 

**"Ï6=  gg-J 

l'»-»*G4 

ni  y -h  jg  me' 

33_iin 

i > Î7 

, 3015 

16~  82  J 

1"»— ia 

my  — me' 

— CV  ey*^ 

é 

) 

— CV  ey‘  ^ 

135 

lî'”^ 

)■ 

La  réunion  de  ces  trois  dernières  parties  donne 
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id.Fr-Ÿ  * . t dKFÎ?i*  _ 

2 ' dv  O dv'  ■'■2.8.4  dv>  ~ 

c-  >/  91331  >13  >31  .15 

sin2Ei>  — 2gv—w  O (-ënr"‘”î28"*‘/~cî"“^“6î'"-  ) 

stn2Ev-*-2gv  — cv  e-/ I— -jjgg-m-i- j^m^r  — j^/Jie gj-mt  j. 
En  réduisant  en  nombres  ces  coefficiens  on  obtient 


sin2E.nt-2g.nt  — c.nt  (— o*,586)j  sin2Ejit-t‘2g.nt  — c.nl  ( — o",546)- 


58.  La  partie,  du  même  ordre,  que  l’intégration  introduit  dans  la 
valeur  de  — F (y)  serait  beaucoup  plus  petite.  C’est  ce  qu’il  nous  est 
facile  de  démontrer  relativement  à l'argument  2Ev-4-  2gv  — cv.  En 
effet;  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  pages  877  , 44 • » et  619 
du  second  Volume , nous  avons  ; 


—J'r^cIv=  cos2Evs-2gv—cv  > 


S 41 


15 

205  , 

3617  , 

1 

ji/n  + 

256"*-+- 

mSS"* 

75  , 

9 

* 

75 

'■i 

355"* 

-Î2'"7 

128  "*■ 

= ) 

7 . 

53  , 

105 

21 

6Ï 

me‘-+- 

128 

— = cos2Ev-^2gv — cv  ey*' 


et  par  conséquent  ; 

— B = — in'J'R,dv=i  cos  2Ev  2gv — cv  > 

( 15  541  . /53  3617  1471  \ 1 


cos  2Ev-^2gv—cv  ey’ 


(31$  75  555 \ _ t / ® . 55  185\  * 7S  p»! 

6T  m"“Î28/"’®"‘Vï5"**l"38~î^/”*'^  Cl"*’  I 


Le  produit  j4B  donne  le  terme 
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COS 

partant  on  a ; 


187 1 


2Ev-*-igv  — cv  «y‘ jj3— JS8“  — îisi 


Y=A~B^AB-. 


52'»-^ÎM'””VênT'^i52'^2îô-iüî»;"*  I 


5S5 


t35 


cos  i£v-t-2^o—co  e-/' 

Le  produit  renferme  le  terme 


75 


( /3M8I  18  83_C93I\_., 

• V 3Ô7Î  11  8i~nm/"* 


r , ] / 8 3 15  0 63  \ > I 

C0S2£vs-2g0-cv  ey  1+ = j. 

I /15  45  . 45  165 \ 

[“V5Ï'^S5‘^M=  64 


Donc  nous  avons  l'équation 


( 4$  85o  > /C081  790t  5961  \ , 

ïüïî'"B5ï8  — aïî8./ 


cos 


r.  J /555  165  115\  . . /135  63  S61\  .1 

aru-»-2^-tv  <•/  {-»-(i2S— 64=m)'”*“^(ï58‘^P  = fï8)'”-' 

(75  . 75  215  \ r> 

3l'^64~  6Î  J”*' 


qui  étant  intégrée  , donne 


sin2Eo-i-2gv—cv  ey* 


r 15 

-3î"‘- 


int=s 

325  . / 1987  ^1»  55  14201  \ i\ 

Ï28 P ""Siï  / 

75 

P' 


75  .87  . . 75  , 

Ï28'”*  ■+•128"*'^ 


Maintenant , si  l’on  réduit  en  nombres  la  partie  du  sixième  ordre  de 
ce  coeilicient  ou  la  trouvera  égale  à — o",o36. 
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59.  La  partie  du  sixième  ordre  et  celle  du  septième  , qtû  appar- 
tiennent au  coefHcient  de  l'argument  ^E.nt  , ont  été  calculées  par 
le  procédé  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots.  Avant  tout , il  est 

nécessaire  d'ajouter  le  terme  — — o",726  au  coeflicient  de 

l’argument  ^Ev  posé  dans  la  page  49^  , ce  qui  réduit  à -4-0", 079 
la  partie  correspondante  du  sixième  ordre  donnée  dans  la  page  61 3: 
de  sorte  que,  on  a 8", 064  pour  le  coeflicient  de  sin^Ev.  La  peti- 
tesse de  la  partie  o",p79  permet  de  négliger  la  suivante  , qui  serait 
du  septième  ordre  dans  l’expression  de  F(y)  ; mais  , relativement 
au  carré,  au  cube,  et  à la  quatrième  puissance  de  cette  meme  fonction 
il  est  indispensable  de  tenir  compte,  au  moins,  des  termes  suivans; 
savoir 


cos  4Ev 


sin^\Ev 


/369  . , 6633  885  595  285  68161  \ . , 

/2S0469  45  . 371459  . 11859 . 4465  . 96915  . 11305  I68925287\_.5,d 
V 1280  8192  ■*"  256  ■*"128'*’  2304“*"  128  ~ 3G861Ü  f ’ 


/ 31405  52687  21023  \ , 


V 864 


864 


F(.y= 


/2889  635  8487  295  295  8135  11  283  _9115\  , , 

V 128  16  '^16  128  T 128 ~ "ër ^ 


7363727 

30720 


495 

1^' 


638099 

6144 


18703  4465 

192  ■*“  96  ■ 


19345 

384 


5605  190817  59  2309 


64 


m 


1991 
’ 160 


23248349 
■ 307â) 


m'c’ 


1 MS\  1 . /6» 

lesquels  donnent  ; 


Î49  649 \ s .J 

^ = -^)ni  e j ■ 


649  . 649  649 


632 
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( / 21013  ms  1178S9\  , 

l (tst — 8j— ■««r)'” 

1 J /M«61  MtS_58S0l\„,,. 

2 Stn^Ev  ^ p-  _ 258  « 


(/16892S287  68161  _ 119819967  \ „t  i 

\ 184120  E5  18182U  /'“  * J 

1 /9115  165  7135  \ , . 1 

V^-'ï  = -»rr“= 

. /mi8849  9115  . 165  _ 14973149  \ _5  ’ 

"11520  12  11520  ^ ) 

1 ■ ir  i m t • /649  363  1107 \ t .1 


En  ajoutant  ces  trois  parties  avec  le  terme 


/ \ ‘ JL  P l ®476Î3  A 191So  4 » \ 

-F{y)  = iin^Ev  (■5gRjjr/n  + -sir'”  ® ) 


on  obtient 


. I rf-m»  1 

■*  t.V^2  dv  O ’S7‘  ^ÎXÏ  d^ 

( pm  121  58501  , 19125  110545\  ,.  647628  ,.  117829 

1 \"lî"  4 256  ■‘'Tïî  1586  "•  gîî“"*  | 


. . — I ^ sra  *■  «WW  WMM  rvw  f «www  ww«  ■ 

i/n  4 J ^ 14978149  1507  119849367  _ 06578497  \ „s  I 

11520  12  "18Î8S5  18132Ô  ^ ) 

= sin(^E<^  { a",287  (6)-t- i'',i3o(7)  ]. 

6o.  La  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  au  coefficient  de 
l’argument  ^E.nt — c.nt  est  égale  à la  somme  de  ces  deux  termes 
~*~^4096^  m’e-i-  m*e' , dont  le  second  a été  calculé  en  faisant 

1975  ^ 9045^165  12815  , 9015  . 45  86915) 
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sinl^Ev’^cv  e 


MU  ^1000»  à9S  . 4»S  . 475S 

ur**"  -m  w^iJi+'ir 


4Ï7*  ^ U 

•sr-^T' 


49»  ^ II  859* 

n8'*‘T  = ‘5r 


633 


F(i.)‘= 


.c,  I 168  ISS  185  499  I . 

cos^Ev^cv  «j — r”“T  "*  ® > 


— «»4£’v-cw 

e\ 

1 202* 

11074* _ 

0454* 

1 IT' 

" *12 

*12 

1 2*785 

67* 

20885 

e j 

1 ~wr 

“TT  = 

“®T 

OTî^-^=  «»4^v-cv 

H 

f 446*  , .\ 

r -ST"*®  )i 

m'e*; 

* I » . 

me. 


et  en  prenant  la  somme  de  ces  trois  derniers  termes,  augmentée  du 


(850®  I \ 

e‘ I appartenant  au  dévelôppement  de 

(*)• 

Je  ne  pousse  pas  plus  loin  ces  calculs  partiels  : il  suiEt  d’avoir 
indiqué  par  quelques  exemples  comment  la  réduction  en  nombres 
de  nos  formules  met  eu  évidence  l’ordre  et  la  forme  des  termes 
qui , pour  plus  de  précision , doivent  être  ajoutés  à l’expression  ana- 
lytique des  coeiEciens  de  la  longitude  de  la  Lune  à l’aide  d'un 
développement  ultérieur. 


(*)  On  obtiendra  oûéiaeot  ce  terme  de  — en  chercbsnt  d'ebord  le  tenne 

eo>4^ — "’***) 

appartenant  à ftipreuion  dn  )u-,  en  qui  n'exiga  que  l’ndditiim  d'nn  petit  nombre  de  Urnes 
dans  les  déreloppcmeDS  eapoeSs  depuis  la  page  349  jusqu'*  la  page  4u<  <ln  second  Volume. 

1912* 

La  ra4me  remarque  s’applique  an  terme  prdc5dent , — atte>,  qui  lût  partie  du  cod- 
Scient  de  l'argument 

Toise  l 8u" 
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La  méthode  des  coefilciens  numériques  pour  retourner  la  formule 
primitive  , serait  sans  doute  plus  ex  péditive;  mais  elle  a l'incon- 
vénient de  confondre  les  quantités  d’ordre  différent , et  de  présenter 
des  résultats  déGnitifs  sur  lesquels  on  ne  peut  rien  statuer  à l’égard 
de  la  partie  négligée. 

6i.  Pour  pouvoir  calculer  , par  la  formule  précédente  , la 
longitude  vraie  de  la  Lune  correspondante  à un  instant  donné  , il 
faudra  former  la  valeur  numérique  des  argumens  , en  partant  d'une 
époque  Gxe , et  en  supposant  connues  , d’après  l'observation , les 
quantités  constantes  ( Voyez  p.  564  ) î<ti  entrent  dans  leur  compo- 
sition , c’est-à-dire  les  élémens  suivans. 

Prenons  pour  l’origine  du  temps  ( l’instant  de  minuit  moyen,  au 
méridien  de  Paris  , du  premier  jour  de  Janvier  de  l’année  i8oi. 
Pour  cet  instant  on  a ; 


( = Époque  de  la  Longitude  moyenne  de  la  Lune  = 1 1 1.°  36.' 

! Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  noeud 

ascendant  de  l’orbite  de  la  Lune  = i3.°  54.'  54",2> 

V,  = Époque  de  la  Long.*  moy.*  du  périgé  Lunaire  = 366.*  6.'  44" >4- 

Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  Soleils:  380.°  g.'  33",o. 

x'  = Époque  du  périgée  Solaire  = 379.*  3o'.  25", o. 

(Moyen  mouvement  sidéral 


de  la  Lune  en 


365^  =i3.  133.'’  39.'  53 ",54. 


»'=  Moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  365  I = 35g.*  5g.'  37", 43. 


Il  est  presque  superGu  de  faire  observer , que  les  argumens  étant 
composés  par  des  différences  ils  demeurent  les  mêmes  en  employant 
pour  n et  n'  les  moyens  mouvements  relatifs  au  point  équinoxial. 
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S 7-  ' 

Expression  analytique  et  numérique  de  la  parallaxe 
équatoriale  de  la  Lune. 

62.  La  formule  (9)  posée  dans  la  page  5 du  troisième  Volume  j 
donne 

‘1^  • (■  ^->)  VW^ 

pour  le  sinus  de  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  ; où  le  facteur 

^1  ^420" ,0667  .s/n  i". 

La  petitesse  de  sin  ts  permet  de  prendre  cr = s/no -h  et  même 

de  faire 


• .«V.r=  J(.+JÏ,.,)  =o",i567. 


En  prenant  ( Voyez  p.  855  du  second  Volume  ) 


„ _ ^ » . 217  . 4S  1 » ^ nt*  n"’ 


47 


m-4- 


S47S 


128 


m 


3 » 185  J 1 O t ^ J7/1  \ 

^ — sïl'”  y “’î"* 


et  développant  la  fonction  jusqu'aux  quantités  du  cinquième 

ordre  inclusivement,  à l’aide  des  résultats  posés  dans  les  pages  838- 
854  du  troisième  Volume  , j’ai  obtenu  la  formule  suivante. 
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cos  o\/-  I—  ({■*-î=i) «V**- (i^— '"V  I 

coscv  e (î’“5i'*'ï~5i)  * ^ | 


cos  2W 


cosicv  c’^ 

( ï'"‘-(è+o=n)'"'-^(r-ï*®)  j 


COs4g^ 

H- 

H-n+H”®) 

cos  2gV  — CO 

‘'i- 

/7  1 8 8 \ . /81.  S 1_83\  . 

(8i-Sî-“itt=SS;ï 

cos  2gV  + CV 

«/j 

I . /I  8 1 _*7\_.  8 .( 

,,i  /ts  6 «\  . /iW  ^4W_**S\^1 

cos2gv-2Cvey  î-(ïë-»-iî=î)  + Vn8'*‘i38— 8î  ^"*1 

cos2gv-3cv  C7  (-p—  8l*“S4  } 

cos^gv-cv 

cos^gv-hcv  r/‘(  j|g) 
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COS  CO  -f-  es 


coscv — cfmv  es' 


,1  8 . /S8S  1 581\  , 69  > . 97  . . /3  , 8 , 8 9\  , .i 

cosc'mv  s y { 

cos  2(/mo  s’’  I w*  ) 

cos3c'mv 

/ 9 887  , /17438  8 17481  \ , 't 

J- ff - 64 - (W -^Î6=  lâT  ) "*  ) 

“îë"**  ~ra'”'^'^(4'^8i=8î;"*ï  ) 

9 1118  . /3SSS8  8 8S601\  ,I 

g/n-4-  jjg  ■**16~  2S6 

9 . 81  ,,  /9  9 8l\  .1 

•*-ïgme -h^ms’ — ) 

cos  cvsr2Cmv  es''  "**  ) 

coscv  — idnives'^  "**) 

cos cv -i-3d mv  es'' ^ — p"*) 
coscv — 3dmv  ei"^  p”*) 
cos  2CV  -t-dmv  e's'  ^ | /n*^ 

cos  2CV  —dmv  c’t'  ^ | 


cos  2gv — 2dmv 
cos  2gV-h  2c'mv 
cos  2gV — cv-hdi 
cos  2gv  — cv  — dj 

Font  / 


/ 9 

9 

n\ 

189 

8 

69 

8\  . 

(ü5- 

16  ~ 

128”16'" 

128' 

= 4)'» 

9 

111 

9 

3 

3 \ . 

(l6 

16~ 

Olm-i-l 

ÎÎ8' 

+•118" 

'16" 

= ï)'” 

f8  8 ( 

27 

27 

s'y  } 

64 

■P  = "l"*, 

•VI 

27  27  „ 

64'"64~®  "* 

f k 1 

g 

189  9 

81  1 

esy  } 

P“ 

■ 64  82 

— 

■Pi'» 

189 

9 g 

81  1 

es'y  j 

6T  P 82 

— 

81  i'" 
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lEv 


cos  lEv  — cv 


I 9 9 9 i 

cos  2gv  -*-cv+  tmv  ei'y  { gj — P = gï  { "* 

I 9 0 9 i 

C0S2{,'0-t-C0  — c'lW  «''7*|^-îî  = — Bil"» 

. 19  ) /64  1 18l\  « . /19  I47i  8U\  < /3 

/3  1 19  . /19^*78^M1  Î9' 

■^64  4 64~ 

-a.m  e e « — jjm  i -h^85"'m  = “ 

/3  . 8 » a\  . . /»7  8 9 3 » 

■ \S‘*‘i6“  i«~®/”*® \i***“3î  6i”ii8  IM" 
IS  . S78  . /1887S  5 1403â\  , 

/ 164711  . 91  167628V  ,.4S„.  15*7  . 

\ 2048  ■*"64~  2048  ^ 16 ■*"  ÏIS" ‘ 

le"*  8'”  ”\1  ”82’*"5i“"2j'”^ 

fS  3 *73  31S_*78V  . . 

k*  Ï28"'‘l28"'"  64  ~ 82  'if 

r S , 23  ] / 71  5 191  \ , 5 , 

j ” ff  — 48  ^ fisî  •<- 4g  = nSî  ^ “ R 

(+ jg/n  ( +g^my  — 18-h „ = 

11  . 19  J /817  . I 329V  , ... 

- â m - 2 J m - ( JJ5  + ) /»' - «1  e + . 

^/*  3 -\  ,./l  15,  23  IV. 

■^(î6*"Ï6=®)'”^  ■'■(8"'G4‘+‘iî=ï)"*  > 

1 7 . 188  , /1008  7 3037V  , , . 

-t- -g-m -h(  J5=-Jg- j m -*-7.m 

16."*  ‘ ■'■(16  i6“®)"*'f  (s  61  ■'"ei' 

15  147  . /81S1  S 8611V  , 1 

T'”"^l6'”'^(  2S6'**g=  '2S6)"*  I 

45  » “5  rt  /1S5  . 45  lo  15\ 

f os  a £V  -I-  îtv  c'  ( I "»■ — 4 "**  ) 


cos^Ev-^cv  e 


cos2Ev-^cm»  e 


cosT.Ev’^c'ttw  «*] 


vos  2E\>^2c\^  e’ < 


,T=®)"*/ 


îb)'”v‘ 


î)'«’7’ 
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( Î5  “ lî  = ° V 83  Si  •"  ff  - V 

.p(î8‘^îüî3'"îüîî-38)'”  ■^V32”32-°;"*- 
1 /3  3 33  7Î\„  . 

/3  3 3 8 3 Î7  3_8  \ . 

~Vtî8'*'w8'^35‘*'S3“"83"'r28“ia-  52r'*^ 


1$ 

‘ 8 ' 


/ 7 

19 

18  \ 

j/w  -+- 

(iS 

■+•31=53; 

3 

8 

\ 

_ * 

"Ï18  ns 

= o) 

my 

8 

^ 17889 

S 

îse 

”Ï8 

H me‘-+-  (I — è ^ = I)  "‘V* 

cos2Ev-t-c'nn>-i‘W  et'^ 


cos  iEv — c’mv—cv 

f 35  . 1691  .^/Î8115  . 

cos  %Ev  — c'mv  + cv 

cos  iE\> — 2c'mv 

cos  a£'p-»-  2c'mv 

'"l  S3“K  = “!'"^‘ 

cos  2Ev  — icv 

cos  2Es>~^icv 

cos  lEv- 


, 

/S 

3 

15 

39\ 

i 

579 

278 

3 8_ 

CV 

ey-i-^r 

+"82  61~ 

nr 

-( 

,128  256 ■+• 

128  2" 

-256;"'  ! 

15 

à 

r278 

5 

253 

1 

CV 

ey  j 

63"* 

^156 

64 — 

256 

i 

. 1 

/AS 

8 

51\ 

/ 

' 5 

8 

. 1 

335 

cv 

i-  U 

•+■85 

=83;"*-^ 

,61  ■+■  128 

•♦■2" 

512” 

■512;"'  ! 

s 

$ 

15 

cv 

ey  j. 

“55‘ 

"64~  61 

rn* 
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CW  2Ev’*’3c'mv 

’ râ  "*■) 

' 

cos  ïEv  — 3c'wv> 

[ 4S  ) 

cos^Ev-^  2c'mv  — cv 

i 32  ”*  ”■  *S6  ) 

cos  2 Ev  — 2cmv  — cv 

f 255  ^15639  ,\ 

cos  2Ev — 2c'mv-t-cv 

«'•j 

(-  re-*) 

cos  2Ev  + c'mv  — 2CV 

eU'{ 

cos  2Ev — c'mv  — 2cv 

cos  2Ev-*-Cmv-t-2cv 

cV| 

cos  2Ev  — c'mV-i-  2CV 

cV| 

( U-') 

cos  2Ev-i-c'mv — 2gv 

‘'y 

V 82 

3 

•“S2“ 

1 

Ï8  — 

\)m'\ 

cos  2£v—c'mv—  2gv 

‘V 

î (^-^^=0"»- 

/103 

i îî 

7 

“Î6'*" 

23 

35  = 

î)"*‘{ 

cos  2Ev->rdmv  4-  2gV 

tV 

1 1 1 1 1 > 
Ï?S“Î«  = “8  î "* 

cos  2Ev  — &mv  •*-2gv 

«'y* 

î 16"*‘l6  "Si"* 

cos  2Ev  — 2c'mv  — 2CV 

eV-| 

/ 255  \ 

( TS'”) 

cos  2 £’l»  -t-  2c'mv  — 2CV 

cV( 

f ^ * \ 
^ 16  "*/ 

C0S2Ev — 2c'mv  — 2gv 

c’y 

1 51  51  51  1 

î 6Î‘'"64~82r'* 

cos  2Ev-i-2CmV — 2gv 

C'Y 

î 64"^61~  ° 1 "* 

cos  2 /iV  -+•  2S’y  — 201» 

*9 

cY 

1 75  . 15^  15  1 

i 128"*‘82'^ï®“°  î 

/» 
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lEv  — 

2gV  + 

eVj- 

+ 

1 

= o 

cos 

■xEv  — 

2gv- 

2C0 

cy  j. 

15  IS 
16“*"8î"*“ 

15 

32' 

= O 

|m 

cos 

ïEv  — 

4go 

^ i 128"^Ï28" 

128~ 

cos 

2£'i»  + 

dmv  — 3cp 

.V(- 

15  N 

-T'n) 

cos 

lEv  — 

c'mv  — 3cp 

eV( 

' 35  \ 

8 "*) 

cos 

iEo-^ic'mv- 

— cv 

-«"•) 

cos 

lEv  — 

icmv 

— cv 

W”) 

cos 

iEo-^-cmv— 

2gV+CV 

et'y'  j 

45  3 

64  ■^82  ' 

= 

51  j 
6ÏI 

m 

cos 

lEv— 

c'/wp— 2gV-t- 

CV 

CiVj. 

105  7 

“ 64  ■•■82“ 

: — 

?!{ 

641 

m 

cos 

^Ev+c'mv—’igv— 

cv 

eiy  { 

3 15 

4 “6Î"^ 

3 

32 

= 

89  1 

6il'” 

cos 

2Ev — 

c'mv— 

,2gv- 

cv 

^ » i 7 dS 
' {-  4-^64-^ 

7 

85  = 

= — 

63) 

•iiii"» 

cos 

2Ev-¥- 

cv 

ei'y’  (- 

cos 

2Ev  — 

cv 

e.y  ( 

35  \ 
6Ï"*) 

128 


COS  E\> 


b' 


15  _ 81  , /3231  . 5 3251  \ , 

ÎB"*  le"*  \ 128  ■*"83~  l55  j"* 


piiS  165  \ , 45  . 45 

\83'*"gî~  «4  le'^*®  le'”' 

cos  Ev-^c'nw  l'i’ I 
cos Ev—c'mv  e'b‘^_  ||m  — 


cos  Ev  — CO 
cos  Ev  cv 


5 '*5  /2121^  5 6408\  . 5 . 5 

J --g-»H-(-gr-*-54=  192  “8^  "^4  ‘ 
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C0sEv—2CV 

e'b‘{ 

-sï"»; 

cos  Ev  — 2gv 

i 103  15  195  J 

64  “Î28~1*8( 

cos  Ev-*-  2gV 

fb' 

(-â") 

cos  Ev  2cmv 

i"b' 

(-ra”-) 

cos  Ev  — 2c'mv 

i'‘b' 

( :» 

cos  Ev-i-  c'mv  — cv 

ei'b' 

: î-¥”) 

rns  Ev  — c'mv  — cv 

et'b' 

y 105  \ 

( Të"») 

cos  Ev  -»■  c'mv  —2CV 

e'i'b' 

r 5 V 

r T8  ) 

cos  Ev  c'mv  — 2gv 

t'y’b' 

f as  s 55  \ 

i”î8’^Sî  = “«; 

cos  Ev-h  c’mv  ■+■  2gv 

t'i'b' 

( h) 

cos  3Ev 

b' 

cos3Ev—  c'mv 

l'b' 

( “”') 

cos  3Ev-*-c'mv 

t'b' 

(-S”-) 

cos  3Ev  — cv 

eb‘ 

(-  î "•) 

cos  3Ev-*-cv 

eb' 

(-«“■) 

cos3Ev~-  2CV 

e'h' 

(-s™) 

cos  3E\>  — 2gv  fb‘  ^ ) 

I 1 , 351  , 4S  , , / 3 ^ 3 3 \ , 

cos\Ev  . j—  s'» -Ï8Ô"»-'- 55 Vâi  ■/  } 
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cos  — cv 

H 

^ 75  , ‘215  . 45  , 

- Çî"»— ■§5g-'»-»-256"^  ^ / 

cos  t^Ev  -4-  cv 

• 

H 

[ l^-') 

cos  ^Ev-¥-  c'rnv 

[ ‘m-) 

cos  ^Ev  — c'mv 

• 

cos  ^Ev — 2CV 

e’i 

( T"*’) 

' cos  ^Ev — 2gv 

v‘l 

1 / 9 9 n\  » / 57  . 3 

1 V256  2SÔ“”®/'^“'\512”’"35 

cos  ^Ev’i»c'mv 

—cv 

ef' j 

( îS'”’) 

cos^v—‘C'mv’ 

—cv 

e.'| 

cos  ^v-i~  c'mv 

— 2gv 

! ïâ“ns="i”*’ 

cos  t^Ev  — dmv 

— 2gV 

i'Ÿ 

1 Jl  SI  _„1  , 

I'"ï58-*"ï28— 

cos  — 3cv 

/ 675  , \ 

( 256'”  ) 

cos  f\Ev  — 2gv  — cv 

cr 

I 9 45  9 _ 99  1 

1 . 256  256  ■*“  5Ï5  ■”  SÏ5  i 

cos  ^Ev  — 2gv  -4-  cv 

ey'  I 

( m™‘) 

Maintenant , si  l’on  réduit  en  nombres  les  différens  termes  de  cette 
formule  on  trouvera , que  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  eu 
fonction  de  sa  longitude  vraie  est  exprimée  ainsi  qu'il  suit. 
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Parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  = 

Vt  -t- St  y L'  ( I i) 


j ■+■  3420", 0667  ( I ) -♦■  * ^"4?  79t  (3)  0",  1 1 1 7 (5)  ) 
/^-o",i293(6)-i-o",i567-4-o>i24(«'’-JF'‘)^  \ 

=4-3433",94i3 

cas  tv 

i-H  187", 5824(2)4-0", 3590(4)  j 
|-o",ooo9(5)-i-  i",o496(c'*-£^‘)i 

= 4“ 

i87",94o5 

CO s 2 CP 

)4-o",o287  (5)-f-o",oi62  (6) } 

= 4- 

o"jo449 

cns  3cv 

j4-o",002  2 (6)  { 

= -4- 

o",002  2 

cns  2gv 

)4-o",o776(5)  — 0", 0022  (6)  ( 

= 4- 

o>754 

U 

cos  2gp  — CP 

|-i",i4io(4)4-o",24oi(5)| 
{-♦-o>i26(6)  s 

= — 

o'',8883 

COS  2gP-t-CP. 

1 4-  0",  1 90  2 (4)  o",oo  2 7 (6)  1 

= 4- 

o%ï9*9 

COS  2gP  — 2CP 

{ — 0",  1 047  (5)  -4-  o",o  263  (6)  } 

= — 

0^,0784 

COS  2gP  — 3cp 

{— o",oo32  (6)  1 

= — 

o",oo32 

COS  4gp  — CP 

{— o",ooi  1 (6)  1 

= — 

o",oo  1 1 

COS  é^-k-ev 

j4-o",ooo3(6)  1 

= -4- 

o",ooo3 

cos  c'mv 

{ - o",4826  (4)  -4-  o",o']62  (6)  { 

— — 

o",4o64 

cos  2c'mv 

j — o",OI22  (5)  } 

= — 

o",oi  22 

cos  3c' mv 

j— o",ooo3  (6)  1 

= — 

o",ooo3 

cos  CO-\r  c'mv 

j—o", 2654(4) — o*,23o8(5) — o",o858(6)} 

= — 

o",582o 

coscv — dmv 

1 4-  0",  2654  (4)  o",3oÔ9  (5)  4-  0*,  1 7 93  (6)  I 

= -4- 

o",75i6 

cos  CP  4-  2C  WP 

{ — o",oo34(5)— o",oo3i  (6)  j 

=ss  — 

o",oo65 

COSCV — 2c'wp 

j 4-  o",oo34  (5)  -4-  o",oo45  (6)  | 

4“ 

o",oo79 
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COS  cv  3c' mv 

J— 0", 00006  (6)  { 
\ 

=— 

0", 00006 

cos  cv  — 3c' mv 
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cos  2cv’^c'mv 

{-4-0", 0007  (6)  j 

= -4- 

o",ooo7 
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\ 
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COS  lEv 
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cos^Ev-^icv  j-4-o",o2i6(4)  — o",ooi  I (5)  { 
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=r_o",ooao 
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= + o",ooooo2 

COS  2Ev  — 3c‘mv 
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63.  Pour  avoir  l’expression  de  la  parallaxe  horizontale  en  fonction 
explicite  du  temps  il  faut  éliminer  v de  la  fonction  ^ à 

l’aide  de  l’équation 
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nt-t-i—^çdv  = v-trF(y) 


( Voyez  p.  5oa  ) > , ce  qui  revient  à former  les  diSerens  termes  de 
la  série 


et  à changer  v en  n/-»-e— , après  l’exécution  des  opérations 
indiquées. 

En  diSerentiant  la  valeur  précédente  de  et  faisant  ensuite 

le  produit  par  celle  de  — F(v'),  de  manière  que  toutes  les  quantités 
d’un  ordre  supérieur  au  cinquième  soient  négligées  , on  obtient 
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68o  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

S 8. 

Expression  de  la  Latitude  de  la  Lune 
en  fonction  explicite  du  temps. 

G5.  En  désignant  par  L la  latitude  de  la  Lune,  nous  avons  donné 
son  expression  en  fonction  de  la  longitude  vraie  dans  les  pages 
496-501  de  ce  Volume.  Maintenant,  qu’il  s’agit  d’exprimer  celte 
même  latitude  par  -le  temps,  il  n'y  a qu’à  former  les  différens  termes 
de  la  série 
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opération  loui-à-fail  analogue  à celle  qu’on  vient  de  faire  pour  la 
parallaxe.  Seulement  il  est  nécessaire*  d’avertir  que,  nous  conservons 
dans  ce  calcul  plusieurs  termes  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième, 
semblables  à ceux  qu’on  voit  dans  l’expression  de  L en  fonction 
de  O.  Après  cela  , la  simple  disposition  des  développemens  suivans 
suflil  pour  expliquer  leur  formation. 
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sin  E.nt  4-  cm.nt  —g.nt  4*  c.nt  j4-o'',o5o(5)j  : 

sinSE.nt — g.nt  = 

sin3E.nt-t-g.nt  {4-o",o6o(5)(  s 

sinSE.nt^g.nt  — cjU  | — o",i5o(5)j  : 

sinSE.rU-hc'm.nt — g'.n/ |4-o",028(5){ 

sin\EjU^g.TU  }4- i'',i85(5)4-o",2I7  (6)|  = 

sin  ^E.nt-t- g.nt  j 4*  o",366  (5)  j = 

sin^E.nt  — 3g.nt  {4-o'',074(5)|  3 

sin^E.nt-t-g.nt — c.nt  {4-i",399(5)j  ' = 

sai^E.nt^g.jU—c.nt  ^4-4^oo8(4)4-I",74o(5)4-o'',8(ind.)}: 
sin  ^Ejit-g.nt-t- c.nt  j4-o'',28o(5)|  . ' ' s 


4-o”,i35 
-o",i35 
-o",4o5 
-o",585 
4-o",95i 
:4-o'',95i 
i 4-0", 006 
; 4-  o",Oo3 

— o’,oi3 
; 4-0', 067 
4-0", 122 
;4-o",o5o 

— o",i99 

4-0'', 060 
o",l5o 
:4-  O^jOaS 
4-  l",4oa 

4-  o'',366 
4-0'', 07  4 

4*  1^399 
: 4-6'’, 548 
4- 0^,280 
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• 

sin  4£*.n/  —g.nt  — 2c.ni 

t+o",357(5)| 

=-»-o*,357 

sin  4£.nt  -t-g.nt  — 2c.nl 

1-4-1 '',2  37(5)1 

=-i-  i",a37 

sin  4£.nt~i-cm.nt—g.nt 

I— o’’,o5i(5)| 

=— o*,o5i 

sin  i^E.nt — dm.nt — g.nl 

1-1- 0",  197  (5)1 

=-»-o',i97 

sin  ^E.nt  -t-  c'm.nt  — g.nt  ■ 

— c.nt  1 — o'’,i35  (5)| 

= — o'jiSS 

sin  iE.nt  — c'm.nt  — g.nt 

— c.nT  1 o",3 1 5 (5)  1 

=-4-o*,3i5. 

s 9- 

Composition  des  argumens  des  Inégalités  Lunaires  , et  disposition  des 
trois  coordonnées  propre  au  calcul  direct  tCun  lieu  de  la  Lune 
pour  un  instant  donné. 

68.  Pour  composer  les  argumens  de  la  formule 

— 22675",8i4-f'«ct»-t-etc. 

qui  occupe  les  pages  607-613  , il  faudra  d'abord  changer; 


cv 

en 

CO  — »,-♦-(  I - 

-c')t—J\sdv  ; 

8^ 

en 

gv-5.-4-(i- 

c'mv 

en 

cmv — 

—c'mt\ 

> 

en 

> + («—/)* 

f 

Ev 

en 

Ev-^ms  — 1', 

7 

et  prendre  ensuite  dans  les  pages  6o5 , 606,  634  l^s  valeurs  numé- 
riqnes  propres  à la  formation  de  ces  quantités. 

Mais,  s’il  éuit  question  de  composer  les  argumens  de  la  formule 

• , , . o=7i/-*-i— yç<ft^-*-2264i">626i«ic.>rt-4- etc. 


THLORIE  DU  MOLVEMENT  DE 

LA  LUNE 

les  pages 

618-627  > faudrait  y 

changer: 

c.nt 

en 

-pa.ndt  ; 

g.nl 

en 

g(^nl-pZndt')-i~t — 

—ph.ndt  ; 

c'm.nl 

en 

c'm  (^nt—P^ndt')  + 

t 

; 

f.nt 

en 

fnt-t-i  ; 

E.nt 

en 

E (^nl—p^ndl)-*-t  — t' 

1 9 

et  remarquer,  que  d'après  les  résultats  donnés  dans  les  pages  6o5  , 
6oG,  on  a,  en  désignant  par  T"  un  nombre  de  siècles  écoulés  depuis 
l'époque  J 

— cj^^ndl ■—J'undl=T' (c . i o",57998 -4- 4o",3 1287) 

-4- ^'(c.o", 017388 -t-o", 067187)  ; 

— gj\ndl  — pi  ndl  = 7*  (g . i o", 5 7998  — 6'', 8 2986  ) 

-+- 7”  (g.  o", 0 17588  — 0'’, 01  i38i  ) ; 

— c'itp Çndt  =T‘.m.  io",57998-4-7”. m. o",oi  7588; 

-E  J'^ndi  =T\£.io’’,5ygg8-i-T’.E.o'',oi';588. 

De  sorte  qu'en  substituant  ici  pour  c,  §■,  m,  E leurs  valeurs  nu- 
mériques, on  obtient; 

— c P^ ndl  — p^s  ndt=i-¥-  T' . 5o”,8o345  -+-  7” . o',o846 1 6 ; 

— ndl  — po  ndt = -+-  7” . 3",7  9266  ■+■  T' . o',oo627  8 ; 

—c'rrpÇndt  =-t-7'‘.o",79i398+ 7”.o",ooi3i6; 

— E p^ndt  =-*-T' .g",’}88582  + T' .0", 0162^2  ; 

pour  la  partie  séculaire  de  c.nt,  g.nt , c'mjtt,  E.nt. 
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69.  Oa  peut  regarder  chaque  argument  des  inégalités  Lunaires  , 
exprimées  en  fonction  du  temps,  comme  composé  du  trois  parties 
distinctes , savoir  : i .*  la  partie  constante , ou  l’époque  de  l’argument  ; 
î."  la  partie  proportionnelle  au  temps  , ou  le  moyen  mouvement  de 
l’argument;  3.’  la  partie  séculaire,  c’est-à-dire  la  partie  de  la  forme 
AT'^BT. 

Lorsqu’on  ne  veut  pas  construire  des  tables,  le  calcul  des  trois 
coordonnées  Lunaires  pour  une  valeur  donnée  de  t,  censée  exprimée 
en  jours  moyens  comptés  depuis  l’époque  définie  dans  la  page  634, 
pourra  être  exécuté  par  le  procédé  suivant  D’abord  on  divisera  t par 
la  période  de  chaque  argument , et  on  retiendra  seulement  les  restes 
de  ces  différentes  divisions  : ensuite  on  multipliera  chacun  de  ces 
restes  par  la  valeur  correspondante  du  moyen  mouvement  de  l’argu- 
ment pour  obtenir  la  seconde  partie  qui  lui  appartient.  Le  calcul  de 
la  troisième  partie  doit  être  fait  à l’aide  des  quatre  formules  posées 
plus  haut , en  y faisant  T = . 

Les  valeurs  positives  de  t sont  assez  faciles  à former;  mais  pour 
«voir  en  jours  et  fractions  du  jour  la  valeur  négative  de  t,  qui  répond 
à l’Instant  d’un  phénomène  antérieur  à l’époque  que  nous  avons  prise 
pour  l’origine  du  temps  , il  faudra  se  rappcllcr  ces  deux  bases  de  la 
réformation  Grégorienne:  1°  qu’ immédiatement  après  le  4 octobre 
de  l’année  iSSa  on  a retranché  dix  jours  de  ce  mois,  en  nommant 
i5  , au  lieu  de  5,  le  lendemain:  a."  qu’on  a statué  de  rendre  com- 
munes (depuis  ce  changement)  toutes  les  années  séculaires  composées 
d’un  nombre  de  siècles  non  exactement  divisible  par  4-  De  là  on 
conclud  sans  difficulté  les  régies  suivantes. 

i.°  S’il  est  question  d’un  phénomène  antérieur  au  commencement 
de  l'ère  chrétienne , dont  A soit  l’année  , et  A le  nombre  des  jours 
et  fractions  du  jour  écoulés  depuis  son  commencement,  on  fera 

-t  = (i8oo+^)365'.l-(A-t-ia); 

mais  on  aura  soin  de  supprimer  le  reste  de  la  division  de  A par  4- 
Tome  / 
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a.*  S'il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  commence- 
ment de  l'ère  chrétienne  et  le  4 octobre  de  l’année  i58a,  on  fera 

— 1%01—A^  365'»|-— ( A-h  12); 

3. "  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  4 d’octobre 
de  l’année  i58a  et  l’année  1700,  on  fera 

. -«=(i8oi-^)365‘4~(A“»-2). 

4. *  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  les  années  1700 
et  1800,  on  fera 

-f=(  1801  -^)365'4-(  A-h  I ) . 

Dans  ces  trois  derniers  cas  on  supprimera  toujours  le  reste  de  la 
division  de  1801—^  par  4* 

Ainsi  pour  avoir  les  valeurs  de  t correspondantes  aux  deux  éclipses 
considérées  par  Lalande  dans  la  page  1 56  du  second  volume  de  son 

Astronomie,  je  prends  d’abord  //=72ij  A=77*.i8*ii  j 
ce  qui  me  donne 


— t—{  1800-H721  )365'«|-— (77**  18  • 1 ï^-H  12'); 


ou 


bien 


— i=a5ai  x365'»4—  89**  iS***  1 1 . 


Ensuite  je  prends  A=2g5»iG  28  j et  la  formule  du 

quatrième  cas  donne 

— 801  — 1771  )365*»|-  — 2q6'»  16  • 28^ 

La  diflférence  de  ces  deux, valeurs  de  t sera  par  conséquent 

« 

2491  X365»|-H2o6'»22  •i7=9ioo43**22  • 17', 

8 

en  supprimant  le  reste  provenant  de  2491  divisé  par  4- 
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■JO.  Jiîsq-i’ici , 310S  fornîo'es  (lomîcni  la  îongiliuic  de  U î-iiiio  ikp;::.s 
un  point  équinoxial  Jixc  ; de  sorte  que  , il  devient  nécessaire  d'y 
ajouter  les  termes  qui  déterminent  le  mouvement  du  point  équinoxial 
sur  l’écliptique  vraie  ^ si  l’on  veut  composer  une  formule  propre  au 
calcul  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune,  telle  qu’elle  serait  donnée 
par  l’observation.  Pour  remplir  celle  condition  , il  faut  avoir  égard 
à la  précession,  à la  Nutation  Luni-solairc,  et  même  à l’aberration 
de  la  lumière  , qui  nous  fait  paraître  la  Lune  moins  avancée  en 
longitude  d’environ  o",8.  Or  on  sait,  que  le  mouvement  de  préces- 
sion doit  cire  calculé  d’après  la  formule 

^ . i',22i8o-Hrko",oooi89; 
et  que  la  Nutation  Luni-solaire  peut  être  exprimée  par 

g 

iNcot . 2a.sin {g.nt  — /Int ) — -|  Nysin. ( zg.nt  — 9/nt ) 

— i",336 . sin  ( 9nt  -t-  2b', ) — o”,20 1 sin ( 2nt -H  2£  ) ; 

N étant  le  coefficient  déûni  dans  la  page  34  du  3.''*°  Volume.  (Sur 
quoi  voyez  ci-après  la  page  73 1).  Donc,  en  prenant  iV=8",925  , 
nous  aurons 

1 6",G87  5 .sin  {g.nt  — /.nt  ) — o",6o84  • — /Int  ) 


— i",336o.  s/n  ( 2n’/ -4- 2«',  )—o", 20 10.  s/n  ( 27ti-4-  2s), 

pour  l’expression  complète  de  la  nutation  en  longitude  du  point 
équinoxial. 

D’après  cela  il  est  manifeste , que  le  principal  terme  de  la  nutation 
peut  être  réuni  avec  le  terme  — .sin(^g.nt—-/nt')y  posé  dans  la 
page  618,  en  - remplaçant  ce  dernier  par 

( i6",6875— 6",577=  lo",!  io5)s/n(g.nt— yîn/.) 

Remarquons  maintenant,  que,  conformément  au  résultat  trouvé  dans 
la  page  606 nous  '*avt)ns 

^Jkndt^r.t  o",57998  -f.  7” . o",oi  7^88. 
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Donc , en  ajoutant  à ces  deux  termes  la  partie  semblable 
Z“.  i'',22i8o-t-7”.o",oooi89,  due  au  mouvement  de  précessiou  du 
point  équinoxial,  il  viendra  T"*,  i i",8oi  ^8-t- 7”.  o",oi  7777  pour  la 
somme  de  ces  deux  parties  séculaires. 

71.  Avant  d’aller  plus  loin,  je  profite  de  cette  occasion  pour  dé- 
velopper quelques  remarques , qui  me  sont  suggérées  par  l’emploi  que 
je  fais  ici  de  la  précession  des  équinoxes.  Ou  a coutume  de  regarder 
les  mouvemens  de  l’équateur  terrestre  et  du  point  équinoxial  comme 
tout-à-fait  indépendans  des  variations  séculaires  de  l’excentricité  et  du 
périgée  de  l’orbite  du  Soleil.  Cependant,  il  serait  plus  exact  de  dire , 
que  ces  variations  ne  peuvent  produire  rien  de  sensible  dans  les  mou- 
vemens de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité:  car,  mathéma- 
tiquement parlant,  l’expression  analytique  de  l’obliquité  de  l’écliptique 
renferme  un  terme  multiplié  par 


jdt.  i'*«'n(du  double  du  périgée  solaire); 
et  la  précession  un  terme  correspondant  multiplié  par 


(du  double  du  périgée  solaire). 


Pour  mettre  en  évidence  l’origine  de  ces  termes,  remarquons, 
que,  suivant  les  dénominations  établies  dans  les  pages  3 1 0-817  du 
second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste,  les  fonctions 


y^XYsinO,  .^(y_Z‘)rm2S 

renferment,  respectivement,  le  terme 

* E . . . SE-, 

^.—^sln0.sln1\> , —^.—^sln7.0.cos2v. 

Or  en  supposant  que  l’astre  L soit  la  Lune,  si  l’on  prend 

J.  — 1 j 1 4.^  l'h' .cos Ev ’^c'mv  ! ; 

Tjf//  = t/v  j 1 -+-  A'  t'6* . cos  -¥  c'my  j . 


il  viendra 


T 
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3 / « 

5 . ~ sin 0 sin  2v.dt  = 

-^iSinOsimv.dv^  i-i-Ki'b'.cosEv-\-c’mv^  ^ i -^K ib' .cos Ev-^dniv]^  , 
ce  qui  introduit  dans  cette  fonction  le  terme  séculaire 
I ^,sin0.sin  2vdl=d\> tinO . b'i‘ (^K' -i- KK' ) sin^ïv-~iEv  — ac'mv  ). 
Par  la  même  raison  on  a 

— 25. cos  2vdt=—dv.^^sini0.b'(’'{K'-i-KK')cos{^v  — %Ev—^c'mv). 

Maintenant,  si  l’on  remplace  dv  par  ndt , et  si  l'on  observe,  que 
l’argument  2V—2EV — ac'mv  revient  an  double  du  périgée  solaire, 
c’est-à-dire  à 2x' , nous  aurons 

I . P îi/i 5 . si/i  2V.dl=^.^sin0.b'(^ A’-t- AA' ) . t'* sin 2d.dl  ; 

— I . P sm  2 5 . cos  2 V . </t = ^ sm  25 . i*  ( A*-t-  AA'  ) .t''cos  2x  .dt. 

Donc , conformément  aux  formules  posées  dans  la  p.  3 1 2 du  second 
Volume  de  la  Mécanique  Céleste,  on  doit  avoir  dans  l’expression  de 
0 le  terme 

(0  • • 0=(±î^)î.^s/«5.i'(A*-HAAyi*..'-sm2x’; 
et  dans  l’expression  de  'F  le  terme 

(^)  • ■ cos 2k'. 

Mais,  le  principal  terme  de  la  nutation  est  tel  qu’on  a 

A désignant  la  longitude  du  noeud  ascendant  de  la  Lune  j c’est-à- 
dire  (suivant  nos  dénominations)  l’angle  5,-e-(i  — g)«<:  où  j’écris  Jj 
, an  lieu  de  n pour  distinguer  celte  valeur  de  n de  celle  qui  multiplie 
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C , employée  par  Laplace  pour  désigner  le  mouvement  diurne  de  la 
terre,  .\inji  cela  revient  à dire,  rjne 


0 


\ a«  C / 2 ■ 


l.  y . cas  ô 
nrt’  ( > - g ) 


.cosA. 


Donc  en  nommant  iV  ce  coeflteiem  de  cos  A,  les  formules  (1)01(2) 
posées  plus  haut  sc  changeront  en  celles-ci  ; 


(i)  . . 0 = .taiig.0.h'‘[K'-^-KK!)J'dl.i'' sin  T*'  \ 

( 2)  . . T = I N.  . b'  ( A’-t-  KK  ) fdt . «'■  cos  2x'. 

Et  comme  ~=^;  si  l'on  prend  ici  l’année  julienne  pour  unité  de 
temps  on  pourra  laisser  dt  au  lieu  de  lîdt  ; ce  qui  donne 

(1)  . . C = |iV.Ü^./a7)g.9.fr'(A'‘+A'A') fdt.t''sin2d-, 

(2)  . .'ÿ  = \N}d-^h'{K'-*-KK)fdt.i"cos2x. 

Nous  avons  A'  = | — etc.,  — etc.  (Voyez  page  85i 

du  troisième  Volume,  et  page  4q4  de  celui-ci )j  et  les  autres  facteurs 
sont  assez  petits  pour  rendre  ces  termes  tout-à-fait  insensibles,  si  l’on. 

observe  que  ^b'  ^^^^.  = 0,0000028.  Mais,  en  théorie,  il  est  permis 

de  considérer  de  telles  quantités  pour  faire  cesser  les  doutes  par  des 
argumens  incontestables.  C’est  ainsi,  par  exemple,  qu’on  fait  cesser 
les  doutes  qu’on  pourrait  éléver  sur  les  variations  du  jour  moyen  , 
en  démontrant  que  ces  variations  accumulées  pendant  des  millions 
d’années  ne  peuvent  produire  qu’un  petit  nombre  de  minutes  (Voyez 
page  SaS  du  second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

72.  Cette  analyse  donne  aisément  le  terme  affecté  du  double  de  la 
longitude  du  noeud  de  la  Lune  qui  entre  dans  l’expression  de  la  nu- 
tation et  de  la  précession.  En  effet;  d’après  les  formules  posées  dans 
les  p.  3i3  et  317  du  second  Volume  delà  Mécanique  Céleste;  on  a 
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^XYsind.dt=dl.^^,sin6  j 5i« av-t- y i/V» 2A  j , 

^ ( Y'—  Z’)  s/Vi  25 . <*  = — A . I i/rt  a5  I COi  2P  + y coi  2 A I . 
Actuellement , si  l’on  prend  r,  = a , et 

ndt  = di>  I I cos(2t’  — 2A)  j , 

il  viendra  , en  conservant  seulement  les  termes  afToctcs  de  l’argu- 
ment aA  ; 

^,XYsm0.dt=t.~y'sin0(^l^l'^sm2\-, 

^^{Y‘—Z‘)sin29.dt  = -t.~y'sm20(^\-t-\jcos2\. 

Maintenant , il  suffit  de  comparer  ces  deux  termes  avec  ceux  mul- 
tipliés par  sinA  et  cos  A pour  en  tirer  la  conséquence,  que  les 
deux  inégalités  dépendantes  de  cos  A et  cos  2A  qui  entrent  dans 
l’expression  de  0 sont  dans  le  rapport  de  Tuinté  à — g 7. /««g. 6;  cl 
que  les  deux  inégalités  correspondantes  de  la  précession  sont  dans 
le  rapport  de  Tunité  à — ^ytang.20.  Cela  posé  il  devient  facile  de 
voir  , que  , Laplace,  dans  la  page  269  du  5.*’"  Volume  de  la  Mé- 
canique  Céleste,  obtient  le  coefficient  — j au  lieu  de  —g,  pareeque  il 

n’a  pas  eu  égard  dans  la  formation  des  produits  XY.dt,  (Y‘~Z‘)df, 
au  terme  de  l’expression  de  dl  affecté  de  l’argument  2v  — 2A. 

Il  y a dans  l’expression  de  5 et  V un  terme  du  même  ordre  que 
le  précédent  qui  dépend  du  double  de  la  longitude  du  périgée  Lu- 
naire. Pour  en  voir  l’origine  , réduisons  à 

—^XYsin0.dt=\—,sin9.sin2v.dt , 

T|  4 r, 

Y' — Z'')sin  2&.dt= — 26. cos  2i'.dt , 
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les  équations  posées  plus  haut;  et  remarquons  que  l'astre  L étant 
la  Lune,  on  peut  y faire 

i = i(i-+-ecoscv)’=  -4-3ccoîcv-t-|e*coi2cv^  ; 

ncfc=  rfv  { I — 2CC0S w-*-|  e*coî  2CV  j ; 
ce  qui  donne 

^■^XY dv.sin{^iv  — icv') -, 

^ ( K‘—  Z'  ) sm  aS . A = — I . . cos  ( a v — acv)  ; 


et  par  conséquent 


ïCy  Oc'iiind  COJ (av— ict') 

î(l— c)  ’ 


ou  Lien 


„ — ïC\’  9c'Lsii 

® ^ ïiTc  )'ï~^ 

/À-^B — 9 c*/-j/nafl  acf) 

\ inC  / 8 non/ïT?  'a(i  — c)* 

/ • i 

0=  Ç ^^-^^tongf.5.cos(av— aev)  ; ' 

'1'= -iV.  J ^ . sm(  ao  - atv  ). 

Ces  cocflîcicns  peuvent  être  regardés  comme  insensibles  ; car  nous 

,vons  = ; iV=8^9a5  ; d’où  l’on  tire 

Log. =9,67 7542 a ; log.  1^=8,3988493  ; 

e=  — o'’,o4o.cos(av  — aev);  H'  = o'',ioi  .sm( 20— acv). 

Pour  compléter  l’analyse  de  ces  petits  termes,  je  ferai  remarquer, 
que  les  équations  ..  . , 

~XY.sin0.dt  = dt.\i^sin&.simK,  • 

^(K‘— Z*)si«  29. <it  = — dc|^îm2fl. cos  aA, 

donnent , 
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^ = è.  I . ^ ci'Ÿb' .sinO .sin  (aA-t-£'t>-f-c'/«p  — cv'), 

^ ^ ^ 2O,  cos (i \-^Ev -+- c'/nt> — ci>), 
en  y faisant  ndtx=dv,  et  ^ j i +ffeî'6’.cos(i5’v>-«-c'»Jv>  — cp)j. 
(Voyez  pag.  85î  du  troisième  Volume).  De  sorte  que  on  a; 

® = — J-  N.  ^ j H et-/  b' . tung.  5 . cof  ( 2 A -t-  £’t^  4-  c'mv — cv) , 

'V  = ^ IIet-/b'  .sin(^2\-\-Èv-t-c'mv  — cv). 

Mais  il  est  aisé  de  se  convaincre,  que  ces  termes  sont  insensibles 
malgré  la  petitesse  du  diviseur  3 — 2g — c. 

73.  Je  reviens  maintenant  à mon  sujet , et  afin  de  faciliter  toute 
l'opération  que  j’ai  indiquée  , je  vais  reproduire  ici  les  formules  des 
trois  coordonnées  Lunaires,  en  plaçant  à côté  de  chaque  coeûicieut, 
la  période  de  l’argument,  l’époque,  et  le  moyen  mouvement  pour 
l’unité  de  temps  que  je  suppose  être  le  jour  moyen.  Sur  cela  il 
est  essentiel  d’observer:  i.°  que  la  désignation  de  l’argument  a été 
faite,  pour  plus  do  simplicité,  sans  écrire  rU  à côté  des  parties 
qui  le  composent:  a.*  qu’on  a rendu  toujours  positive  la  partie 
constante  et  la  partie  proportionnelle  au  temps  , en  changeant  con- 
venablement le  signe  primitif  du  coeilicieiit  et  en  ajoutant  3ûo*  à 
l’argument  ÿ 3.’  que  les  inégalités  sont  ici  disposées  d’après  l’ordce 
de  grandeur  de  leurs  coeiliciens;  4*  que  l’on  a supprimé  les  inégalités 
dont  le  coelllcieut  est  au-dessous  d’un  ciiujuième  de  seconde. 

Cela  posé  , si  l’on  désigne  par  E"  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
comptée  sans  interruption  depuis  le  commencement  du  19.*"’  siècle, 
on  aura  sa  valeur  par  rapport  à l’équinoxe  mobile  du  printemps  , 
en  prenant 

A,"  O ..(ÎO',2a8SO)<  . (18-i-.18r.89-.58<,St)t 
III  .00.4a  >0+  885, îs  3«i,2i 

4-7”.  Il", 80178  4- r'.o", 017777 
4-  la  suite  des  termes  périodiques,  dont  voici  le  tableau. 

Tomt  [ ^3 
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THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


Termes  périodiques  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 


Coefficient 

+22641,626 

-H 

-+ 

36,720 

-+ 

2,oo3 

+ 

0,117 

+ 

4585,648 

4- 

34)3 18 

•+ 

2870,820 

— 

123,1  10 

+ 

0,887 

-t- 

i4,5i4 

Période 
de  rariumeot 


Mourement  mojrcn 
pour  un  )oar 


Epoitue 
de  l'argusieni 


îo5*a9'58]'4 

50.59.56,8 

256.29.55,1 

101.59.53,6 

807.29.52,0 


209,742 

192,146 

i65,85o 


3i,8i  201 
1 5,90600 


14,76329 

29,53060 

9,843 

7,38265 


365,25637 

182,628 

9i,3i4 

45,667 

182,628 


1 3,606 1 1 
6,8o3 


5,88670 

1,77335 


34,8470 

9,6187 

15,3873 


1 1.18.59,35 

22.87.68,70 


24.22.53,36 

1 2.1 1.26,68 

36.34.20. 

48.45.46,72 


0.59.  8,19 
1.58. 16. 
2.57.26. 
3.56.33.' 
1.58.16. 


26.27.81,30 
52.55.  3. 

195.23.37,2  i 
30.47.14,4 

1.44.54,68 

0.52.27,34 

28.  5.35,2 
14.  2.47,6 

10.59.51,18 

37.26.47,45 

28.23.45,20 

1 76.45.16,2 

228.24-20,0 

22.i5.i4,6 

CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE 


735 


Argumcol 

Cocnicienl 

Pvri(xl< 

(le  ruriSMiiieut 
CD  joun  iDo|cas 

MouTcmcnt  moyen 
|iour  un  four 

Kpoijuc 
(le  rarguuivut 

c — c'ni 

i48>59 

29*80278 

12'  4!45"86 

2o4"5o'5i''4 

2C — ic'm 

o,o65 

14,901 

24.  9.  32. 

49.41.42,8 

C-+-c'/7» 

— 

111,099 

25,62164 

i4-  3.  2,24 

2u6.  9.  5,4 

2C-+-  2c'm 

— 

o,o65 

12,81 1 

28.  6.  4. 

52.18.10,8 

iE~ig 

— 

54,915 

173,31044 

2.  4-37,91 

172.29.15,6 

Ig-i-C 

— 

45,201 

9,10846 

39.31.25,32 

40.53.35,6 

bg'-C 

— 

37,19» 

26,87835 

13.23.37,26 

349.53.38,8 

4£’-c 

38,oo3 

1 0,08460 

35.41'52,68 

200.18. 44, 

iE  -i-c'm  — c 

— 

28,81 1 

29,26331 

12.18.  7,5o 

178.  3 3o,2 

HE-^-c'm 

— 

28,61 1 

14,19160 

25.22.  1,58 

23.33.28,6 

E c'm 

-I- 

17,2 16 

27,32 160 

13.10.34,87 

192.  6.17,8 

iE  -t-  ic'm 

— 

o,o65 

1 3,661 

26.2 1.10. 

24-1 2.35,6 

iE-¥-  1C 

-h 

»4,i  »9 

7,12707 

5o.3o.4>,4o 

73.54.18,4 

E-^-c 

— 

8,237 

14,254 

25.l5.21. 

36.57.  9>2 

ïE  — c'in-hc 

1 4,044 

9,87345 

36.27.39,20 

227.45.13,0 

iE  — 3c 

— 

1 2,807 

24,3o2  I 0 

14.48.48,78 

233.35.33,6 

s-f 

10,1  1 I 

68i4,3o5 

0.  3.10. 

346.  6.  5,8 

■^g-‘\f 

— 

1 0,608 

3407,1 53 

0.  6.20. 

332.12.1 1,6 

iE  -h  ag  — c 

— 

9,384 

9,53o 

37.46.30. 

12.48.  0,4 

2C — c'm 

-4- 

9>o44 

i4,3i7 

25.  8.39. 

50.20.49,8 

•xE  — 2c'/« 

7,81 3 

1 6,064 

22.24-36. 

2 1.36.  7,6 

E — cm 

— 

0,383 

32,128 

1 1.12.18. 

190.48.  3,8 

xE — c'm  — xc 

— 

7,762 

1 3 1 ,668 

3.44-  4. 

28.44-4^,2 

xE  — xc'm—c 

-t- 

7,527 

38,52  2 

.9.20.43. 

176.  6.  9,2 

xc-i-c'm 

7,345 

3,276 

27.  6.56. 

51.39.  3.8 
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Af^UOKDt 

CocSicirnt 

Wiiotle 
df  r«rÿument 
en  iourt  xDojrnt 

UuuTrncDt  moyen 
pour  un  jour 

'i 

^ ÉpO<|IK  '1 

dr  rar|;nin«nt 

bÆ" — îc 

— 

o_"G4o 

341475 

1o'26.42" 

i63*2i135"6  I i 

7E+2g-t-C 

— 

o,Ga6 

5,G33 

63.54.18. 

63.47.57,2  14 

2E  — cm-^  2C 

o,Go7 

7,286 

49.3 1.3a. 

1 1 3.1 5.1 1,4  1 ! 

2g -h  cm 

-h 

0,585 

>3,117 

27.26.39. 

196.  2.44,2  j| 

2E — îg-f-ac 

— 

0,529 

>4,9^>7 

24.  3.  9. 

278.30.41,2 

4£’  -h  dm  — 2c 

— 

0,5 1 3 

'5,244 

23.37.  7' 

355.27.53,4  ! 

4/?  — 3c 

-h 

0,502 

37,625 

9.34.  5. 

1 49.18.48,0 

E -t-  cm  — c 

— 

• o,4GG 

3a33,2g4 

0.  6.41. 

1 3.33.40,6  1 

^E — 2-g  — C 

0,397 

38,955 

9.14.22. 

4.55.  7,6  ! 

3c  — cm 

-t- 

o,3G5 

9)42' 

38.12.34. 

255.50.48,2  1 

3c  -f-  cm 

— 

o,3G5 

8,958 

4o.io.5o. 

257.  9.  3,2 

Zi'-t-ac 

— 

0,357 

9)395 

38.ig.i5. 

242.27.  7,6 

s’+Z 

■h 

0,343 

1 3,634 

1 7.57.50. 

209.17.31,4  j 

2g-I-  3c 

— 

0,339 

5,483 

65.3g.  1 3. 

92.53.32,4  j 

2E — acni-t-c 

-h 

0,3  2 3 

10,148 

35.28.3 1. 

227. 6. 6,0  i 

2E — dm  — 3c 

— 

0,3  a 8 

26,033 

15.47.57. 

234.14.40,5 

2E—c'm~2g+c 

— 

0,278 

35,992 

11.  0.  8. 

32.2  1.35,9 

\2E-dm-\-2g  —c 

— 

0,2  53 

9)785 

36.47.22. 

1 2.  8.53,4  ! 

^E  — 2g 

— 

o,a46 

36,o68 

10.  6.4g. 

118.57.55,2  ' 

\E’^c  m 

— 

0,201 

7,237 

49.44.55. 

45.27.50,2 

21 

-f- 

0,201 

T 3,66 1 

26.21.19. 

2 23. 13.26. 

74-  La  furmulc  suivante , qui  sert  au  calcul  de  la  latitude  de  la 
Lune  au-dessus  de  l’écliptique  vraie  , a été  tirée  de  celle  donnée 
ivers  la  fin  du  § précédent;  on  a supprimé  les  inégalités  dont  les 
'eoeSBcicns  sont  inferieurs  i un  cinquième  de  la  seconde. 
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Termes  périodiques  de  la  latitude  vraie  d^  la  Lunt. 


1 Argument 

Coefficient  . 

période 
de  l’argument 
CD^  jourt  muyciu 

Mouvement  moyen 
pour  un  jour 

Ép«<|ue 
de  l’atgumeol 

Ç 

-hi8465;538 

27I2  I 222 

1 3: 1 3;  45^66 

97-4i'.48"6 

— 

6,424 

9,07* 

39.41.17. 

297.  5.25,8 

0,006 

5,442 

66.  8.48. 

128.29.  3,0 

g-H-C 

•4“ 

1 0 1 0,894 

.13,691 1 5 

26.17.39,72 

3o3.i  1 .47,0 

g-C 

— 

iooo,5oq 

2190,914 

0.  9.51,60 

252.1  i.5o, 2 

2E^g 

-H 

621,476 

32,28075 

**•  9-  7>7* 

285.1 2.33,0 

2E-^g — c 

-4- 

196,224 

14,66644 

24.32.44,99 

275.  6.11,8 

2,£  — g — c 

— 

166,915 

188,19935 

1. 44-46, 34 

280.17.25,4 

2E-i-g 

-H 

101,708 

9,57*7* 

37.36.39,07 

1 20.36.10,2 

g-+-2C 

62,462 

9,  *4648 

39.21.33,78 

148.41.45,4 

2E  — g~^C 

35,039 

*4,86547 

24*1 3.  1,55 

i3o.42.3i,4 

g—2C 

-h 

32,342 

27,90563 

12.54.  2,44 

3i3.i8.  8,2 

2E  — cm^  g 

4- 

29,535 

35,41028 

10.  9.59,57 

284.33.26,0 

2E  — 2C — g 

— 

16,217 

24,o35i4 

i4-58.4o,63 

234.1  2.36,2 

2£’-f-C-+-g 

-H 

*4,774 

7,1 0397 

5o.5o. 33,10 

326.  6.  8,6 

2E~^cm — g 

— 

1 2,272 

29,65952 

12.  8.1 5,83 

285.51.40,0 

2E -dm-^g — c 

-4- 

9,226 

15,280 

23.33.36. 

273.27.  4,ft 

2E’-cm—g — c 

— 

8,241 

1 24,2o3 

0.55.38. 

280.56.32,4 

f 

— 

7,886 

27,322 

1 3. 10.35. 

1 1 1.36.42,8 

2E  ^cm-^-g 

-h 

7,593 

9^829 

36.37.31; 

1 19.57.  3,2 

l^E-^g-c 

— 

6,548 

16,023 

22.28.  7. 

257.23.  3,8 

g-^c-^dm  ■ 

4- 

• 6,36o 

1 4,2  25 

25.i8.3i. 

3o2.32.4o,o 

g-^rdm 

•1 

" 

5,438 

•25,322  . 

1 5. 12.54. 

98.20.55,6 
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Ar|an«Dt 

Coefficient 

Période 
de  l'arfittent 
en  jours  mojiens 

MouremcDt  majren 
pour  un  jour 

£{>oqiie 
de  rargument 

g-H-CH-c'/n 

5”3o5 

i3J  196 

2 7°  16. 48” 

3o3*5o[54"o 

g — c-+-c'«» 

5,1 83 

3 13,062 

1.  9.  0. 

252.50.57,2 

E-^-g 

— 

5,016 

14,162 

25.25.1  2. 

289.  8.59,4 

g — c — c'm 

— 

4,864 

438,342 

0.49.16. 

208.27.16,8 

E-g 

4,618 

346,625 

1.  2.18. 

93.45.22,2; 

g — c'm 

-+■ 

4,167 

29,4o3 

12.14.37. 

97.  2.41,6 

g-h3c 

-1- 

4,086 

6,867 

52. 25. 28. 

354.11.43,8 

3g  — c 

— 

2,848 

i3,522 

26.37.23. 

91.35.27,4 

lE-t-cm-i-g—c 

— 

2,692 

14,106 

25.3i.53. 

275.45.18,8 

^E-3g 

— 

2,384 

25,52  1 

i5.i8.23. 

274.11.  4,2 

2E-t-2C—  g 

2,377 

9,656 

37.16.56. 

336.1 2.29,8 

2E-*’c'm—g—c 

•f* 

ï,945 

388,242 

0.55.38. 

279.38.18,4 

2E — 2C~t-g 

— 

1,883 

31,357 

1 1.28.49. 

69.36.13,4 

g — 3c 

1,687 

1 3,865 

25.57.57. 

1 58.48.  6,6 

I,4o2 

10,i32 

35.32.  1. 

3o8.  6.54,6 

2E—cm—g-i-c 

1,576 

«5,497 

23.13.54. 

i3o.  3.24,4 

iE+g—c 

»,399 

7,358 

48.55.38. 

298.  0.33,4 

\4E-i-g—  2C 

-f- 

1,237 

i o,oo3 

35.51.47. 

92.30.35,0 

2E-t-c'm-*-g 

— 

>,»94 

9,327 

38.35.47. 

121.15.17,2  ' 

2E — 3c — g 

— 

.1,075 

12,837 

28.  2.34. 

33i.i  7.22,2 

E -t-c'm-i-g 

0,951 

1 3,634 

26.24.21. 

289.48.  6,4 

E -\-c' ni — g 

0,95 1 

6793,729 

0.  3.1 1. 

94.24.29,2 

2E+cni—g-^c 

0,904 

i4,285 

25.1 2.10. 

1 3 1.2 1.38,4 

3g + c 

-f- 

0.875 

6,824 

52.45.1 1, 

148.35.24,2 

i£'-*-2c  + g 

0,867 

5,648 

63.44.27. 

171.36.  7,0. 

- 
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ArgatDCvt 

Co(  flic  Uni 

Période 
de  r^rgumenl 
eo  jouiï  uioyciu 

Mouvemeot  moyeu 
pour  un  jour 

Epoque 
de  t*argumeDl 

— 2c’«»  — P 

-4- 

0^637 

39',  2 1 3 

9°io'5i” 

2 83!54!ig"o 

lE-c'm-i-g+c 

-f- 

0,588 

7,245 

49.41. 25. 

325.27.  *,6 

E—g-^-c 

— 

0,585 

29,935 

12.  1.35. 

299.15.20,6 

g-i-ic  — cm 

0,445 

9,38 1 

38.22.25. 

i4B>  2.38^4 

— 

0,445 

8,923 

40.20.42. 

i4g.20.52,4 

dg'  — c 

— 

o,4o6 

12,68g 

28.22.1 7. 

119.41.  2,6 

£’4-g-t-C 

— 

o,4o5 

9,354 

38.2g.  6. 

134.38.57,8 

aÆ'--c'/« — g — IC 

— 

0,373 

22,552 

15.57.48. 

1 26.26.30,8 

\E-¥g 

-4- 

0,366 

5,807 

61. 5g. 33. 

1 43.30.3 1,8 

,\E—g—'xc 

0,357 

38,283 

9.24.15. 

257.»6.57,8 

iE -?>g-^c 

-4- 

0,3 18 

160,61 2 

2.14.29. 

69.41.  5,8 

0,3 1 5 

16,758 

2 1.28.58. 

101.57.49,2 

\E—g+c 

-4- 

o,a8o 

7,408 

48.35.55. 

1 53.36.53,0 

g-l-4c 

-4- 

0.274 

5,497 

65. 2g. 22. 

199.41.41,8 

§■—20  — c'm 

— 

0,257 

25,924 

i3.53. 1 1. 

3i3.57.i5,2 

§■  — ic~^cni 

-4- 

0,257 

3o,2  l4 

1 1.54.54. 

3i2.3g.  1,2 

lE  + 

-4- 

0,241 

5,619 

64.  4-to- 

319.59.47,4 

iE — 3c-t-g 

— 

0,2 1 5 

227,245 

1.35.  4. 

135.53.45,0 

ZE-g 

0,199 

1 5,42  2 

23.20.34,3 

1 16.40.43,8 

75.  Pour  avoir  la  parallaxe  horizontale  relative  à un  point  de  la 
terre  dont  X est  la  latitude  géographique,  il  faudra  multiplier  la 
somme  des  termes  suivaus  par  (Voyez  p.  635). 

8 . 

La  période  et  les  époques  des  argumens  doivent  être  pris  dans 
le  tableau  des  termes  de  la  longitude. 
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Termes  périodiques  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune 


Arfuneot 

Cocffiâeat 

O 

-♦-3423"i534 

C 

1 + 

1 86,6545 

ac 

H- 

10,2587 

3c 

•+• 

o,634o 

4c 

H- 

0,041 3 

5c 

o,ooaS 

iE — c 

33,9214 

4£’  — 2c 

-h 

o,325o 

iE 

27,5933 

E 

— 

0,9247 

3£- 

0,0147 

^E 

o,i365 

o-E-^c 

-H 

3,0755 

iE  — c'/n 

-1- 

2,1646 

— cm  — c 

1,4486 

a^-c 

',«937 

c—c'm 

H- 

1,0699 

c-t-c'm 

— 

0,919a 

2E-*-c'm 

— 

0,5447 

4E-C 

0,4985 

dm 

— 

0,4284 

2c'm 

— 

0,0 1 2 2 

3c'»i  1 

i,  ^ 

— 

o,ooo3 

Tomt  / 


Argument 

CoeflkieBt  I 

iE-i-c'm  — c 

— o"38o3 

2E-h2C 

E-hC 

-1-  0,2702 

— 0,0966  1 

2E  — cVm-i-c 

-H  0,1877 

2E  — 2C 

E^c 

0,1670  1 
0,0744  J 

E -t-  dm 
2E-¥-2C'ni 

-t-  OjlSlQ  1 

— 0,0012 

2E  — 2g 
2£’-3c 
ac  — dm 
2E  — 2g  — c 

— 0,1084 

— 0,1010 
o,o855 

— 0,0821  : 

2C-t-dm 

2g  — 3c 
E—2C 
E-\-2C 

— 0,0798 

— 0,0715 

-t-  0,0660 

— 0,0614 

2E  — 2cm 
E — dm 

0,o52  2 

H-  0,0021 

1 2E — 2g-t-C 

2E  — 2dm  — c 

— o,o5o3 
-H  0,0455 

94 
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Formules  pour  le  mouvement  horaire  de  la  Lune. 

■j6.  Je  suppose  qu'on  ait  calculé  par  les  formules  précédentes  un 
lieu  de  la  Lune  pour  un  instant  donné  et  qu’on  veuille  savoir  ce 
qu’on  doit  ajouter  ou  retrancher  des  coordonnées  ainsi  obtenues  , 
pour  avoir  celles  correspondantes  à un  autre  instant  /-f-z  peu  diffé- 
rent du  prémier.  A cet  effet  J’ai  d’abord  supposé  z égal  à a**.  a4’, 
r/est-à-dire  à la  dixième  partie  d’un  jour,  et  j’ai  développé  chaque 
terme  de  la  forme 

suivant  les  puissances  de  x.  De  là  sont  dérivées  les  trois  formules 
suivantes  pour  calculer  la  partie  additionnelle  à chacune  des  trois 
coordonnées  primitives,  à l’aide  des  mêmes  argumens  qu’on  est  censé 
avoir  déjà  formés  pour  le  temps  t.  Elles  sont  suffisantes  pour  les 
cas  où  le  second  instant  ne  sera  pas  éloigné  du  premier  au  de-là 

de  trois  heures.  Eu  général  on  y fera  •3^  = 2^»  « étant  un  nombre 

d’heures , de  minutes  et  de  secondes  exprimé  en  prenant  l’heure 
pour  unité. 

Mouvement  horaire  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 

-»-(5 1 6", 291  .x—o", 045.x’)  cosc.}u  — (5", 886.x*  — o",ooo3.x')  sin  c.nt 

-t-( 1 00", 868.x  — o",o  1 5.x’)  cos  iE.nl  — 2", 1 46.x*.  sin  iE.nl 

— ( 90", 5. 59.x  — o”, 006.x’) cos  lE.nt^c.nl  o", 894-3:*. sm  iE.nl -~-c.ùt 

-4-  ( 35", 094. — o",o  1 2.x’)  cos  ic.nt  — o",8oo.x*.  sm  ic.nl 

-♦-(  1 8", 98 1 .X  — o",o67  j:’)  cos  ig.nt  — o", 438.x*.  sin  ig.nt 
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— 6", 6 1 8 jr.  COS  iE.nt  — t'm.rU  • o",  1 38.x’.  sin  lE.nt—  cm.nt 

-+-  4''jOï6-x.  coi  iE.nt—c'm.nt—c.nt  —o",o3Q.x'.sin  2E.nI— cm.nt — c.ni 
•4-  3",  I a I .X.  cos  c.nt  — c'm.nt  — o",o33.x’.  sin  2CJil  — c'm.nt 

— {3",i  18.x — O, oo3.x*)  cos  2g.nf-*-c.«/  -t-o",io8.x*.s»/iag.ni+c.nt 

— 2",’]2^.x.coscjU-hrc'm.nt  -i-o",oo^.x'.sinc.nt  + c'm.nt 

•+•  a", 385.x.  cos  — o",02^.x' sinE.nt 

-t-  2"f36’jx:.cos  ^E.nt — c.nt  — 6' ,o-j i^.x’ . sin  ^E .ut  — c.nt 

— ( I ",9g5  .X  — o'',ooa  «r*)  cos  3c.nl  -t-  o", 086.x’.  sin  3c. nt 

— i'',363.xcos4£'.n< — 2c.nt  o", 02’]. x'.  sin ^E.nt — 2c.nt 

-t-(  1 ",a56.x  — OjOogxr')  cos  2Ent-\-c.nt  — o",4 1 o.x’.  sin  2 E.nl  -i-c.ut 
■+■  I ",245.x.  cos  2E.nI ■+■  2C.nt  — o", 02 2.x’.  sin  2E.nI •+■  2C.nt 

-*-(i  ",235.x  — o",oo2.x’)  cos  t^E.nl  — o’',o53.x’.s«Vi  l\E.nt 

— \"  ,\']').x.cosc'mjtt 

— i",o45.x.  cos  2E.nt-^rc'm.nt  -4-o",023.x’.  sin  2E.nts-cm.nI 

— o" ,869.x. cos  2g./U — c.nt  s-o", oio.x'. sin  2g.nt  — c.nt 

— o",7  lo.x.cos  2E.nI  — c'm.nt  s-c.nt  — o",oi8.x’.sm  2 E.nt— c'm.nt  s- c.nt 

— o" j3-]%.x.cos  2 E.nt S- c'm.nt  — c.nt  -4-0", 007.x’. sm  2E.nt-\-c'm.nt—c.nt 

— o", 655.x. cos  2E.nI—  2c.nt 

— o", 616.x. cos  2E.nt-i-  2g.nt  — c.nt  -i-o", 020.x'. cos  2E.nts-2g.nt—  c.nt 

-4*  o",3g7.x.  cos  2c.nI — c'm.nt  — o",oog.x’.sm  2c.nt  — c'm.nt 

-4-  o",3g6.x.  cos  £".«/ -4- c'm.Ht  — o" ,006.x'.  sin  E.nt s- c'mjit 

•4*  o",368.x.cos  2g.ntS-2C.nt  — o",oi']cx'.sin2g.nts-2c.nt 

-4-  o",367.x. cos £".«/ -4- 3c.7i/  — o",020.x'.sinE.nt-t-3c.nt 

— o"  ,36’j.x.cos  E.nts-c.nt  s-o'',ooS.x'.sin2E.nt-t-c.nt 
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o’',348~r.  C05  ac./it-w?'m.nl  — o",oo8_r*.  ■ 

— o",33ï.x.cosi£.nt  — 3c.nt  -t-o",ooijc'.sin2£.nt  — 3c.nt 

-h  o",3o5 cos  2 £.nt  — 2e'm.nt  —o",oo6.x\sin2£.nt  — 2c'm.nt 

— o'\3oo^. cos  2£.nt-h  2g.nt  •ho",oi  i.x'sin  2£.nl~h  2g.nt. 

q" ,233.x. cos \E.nl  — c'm.ni—c.nt 

— o",iQg.x.cos  2£.nt—  2g.ni 

— o",  I 94"T.  cos  2 £.nt  -4-  c'm.nt  -t-  c.nt 

-t-  o'',i  83.x.  cos  4u-»< 

o",  I a3.x.  cos  2£.nt  — 2c'm.nl — c.nl 

— o”,  I ï 1 .X.  cos  3£.nt — c.nt 

— o",i  i8-r.cos  2£.nt  — 2g.nt-^~c.nt 
o'',\og.x.cos ^£.nt — c'm.nt 

-h  o",OC)2.X.COS  /^E.nt-i-CJlt 

o",o']ox;.cos  2E.nt-t-  2g.nt-t-c.nt 

— o'',o5 1 .X.  COS  2£jit — c'm.nt  -h  2C.nt 

— o",o3^jc.cos\E.nt-i-c'm.nt  — c.nt 

Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lune. 

-t-(4  26", 363.x  — o",o38.x’)  cosg.nt  — (4",9a2.x— o’,ooo2  jr')si>i  g.nt 

-)-(  h^,3^3.x  — o" ,o2\.x'^cosg.nt-^c.nt  — i", 06^ jc'.sin g.nt c.nt 

ii",966.x— o", 001  ~r’) cos  a£'.»t—g./j/  — o",i  i-^.x'.sin  2E.ni— g.nt 

-i-(  8",4o6-ac— o", 002  jr’)cos  2E.nt.*-g.nt—c.nt—  o",iSo.x'Mn2£jit*g.nt—c.nt 
+(  G",6’]’}.x—o",oo3.x')cos2£.nt+g.nt  — o",2ig.x'.sin2£.nt  + g.nt 

-•-(  i",'^O^.x  — o'',oo3.x')cosg.nt-*-2C.nl  — o",i47T.r*. s/h g.nl-*-  2C.iit 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE,  745 


•4-  1 ",48 1 ,x.  C05  2Ejit—g.nt-i‘C.nt 

— o",o3 1 .x'.sin  2E.nI  —g.nt’^c.nt 

-f*  i",3 1 cos  2E,nt^c.nt-^g.nt 

— 0", 006.x*.  sin  2E.nt  4-  c.n/  + g.nt 

— 0'', 7 58.x.  C05  2E.7U — g.nt—c.nt 

-4-  o",7  28.x.  cosg.nt  — 2c.nt 

— 0", 008.x*,  sin  g.nt  — 2c.nt 

•4-  o",5  24-x.  cos  2E.nI  — c'm.nt  — g.nt 

— o",oo5.x*.  sin  2E.nt — c*m.nt  — g.nt 

-ho", 485.x.  C05  2E.nt  — c'm.nt-^-g.nt 

— o",o  1 5.x*.  sin  2E.nI  — c'm.nt’^  g.nt 

— o",445-x.  cos  3g.nt 

-H  o",o  1 5«r*.  sm  3gjit 

*+•  0", 379.x.  cos  2E.nt—c'm.nt-¥‘g.nt— 

c.nt  — o",o  1 o.x*.s/n  2E  .nt—c’  m.nt  •^.g.nt—c.i 

-H  o",3  7 4.x.  cos  g.nt-^^c.nt 

-o",oi'].x'.sing.nt-^3c.nt 

— 0", 33  7.x.  cos  2E.nI  2C.nt  — g.nt 

-H  o",oo4«x*.  sin  2£‘.n/  — 2C.ni  — g.nt 

— o"j2S'].x.  cos  g.nt  — c.nt 

-H  o",28  I .X.  cos  g.nt  -H  c.nt  — cm.nt 

— o",oo6«x*.  sin  g.nt c.nt  — cm.nt 

— 0", 262.x. cos  g.nt-i-c.nt-i-  dm.nt 

■+■  0", 006.x*.  sin  g.nt  -H  c.nt  -4-  c'm.nt 

— 0", 260.x.  C05  2E.nt-^c'm.nt  —g.nt 

-4- o",oo3-x*.  sin  2E.nt-»r  c'm.nt  — g.nt 

— 0", 257.x.  coi  4^.ni  — — c.nf 

-Ho",oo5.x*.sm  4iÊ’.n/  —g.nt  — c.nt 

— o",2  2 3.x.  C05  E.nt-^g  .nt 

-4“  o",oo5.x*.  sin  E.nt  -^g.nt 

— 0",  1 8 1 ,x.  C05  yTn/ 

-4-  o",oo  2 .X*.  s/n  yint 

— 0",  1 44"^‘  ■*" 

-4-o",oo2  j:’.  sin  g.nt -^c'm.nt 

— 0", 2 23.x.  cos  3g-.nI  — c.nt 

-H  o",i  5 5.x.  cos  2E.nt-^2c.nt  — g.nt 

— 0",  I 20.x.  cos  c’m.nt  -^rg .nt 

-4*c.nZ 

o",  1 1 g.x.  COS  /iE.nt  -hg.nt  — c.nt 
-+-  o",096.ar. cos  lE.nt-h  2C.nt-^g.nt 
o", 089.x.  cosg.nt~~c'ni.nt 
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-ho'',o87  Jtrxos  \E.nt—g.nt 
-I-  o", 080.x.  cos  3g. nt  + cjU 
+ o",07  7 .X.  cos  ^E.nt  -*-g.nt  — 2C.nt 

— o'joGgx;.  cos  2E.nI  4-  c'm.nt  +g.nl 
o",o5 1 .X.  cos  2E.nI— cm.nl  -^-g.nl  4-  c.nt. 

Mouvement  horaire  de  la  parallaxe  rquainnale  de  la  Lune. 
—(4”, a 56.x  — o", 0004.x’)  sin  c.nt  4*  o", 049.x*.  cos  c.nt 

— i",i  74.x.î/rt  2E.1U  4-o",025.x*.coi  2E.nt 

— o",6-j0.x.sin  2E.nI  — c.nt  .^o",oo-]jc'.cos2E.nt  — c.nt 

— o", 468.x.  sin  2C.nt  4-  o“,o  1 1 .x*.  cos  2C.nt 

— o", 201.x. sin  2E.nl-^c.nt  sro" fio-^.x'.cos  2t.nt.4~c.nl 

— o”,o88.x. sin  2E.nI  — c’m.nt 

— o'', 043.x.  3c.nl 

— o”,o3 1 .X.  sin  ^E.nt  — ^ c.nl 

— o",o  28.x.  sin  2g.nl  — c.nt 

— o", 028.x. sin  2E.nI  — c'm.nt  — c.nt 
4-  o", 024.x.  sin2E.nI  4-  c'm.nt 

— o",02^.x.sin  2E.nt-4~  2C.nt 
— o",o  23.x.  sin  c.nl  4-  c'm.nt 

— o",o  2 2 .X.  sin  c.nt  — c’m.nt 
4 o'',o2o.x.  sin  E.nt 

— o"jO  1 3.x.  sin^E.nt  — 2C.nt 

— o",o  1 2.x.  sin  ^E.nt 

— o”,o  1 o.x.  sin  2E.nI  — c’m.nt  4-  c.nt 

— o",oo8.x.  sin  2 E.nt  4-  c'm.nt  — c.nt 
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S ««. 

Formules  de  la  Longitude,  de  la  Latitude,  et  de  la  Parallaxe  de  la 
Lune,  propres  au  calcul  des  éclipses  Lunaires  et  Solaires. 

’j'j.  Pour  faciliter  le  calcul  des  éclipses  de  Lune  ou  de  Soleil,  il 
convient  d’avoir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  pour  les  instans  de 
la  conionctiüii  et  de  l’opposition  moyenne;  c’est-à-dire  pour  les  in- 
stans correspondans  à E.nt  = o,  et  à £'.n/=i8o°.  Comme  ces  valeurs 
particulières  de  E.nl  donnent  lien  à une  réduction  importante  dans 
le  nombre  des  argumens,  nous  allons  donner,  ci-apres,  les  formules 
spéciales  relatives  à ces  deux  cas  particuliers.  Sur  quoi  il  faut  observer, 
que,  pour  plus  de  précision,  nous  avons  tenu  compte  de  la  totalité 
des  termes  qu’on  voit  dans  les  formules  primitives.  En  outre  on  doit 
être  averti , que  nous  supposons  les  argumens  formés  d’après  la 
règle  exposée  dans  la  page  783 , pareeque  les  signes  des  coeiEciens 
ont  été  changés  lorsque  la  partie  proportionnelle  au  temps  de  l’ar- 
gument était  négative- 


Digitized  by  Google 


748 


THÉORIE  DU  MOIVEMENT  DE  LA  LDNE 


Longitude  vraie  de  la  Lune. 


t Argument 

Coefficient  pour 
£.ni  = o 

Coefficient  ponr 

E .ntsz  1 Bo* 

1 sinc.nl 

18231^877 

-k- 

1 8198,075 

! sin  3C . ni 

537,794 

535,635 

sin  3c . ni 

26,720 

H- 

26,720 

sin  4c . nt 

-I- 

i,i3o 

-4- 

i,i3o 

sin  5c . nt 

-I- 

0,117 

-4- 

0,117 

sin  cm . nt 

-H 

841,926 

-4- 

876,358 

sin  2cm.nl 

— 

1 5,869 

— 

1 5,63 1 

sin  3c' m . nt 

— 

0,292 

— 

0,292 

sin^c'm.nt 

— 

o,oo3 

— 

o,oo3 

sin2n'.t-¥-  ai', 

— 

1,336 

— 

1,336 

sin  2g . nt 

— 

468,253 

— 

470,519 

sin^.nt 

-I- 

0,519 

0,519 

sinc.nt+c'm.nt 

— 

326,543 

— 

328,581 

sinc.nt — c'm.nt 

-+- 

191,260 

192,41 2 

sin  2g.nt-*-c.nt 

— 

46,254 

— 

46,254 

sin  2g. nt — c.nt 

— 

4o,388 

— 

4o,388 

sin  2C.nt-t- c'm.nt 

— 

16,274 

— 

i6,5o8 

sin  2c.nt— c'm.nt 

-I- 

1 1,387 

-4- 

11,731 

sing  .nt—J'.nt 

-1- 

10,1  î I 

-4- 

1 0,  I 1 1 

sin  2g.nt~-2f.nl 

— 

1 0,608 

— 

10,608 

sing.nt-^rf.nt 

-H 

0,343 

-4- 

0,343 
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Argument 

Coefficient  pour 
E.nt^o 

Coefficient  pour 
£.«t=i8o" 

sinc.nt+  ic'm.nt 

— 

8’G99 

8”699 

sin  c.nt  — 2c'm . nt 

4468 

4468 

sin  2C  .nt-i-  2c'm . nt 

— 

«4  12 

— 

0,4 12 

sin2c.nt  — 2c'm.nt 

o,o65 

-4- 

o,o65 

sinc.nt+Sc'm.nt 

— 

0,12  2 

— 

0,1 22 

sinc.nt  — 3c’/n.nt 

0,01 6 

-4- 

0,016 

sin3c.nt-hc'm.nt 

— 

0,693 

— 

0,693 

sin  3c  .ni  — dm , nt 

-t- 

o,5o5 

-4- 

o,5o5 

sin2g.nt-i-2C.nt 

— 

3,91a 

— 

3,912 

sin  2g.nt-2C.nt 

0,66^ 

-4- 

0,667 

sin2g.nt-i-3c.nt 

— 

0,339 

— 

0,339 

sin2g.nt  —3c  .nt 

— 

0,048 

— 

0,048 

sinag.nl-hc'ni.nt 

— 

1,736 

— 

1,64 1 

sin  2g  .nt — c'/iï . nt 

i,i3o 

-4- 

i,i6o 

sin  2g.  nt  +•  2cm . nt 

— 

0,080 

— 

0,080 

sin2g.nt  — 2c'm.nt 

-+• 

0,01 5 

-4- 

0,01 5 

sin  2g.nt-i-c.nt-i-  dm . nt 

-1- 

0,094 

-4- 

o>°94 

sin  2g. nt  — c.nt  — dm . nt 

— 

0,210 

— 

0,210 

sin  2g.nl—  c.nt -i-dm . nt 

0,224 

-4- 

0,224 

sin  2g .nt-i-c.nl  — dm . nt 

— 

0,1 5a 

— 

o,i5a 

sin^g.nl — c.nt 

•4- 

0,1 4o 

-H 

0,1 4o 

sin^g.nt-i-c.nt 

-4- 

0,093 

-4- 

0,093 

sin2nt — 2£ 

-4- 

0,201 

-4- 

0,201 
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Argamcnt 

CoeBBcicat  pour 
£»nt=o 

Coefficient  pour 
Æ.nts:  i8o*> 

sing.nt 

-4" 

* 794095 

— I 

7944’.'875 

sin3g.nl 

— 

00 

— 

8,64 1 

sin  3g . nt 

o,oo6 

4- 

0,006 

sing.nt-t-c.iil 

85  2,385 

4- 

862,628 

sing.nt  — c.nt 

— 

837,485 

% 

838,925 

sing.nt-^  “xc.nt 

46,755 

4- 

46,755 

sing.nt  — 2C.nt 

35,366 

-f- 

35,366 

sin  g .nt -i-c'm.nt 

— 

35,426 

— 

37,322 

sins.nl — c'm.nt 

-h' 

23,1  1 1 

4- 

25,067 

sing.nt-^c.  nt  -+-  c'm.nt 

— 

13,823 

— 

14,067 

sing.nt  — c . nt  — cm . nt 

4- 

1 3,1 35 

4- 

i3,235 

sing.nt  — c.nt-hcm.nt 

— 

9.464 

— 

9.464 

sing.nl-^-C.  ni — c'm . nt 

8,961 

4- 

9.095 

sin f.  nt 

— 

7,886 

— 

7,886 

sing  .nt  + 3c  .nt 

-h 

3,01 1 

4- 

3,01 1 

sing.nt  — 3c. nt 

CO 

4- 

1,587 

sin3g.nt-¥-c.nt 

— 

1,281 

— 

1,281 

sin3g.nt  — c.nt 

4- 

2,675 

4- 

2,676 

sin  g.  nt-h  3 c'm . nt 

— 

0,773 

— 

0,773 
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Argument 

Coefficient  pour 
E,ni=o 

CoefiBcient  pour 
E .nl=  180* 

sing.  nt  — icm . nt 

0:340 

4- 

o;34o 

sing.Jit-^ 

- 

0,818 

— 

0,818 

sing.nt — 2C.nt — c'm.nt 

— 

0 

00 

— 

0,248 

sing . nt-h2C . nt  — dm . nt 

-4- 

0,607 

4- 

0,607 

sing  .nt  — 2C.nt->r  dm . nt 

— 

0,309 

— 

0,309 

sing.nt-Tr^c.nt 

•4“ 

es 

0 

4- 

0,274 

; sing.nt  — ^c.nt 

■4- 

0,1 3o 

4- 

0,1 3o 

sing .nt-{-  c.nt-\-  2dm. nt 

— 

0,186 

— 

0,186 

sing.  nt — c .nt.  — 2cm.  nt 

— 

0,1 16 

— 

0,1 16 

sing.nt— c.nt-^  2dm. nt 

— 

0,100 

— 

0,100 

sing  .nt-^-c.nt  — 2cm . nt 

4- 

0,073 

4- 

0,073 

sin  Zg.nt-^  dm . nt 

— 

0,097 

— 

«,097 

sin  3g.nt  — dm . nt 

4- 

o,o35 

4- 

o,o35 

sin  ^g  ,nt-^2C . nt 

— 

0,1 21 

— 

0,121 

sin  3g.7it  — 2C.  nt 

-4" 

0,092 

4- 

0,092 

sin  g.nt-^  3dm . nt 

— 

0,019 

— 

0,019 

sin  g.nt  — 3dni . nt 

0,002 

4- 

0,002 
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Argumenl 

Coefficient  pour 
E.nt  = o 

Coeflicleiit 
£ . rif  = 

pour 

180* 

cos  c.nl  — ae'/n . nt 

■+•  ■ 

o”oo5 

o"oo5 

cos  2C .nt—c'm.nt 

-f- 

0,0()i 

0,092 

cos  2c.nt^</m.Tit 

— 

*o,o54 

— 

o,o54 

cos2g.nt-t-c'm.nt 

0,048 

-t- 

CO 

0 

cos  2g , nt—c'm.nt 

— 

0,020 

— 

0,031 

cos  3c . nt  -h  dm . nt 

— 

0,009 

— 

0,009 

cos  3c.  nt  — c'm .'nt 

0,009 

-t- 

0,009 

cos  2g. nt — c.nt — c'm.nt 

o,oo3 

o,oo3 

cos  2g. nt  — c.nt -i-dm . nt 

— 

0 

0' 

— 

0 

0 

1 cos  2g . nt -t- c . nt — dm.nt 

— 

0,003 

— 

0,002  I 

■ cos2g.nt  — c.nt-hdrn.nt 

0,001 

-4- 

0,001  1 

Pour  compléter  ces  formules , nous  les  avons  accompagnées  de 
celles  du  mouvement  horaire  qui  leur  correspondent  dans  le  cas  de 
£.nt=o,  c’est-à-dire  pour  les  éclipses  de  SoleiL 

Relativement  aux  éclipses  de  Lune  , il  n’y  a que  les  termes  affectés 
des  argumcns  E.nt,  iE.nt  qui  donnent  lieu  à un  changement  dans 
les  cocfTiciens.  Pour  ne  point  répéter  la  totalité  des  termes  qui  con- 
viennent au  cas  de  180°,  on  a marqué  par  un  astérisque  le 

petit  nombre  de  ceux  qui  doivent  être  substitués  aux  premiers. 
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Mouvtment  horaire  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
pour  E .nl=o 


I o3",  2 43  -X  — o",o\'].x')coso.nt 

-+•(4  2 JC — o*,o48.x’)  cos  c.nt 

— 6",  1 3 5 x’.  sin  c.nt 

-4-(  35", 684-*^ — o",Ol2.x')COS  2CMt 

— o",822.x*.  sin  2c.nt 

+( 

2", 69 1 JC  — 0", 00  2.x*)  cos  3c.nt 

— o",o68.x*.siVi  3c.nt 

-4- 

o'',i83.x.  cos  i^c.nt 

18", 382.x. cos  2g.nt 

— o",4  27.x’.  sin  2g.nt 

— 

8", 335.x.  cos  c'm.nt 

— 0",  1 2 0 .x\  sin  c'm.nt 

-f- 

o",3o5  JC.  cos  2c'm.nt 

— o",oo6.x\  sin  c'm.nt 

-( 

3'’,o48jc— o'',oo3.x*)  cos  2g.nt-H:.nt 

-+-o",io8.x’s/rt  2g.nt+c.nt 

— 

i",6o3.x.  cos  2g.nt  — c.nt 

o",o3o.,x’.  sin  2g.nt  — c.nt 

1 ",67  7 JC.  cos  c.nt  — c'm.nt 

— 0", 02 2.x’.  sin  2C.nt — c'm.nt 

— 

o",36o.x.  cos  c.nt -^c'm.nt 

+ 0", 043.x’.  sin  C.nt-*-  c'm.nt 

o'',34Gjc.  cos  2C.nl — c'm.nt 

— 0", 009.x’.  sin  2C.nt  — c'm.nt 

o",348.x.cos  2c.nt  c'm.nt 

— o",oo8jc’.s/n  2c.nt-t-c'm.iit 

0”, 368 JC.  cos  2C.nt — c'm.nt 

— 0", 009.x’.  sin  2c.nt — c'm.nt 

0",  1 23.x.  cos  c.nt-\- c'm.nt. 

9 

Pour  S.nCsxSoo  od  prendre  cc$  termes  à la 

place  des  termes  cotrespondans. 

■♦■(  98", 47 3.x— o",o  17 JC*) cos o.nf 

-»-(424",6 1 9 JC  — 0", 048.x*)  cos  c.nt 

— 6",i  igjc'. sinc.nt 

— 

g", 1 2-]. X.  cos  c'm.nt. 

— 0",  1 20.x’.  sin  c'm.nt 
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Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lune, 
pour  E.nt  = o 

* -+-(444''j770.ar  — o",o39-r’)coig.nt  sing.nt 

■+■  o''445jc.coi3g'.nf  -h  o", 01 5. x'.sin3g.nt 

* 

•4-(  46",68a«r— o",oai~r*)coig.n/-t-c./jt  — i”,o65x:'. sin3g.nt-i-c.nt 
o",5ig.x.cosg.nt  — c.nt  —o",i^g.x'Mn3g.nt  — c.rU 

-»-(  4”>5oo.x  — o'',oo3.x’)co#ÿ.B/4- — o",i5i.x‘.st>ig’.B4  + ac.nf 
•+■  o",g6ox;.cosg.nt  — 2C,nt  — o’’,ooi.x'.sing.nt-t-2c.nt 

•+■  o",3-]4-x.cosg.nt  + 3c.nt  — o",oi’]jc\  sing.nt -^3c.nt 

— o",%i3.x.cos3g.nt—c.nt 

— o",o8o^.  cos  3g. nt  c.nt 

— o",3 1 1 .X.  cosg.nt-¥-c'm.nt  + o",oo'].x'.sing.nt+o.c.nt 

■+■  o",3i^.x.cosg.nt  — c'mjit  — o",o\%.x'. sing.nt  — dm.nt 

— o",3  8 2 jr.  cosg.nt  -t-  c.nt  h-  c'mjit  •+•  o",oo6  jr*.  sin  g.nt-t-c.nt-^c'm.nl 

■+■  o”, 33  2.x.  cosg.nt -h  c.nt  — c'm.nt  —o”,ooQ.x'.sing.nt^cJit—c'm.nt 

— o",3']g.x.cosgjit—c.nt — c'mxit 

— o",23  i.x.cosy.nt 

* Polu-  £.n<si8o*  on  prendra  le  tenne  suirant. 

-H  (445",  2 1 6.x.  — o", 039.x*)  cosg.nt  — 5",o3g.x*.  sin  g. ni. 
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pour  E.nl  = o 


— 3",'j  ^G.x.  sin  c-  nt 

— o",^']Ç)x. sin  2c.nt 

— o",o43.or.  sin  3c.nt 
-I-  o",  1 1 2 .X.  sin  c’ni.nt 

— o”,o5  i .X.  sin  c.nt  cm.nt 

— o",o24~*'*  sin  c.nt — c'm.nt 

— o",Oïi.x.sin  2g.nl  — c.nt. 


-I-  o",o  2 coso.nt 
-4-  o",o63.x*.  cos  c.nt 
■+■  o",oi  ix'.  cos  c.nt 


tennes  demeurent  )c  mêmes  pour  les  éclipses  de  Lune. 


$ 12.  \ 

Remarque  sur  te  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  dépendante  de  la 
distance  angulaire  des  périgées  du  Soleil  et  de  la  Lune,  publié  dans 
la  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Teins  pour  Vannée  1824. 

78.  J’ai  fait  voir  dans  les  pag.  i49-i5i  du  second  Volume  l'inexa- 
ctitude du  procédé  suivi  par  Laplace  pour  développer  le  coefficient 
de  l’illégalité  Lunaire  ayant  pour  argument  2gv  — 2Cv.  Comme  le 
même  auteur  a entrepris  de  dévélopper  d’une  manière  analogue  les 
deu.r  premiers  termes  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour 
argument  Ev-^-c'mv  — cv , il  devient  important  de  ne  point  passer 
sous  silence  dans  cet  ouvrage,  que  le  second  terme  de  ce  coefficient 
trouvé  par  Laplace  est  fautif.  En  effetj  le  résultat  obtenu  par  Laplace 
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dans  la  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  i8a4 
se  réduit  à dire,  que  dans  l’expression  de  v en  fonction  du  temps 
on  doit  avoir  le  terme 

, (■)  (*)  W t") 

— 2 C,  j s/u(£’.nr+c’OT.7ir— c.«/) 

au  lieu  de  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  la  p.  583  de  ce  Volume. 
Sur  cela  j’observe  que,  en  négligeant  (comme  Laplace")  les  quantités 
de  l’ordre  ni’  qui  multiplient  tih',  il  suffit  de  prendre  (conformé- 

ment  a la  définition  des  coefficieus  A, , , A, , C,) 

(•)  ..  («1  (»)  ^ C") 

jâ  A 15  A 0 /-^  ^ 5 1 225  I 

^.=8''*;  C.  =3/h,  I — c = 


(Voyez  pages  846,  848,  845  du  troisième  volume,  et  pages  4*^^  > 
485  de  celui-ci). 

Donc  eu  substituant  ces  valeurs,  le  coefficient  àe  Lapîace  deviendra 


8 


Î3  ( . /4S  15  , 9 S 27\  I 25  75 

/ 75  \ 8"*"S  2~8/"*l  ~8  T'"’ 


de  sorte  (}ue  011  a ^ au  lieu  du  nombre  que  nous  avons  obtenu 
en  tenant  compte  de  la  totalité  des  termes  de  cet  ordre. 

Peu  importe  la  petitesse  de  la  différence  qu’il  y a entre  ces  deux 
quantités  réduites  en  nombres  : elle  suffit  pour  mettre  en  évidence 
le  vice  du  calcul  de  Laplace  ; c’est-à-dire  l’omission  de  quelques-unes 
des  combinaisons  qui  concourent  à la  formation  de  ce  second  terme. 

D’ailleurs , à l’égard  d’un  aussi  petit  coefficient , U comparaison  de 
la  théorie  avec  l’observation ,,  citée  à ce  sujet  par  Laplace,  devient 
un  faible  argument,  soit  en  faveur,  soit  contre  l’exactitude  du  résultat 
de  la  théorie. 


Tome  ï 
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THÉORIE  DU  MOUVEUENT  DE  LA  LUNE 


S i3. 


Des  mouvemens  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gravité. 

79.  Je  me  propose  de  rattacher  ici  la  théorie  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Lune,  due  à Lagrange,  avec  la  théorie  de  son  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  Terre. 

Désignons  par  T le  centre  de  la  Terre;  par  L celui  de  la  Lune; 
et  par  D le  premier  point  di /fries,  d’où  l’on  compte  les  longitudes 
suivant  l’ordres  des  signes  Tirons  par  le  point  T la  ligne  TF  perpen- 
diculaire à TD,  de  manière  que  FTD  soit  le  plan  de  l’écliptique  fixe. 

Cela  posé , imaginons  par  le  centre  L de  la  Lune  un  plan  parallèle 
à celui  de  l’écliptique  fixe;  et  tirons  dans  ce  plan  les  deux  lignes 
LD' , LF',  respectivement  parallèles  aux  lignes  TD , TF. 

Supposons  maintenant,  que  le  plan  de  l’équateur  lunaire  coupe 
suivant  la  \igae  H' LH''  le  plan  parallèle  à l’écliptique,  et  nommons  9 
l’inclinaison  de  ces  deux  plans.  Nous  regarderons  le  point  H comme 
le  noeud  ascendant,  elle  point  H"  comme  le  noeud  descendant  de  ce 
meme  équateur,  tandis  que  les  points  G,  G"  de  la  ligne  G"TG  tirée  par 
le  centre  de  la  Terre  dans  le  plan  de  l’écliptique  représentent  respe- 
ctivement les  noeuds  ascendant  et  descendant  de  l’orbite  de  la  Lune. 

Pour  mieux  fixer  les  idées,  nous  ferons  l’angle  HLU=<^,,  et  l’angle 
H"Liy de  sorte  que,  par  la  définition  même  de  ces  deux  an- 
gles, on  a l’équation  i/<=i8o° — <j>,:  ce  qui  revient  à compter  l'angle 
<l>  depuis  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  dans  le  sens  du 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune.  , • 

Désignons  par  (/f),  (B),  (C)  les  trois  axes  principaux  de  la  Lune 
menés  par  son  centre,  tandis  que  jd.  B,  C représentent  les  trois 
luomens  d’inertie  correspondans  à ces  noèms  axes;  c’est-à-dire  les 
trois  intégrales 


A = SdM(^y'-hz'')-,  B=Sd.M(x'‘-^z")i  C=SdM{x''-^yy, 
étendues  à la  masse  entière  de  la  Lune. 
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Remarquons,  avant  d’aller  plus  loin,  que,  par  équateur  lunaire, 
on  entend  ici  le  plan  de  la  section  qui  contient  les  axes  (A)  et  (B)  ; 
et  que  nous  regardons  l’axe  comme  celui,  qui,  conformément 
aux  observations,  demeure  toujours  dirigé,  à fort  peu-près,  vers  le 
centre  de  la  Terre. 

Nous  nommerons  9 l’angle  compris  entre  l'axe  (j4)  et  la  Kgne  LU" 
dirigée  vers  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire;  mais  nous 
compterons  cet  angle  depuis  le  point  H"  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Lune. 

80.  Les  trois  angles  0,  if>,  <p  étant  par  là  clairement  définis,  nous 
supposerons  (d’après  les  observations)  que  l’angle  $ demeure  toujours 
fort  petit,  et  qu’il  est  permis  de  faire  sin9=9,  cos9=i  dans  les 
formules  relatives  à la  théorie  du  mouvement  de  rotation.  De  sorte  que 
on  a (Voyez  p.  3ti  du  second  volume  de  la  Mécanique  Céleste); 


(iV) 


P—  Tt 

M d'iL 

q = 9-^.sm<f--^.cos<fi 
« , dô  • 


d$ 

rssntp  — çcoso; 
9 ^ = qsinif  + r cos  9 ; 


sin  9 -f-  /•  cos  9. 


En  examinant  les  trois  équations  ((î)  posées  dans  la  page  3o(>  du 
même  volume,  et  remarquant  que  les  quantités  0,  Z,  tf,  r, 

peuvent  être  considérées  comme  étant  chacune  dn  pre- 
mier ordre,  on  pourra,  en  négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre, 
réduire  ces  équations  à celles-ci,  savoir; 

\ir-X')sin2^^2XYcos2^\i 

(^)(J"e  + Z) \Yc0s7-Xsinf  } ; 
dr^(<^)pr,dt=^^‘{^)(y9  + Z)\Xcos.  + ¥smf\-, 
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ea  observant  qne  nous  employons,  au  lien  de  L,  la  lettre  M"  pour 
représenter  la  masse  de  la  Terre. 

81.  Les  trois  coordonnées  X,  Y,  Z du  centra  de  1a  Terre  sont 
rapportées  à des  axes  menés  par  le  centre  de  la  Lune,  de  manière 
que  l'axe  des  X coïncide  avec  la  ligne  des  noeuds  de  l’équateur 
lunaire,  et  l’axe  des  Y avec  une  perpendiculaire  à celle-ci  située  dans 
le  plan  parallèle  à l’écliptique:  il  est  évident  que  ces  coordonnées 
sont  égales  à celles  de  la  Lnne  vue  du  centre  de  la  Terre,  mais  prises 
avec  un  signe  contraire.  Ainsi  on  a,  d’après  nos  dénominations; 


«r  -I- i8o*)  _ Y 4 -*• _ 2 ■*  . 

r*=  Y*  t F*  t ■ Z'  = * " 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  précédentes , il 
viendra  ; 

Ida  3A/V  IB~A\  . f , s 

li  + {^)  ''P  = ( ^ ) «■«  (‘'  + 'I'  - f ) j * 4-  5 sm  (s. 


Nous  avons  les  valeurs  de  u,  v,  r,  exprimées  en  fonctions  du  temps: 
ainsi  la  question  est  réduite  à tirer  de  ces  équations , et  des  équa- 
tions désignées  plus  haut  par  (iV)  les  valeurs  des  six  quantités  p,  q, 
'■>  ?>  '('>  ® fonction  du  temps.  C’est  en  cela  que  consiste  le  pro- 
l)léme  considéré  en  général;  mais  plusieurs  circonstances  particulières 
en  facilitent  la  solution.  D’abord,  on  peut  réduire  à l’unité  le  facteur 

(i-»-ss)  ‘,  puisque  nous  avons  fait  la  convention  de  négliger  dans 
le  second  membre  des  équations  (Z)  les  quantités  du  troisième 
ordre.  Par  la  même  raison,  nous  pouvons  négliger  les  termes  pério- 
diques qui  entrent  dans  la  valeur  de  u'  et  prendre  m'  = ^;  ^ = 7t’. 
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On  sait,  d’après  les  observations,  que  l’arc  est  toujours 

peu  différent  de  — i8o*:  cette  circonstance  range  le  siniu  de  — y 
parmi  les  quantités  du  premier  ordre.  Donc,  en  suppriniant  dans  le 
second  membre  des  équations  (L)  les  quantités  du  troisième  ordre 
on  les  réduira  à celles-ci,  savoir; 

( I '‘‘C  ) 5 

(O p + (^)'7'  = °5 

( in  W =“  ^ ) • 

Telles  sont  les  équations  que  nous  allons  intégrer  pour  avoir  la 
première  approximation  ; mais  nous  reprendrons  les  équations  (Z,) 
pour  passer  de  là  à la  seconde.  Nous  supposerons,  que  les  valeurs 

A»  7t*  auraient  lieu  on  vertu  des  seules  circon- 

stances initiales  sont  nulles.  11  est  permis  d’avoir  des  doutes  sur 
cette  hypothèse;  mais  en  l’admettant,  voici  comment  on  détermine  les 
valeurs  de  p,  q,  r qui  sont  dues  uniquement  à l’action  de  la  Terre 
sur  le  sphéroïde  lunaire. 

82.  La  première  des  trois  équations  (L')  peut  être  intégrée  indé- 
pendamment des  deux  autres.  Pour  cela  remarquons,  que  la  longitude 
e de  la  Lune  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 


-*-  iHsin  II , 


en  représentant  par  iHsinll  la  totalité  des  termes  périodiques  qu’on 
voit  dans  les  pages  618-627  de  ce  volume:  et  que  la  première  des 
six  équations  (A*)  donne,  en  prenant  — 180*  — « pour  la  constante 
arbitraire  ajoutée  à l’intégration  , = y — | — 180°  — r,  pour  l’arc 
parcouru  par  la  rotation  de  la  Lune  pendant  le  temps  l.  Il  suit  de 
là  que 


— y-*-  i8o°  = n/ 


— J' ^ndl  —J pdl 


-»-  XII sin  n. 
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Donc  en  observant , que 

. \fpdt—nt  -t-flndt  | 

<<C* 2? 

on  pourra  mettre  la  première  des  équations  (JL')  sous  la  forme 

(A) = — |n*  jai/— 22^s/nllj , 

en  posant  pour  plus  de  simplicité; 

U = ^ pdt  —nt-¥- J' 

La  quantité  U étant  la  différence  des  moyens  mouvemeus  de  ro- 
tation et  de  révolution  de  la  Lune , on  peut  la  supposer  fort  petite , 
d’après  le  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  la  même  face  à 
très-peu-près.  D’un  antre  côté  la  quantité  ZAf«»n,  est  toujours  égale 
à un  petit  nombre  de  degrés  conformément  à sa  définition.  Donc  , 
en  venu  de  celte  double  circonstance  on  peut  remplacer  le  sinus  par 
l’arc  dans  le  second  membre  de  l’équation  (A).  Alors  elle  devient 
immédiatement  intégrable,  et  on  en  tire,  en  négligeant  le  coefficient 
différentiel 


U=Gsin 


HsinU 


• • Si 

11  suffirait  ici  de  mettre  pour  Çn  le  premier  terme  — £'“) 

de  son  expression  (Voyez  p.  4^5):  mais  il  est  plus  simple  de  sup- 
primer tout-à-fait  ce  terme , en  observant  qne  la  très-petite  quantité 
(”  — E"  donne  un  quotient  fort  petit,  même  en  la  divisant  par  o,ooo56, 
qui  est  la  valeur  probable  de 

Le  terme  multiplié  par  G,  qui  contient  les  deux  constantes  arbi- 
traires (t  et  X , est  celui  par  lequel  Lagrange  expliqua  le  premier, 
comment  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à-peu-près  la  même 
face  , sans  qu’on  soit  obligé  de  supposer,  que  la  vitesse  de  rotation 
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primitive  imprimée  à la  Lune  a été  exactement  égale  à sa  vitesse 
moyenne  de  révolution  autour  de  la  Terre. 

Il  suit  de  l.À  qu’on  a , 

U=fpdt  - nt  +/çndt  = - 3 2 > 

pour  l’expression  analytique  de  l’excès  du  mouvement  réel  de  rota- 
tion de  la  Lune  sur  son  moyen  mouvement  de  révolution  autour 
de  la  Terre,  abstraction  faite  du  terme  multiplié  par  G. 

Le  facteur  — , indique  la  modiGcation  que  chaque 

* i{S-A) 

terme  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  reçoit  en  se  transmettant  à 
son  mouvement  de  rotation  : mais  il  est  remarquable  que  l’équation 
séculaire  soit  précisément  la  même  pour  ces  deux  mouvemens. 

83.  Considérons  maintenant  la  seconde  et  la  troisième  des  équations 
(Z,')  après  y avoir  fait  p=sn:  ce  qui  revient  à négliger  des  termes 
tivs-petits , comme  cela  est  manifeste  par  l’expression  précédente  de  U. 
Quoique  s soit  une  fonction  explicite  du  temps  censée  connue,  le 
terme  multiplié  par  Osinj  qu’on  voit  dans  la  troisième  des  équations 
(L‘)  empêche  l’intégration  sous  cette  forme.  Mais  Lagrange  a remarqué 
le  premier  qu’on  pouvait  surmonter  cet  obstacle  par  une  transforma- 
tion fort  simple , analogue  à celle  qu’on  emploie  dans  la  théorie  des 
inégalités  séculaires  des  élémens  des  planètes,  qui  consiste  à faire 

x=0.sin<f , y=0.cosf. 

Eu  effet;  ces  équations  et  leurs  différentielles  étant  combinées  avec 
les  équations  (iV)  donnent; 

dx  (iy 

^ = r+py, 

Donc,  en  posant  p = n,  il  viendra 

- 

al  dC^  di  ^ dt  ^ al*  ^ ut  ^ 
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ce  qui  tniufonne  la  seconde  et  U troisième  des  équations  (Z.')  en 
eelles-ci  .* 


+”( — 5— (— )r=o; 


[*y 

<fx  / 


A 

B-^A—C 


Maintenant,  il  s’agit  d’intégrer  ces  deux  équations  linéaires,  lorsqu’on 
on  y fait  r = 2 As/rt(!t.n/-i-p).  Mais  nous  prendrons  pour  s le  seul 
tenue  du  premier  ordre  ysingv  (qui  comprend  la  partie  principale 
de  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à l’éclIptiquc 
vraie)  augmenté  des  termes  de  la  forme  Ksin(^a.nt-t-^)  qui  dé- 
terminent la  partie  de  s due  au  déplacement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique. 

En  supposant  s = o,  et  intégrant  ensuite  les  deux  équations  (Z") 
on  aurait  la  partie  de  x et  qui  coudent  les  quatre  constantes 
arbitraires  renfermées  dans  leurs  valeurs  complètes.  Mais,  pour  le 
moment,  nous  faisons  abstraction  de  cette  partie,  et  il  est  seulement 
question  de  savoir  quelle  est  l’expression  de  x et  ^ qui  répond  k un 
terme  quelconque  de  la  fonction  XK  sinÇa.nt-t-fi). 

Soit  As/n(a.nl-t-p)  ce  terme;  si  l’on  fait 

— x=QAs/n(5!.n/-*-^);  —y=QKcos(^a.nt  -t-?). 


ou  trouvera  aussitôt  que  les  équations  (Z")  seront  saüsfailes  en  prenant; 


Q'= 


<i{A*B  — C) 
A C' 


•Q, 


^ _ HA  — C)(,Aa'-t-B-C) 

a‘^{A-t-B—Cy+  ^Al,C  — A)-t-B{C  — B)  | —^{,C—A){C—B)—AB»*  > 

du  sorte  que  on  a; 

— x = XQK.sin(a.nt-i-^),  —y  = lQK.cos(^a,rU-t-p'), 


pourvu  que  les  coefficiens  Q et  Q"  correspondans  à un  argument 
donné  a.nl-i-^  soient  calculés  d’après  les  formules  précédentes- 
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RelativenieDt  aux  argumens  pour  lesquels  la  quantité  a est  peu 
différente  de  l’unité,  si  l’on  fait  on  aura,  en  négligeant  le 

carré  de  f,  et  les  produits  — 


0-= 

Q= 


A-*-B  - C*^fA 

HC—A\[A-t.B—0 
A\ifB-*-S(A—C)\  ■^.i[B—C)(A—C)' 


La  petitesse  du  produit  (5  — C)  {^A  — C)  permet  de  négliger  aussi 
cette  quantité  ; et  alors  on  a 


Q 


3[C—A) 

iJB-i{C—A)’ 


et  Q'=Q(i  —y);  ou  bien  Q'=Q,  puisqu’on  néglige  le  produit f{A—C). 

84.  Lorsque  la  quantité  y est,  par  sa  nature,  très-petite  relativement 
à la  quantité  ^ , on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  à Q= — 1 

la  dernière  expression  de  Q.  Cette  circonstance  ayant  lieu  à l’égard 
des  termes  de  s qui  dépendent  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique  (Voyez  p.  2i5  de  ce  volume),  il  est  clair,  que,  par  la 
réunion  des  deux  parties  de  s considérées  dans  cette  intégration , on  a 

- g • = ia  (gÜ  o~  li  c-i)  • «'«  g • ^ A sm  ( « ■ -h  P ) . 

Or , en  posant 

— 0,smç-t-2/(Ls/n(a.n<-*-^)  =— u.s/»9, , 

— S.cos<f  + S,Kcos(^a,nt  + ^')  = — u.cosy, , 

il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  regarder  a comme  l’inclinaison  de 
l’équateur  lunaire  par  rapport  à l’écliptique  mobile  , et  f,  comme  l’an- 
gle formé  par  l’intersection  de  ces  deux  plans  et  l’axe  désigné  par  (A"). 
Donc,  en  remplaçant  g.nt  par  sa  véritable  valeur  (Voyez  p.  724)» 
nous  aurons  ^ 

Tome  t 97 
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o.sin<f,  =—fti.sin^g{Ta— J'  ^nâi)-^rt  — ^^—J' ?n/*  j, 

u.coif,=— fiy.coi  |g-(7if— J' ’indt  | ; 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité 

H.C-A) 

La  valeur  de  tang^,  qu’on  obtient  par  la  division  de  ces  deux  équa- 
tions donne  ' 


<f,=  iSo’’-irg(^nt— J'  — fl,— J' S.Ttdl. 

D’un  autre  côté,  si  l’on  néglige  les  termes  périodiques  on  a,  d’après 
ce  qui  précède,  l’équation  U=o,  qui  donne 

f,=  i8o*-t-'f'-l-n<-t-t— j' ^ndl\ 

donc  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  7, , et  substituant  au  lieu  de 
sa  valeur  180“  — , il  viendra 

i8o*-t-6,-i-^ ^ .ndt  — (^g—  1)  Çndt)  , 

ce  qui  revient  à dire,  que  la  longitude  moyenne  du  noeud  ascendant 
de  l’équateur  lunaire  est  égale  à la  longitude  moyenne  du  noeud  de- 
scendant dé  l’orbite  de  la  Lune,  même  en  tenant  compte  de  sa  partie 
séculaire  représentée  par  l’intégrale  J'Q.ndt.  Ce  résultat  étant  con- 
forme à l’observation,  on  doit  rejeter  l’autre  valeur  de  ç,  qui  satisfait 
aussi  à l’égalité  des  deux  tangentes. 

De  là  nous  concluons  que  les  deux  équations  trouvées  plus  haut, 
donnent  a=ny  pour  l’expression  analytique  de  l'inclinaison  moyenne 
de  l’équateur  lunaire  par  rapport  à l’écliptique  vraie.  Sur  quoi  il  faut 
observer,  que  le  secoud  membre  de  celte  équation  doit  être  positif 
, aiiu  que  la  valeur  de  u soit  positive,  et  que,  conformement  à l’obser- 
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vatloD,  le  plan  parallèle  à l'écliptique  mené  par  le  centre  de  la  Lune 
soit  entre  le  plan  de  l’orbite  et  le  plan  de  l’équateur  lunaire,  de 
manière  que  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite. 

Si  le  noeud  ascendant  de  l’orbite  coïncidait  avec  le  noeud  ascen- 
dant de  l’équateur  lunairej  alors,  ce  dernier  plan  serait  entre  le  plan 
de  l’écliptique  et  le  plan  de  l’orbite.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
diflférence  des  deux  cas:  le  sens  du  mouvement  de  rotation  serait  le 
même  dans  l’un  comme  dans  l’autre. 

Les  conséquences  qu’on  vient  de  tirer  de  l’intégration  précédente 
sont  modifiées  par  les  termes  affectés  des  constantes  arbitraires  qui 
complètent  les  intégrales.  Mais  nous  renvoyons  au  Mémoire  de  La- 
grange (Voyez  page  294  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l’année  1780)  ceux  qui  désirent  de  plus  amples  détails  sur  ce  point. 

85.  Les  expressions  primitives  de  Q et  Q'  peuvent  être  mises 
sous  cette  forme; 

Q__S{A—C)  f^_Z(A—C){A-t-B  — C)x 

-p ; V—  23  ’ 

en  posant  pour  plus  de  simplicité  ; 

D=<x'\C{C-B)-‘^A'-i-%A{BArC)\ -ABa.'-^{C-A){C-B). 

Ou  voit  par  là , que  les  coelliciens  Q et  seront  aussi  de  l’orclie 
zéro,  lorsque  le  coefficient  a sera  d’une  petitesse  comparable  à B — A. 
Il  y a des  termes  de  cette  espèce  parmi  ceux  qui  composent 
l’expression  de  s ; mais , comme  ils  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
premier,  il  devient  nécessaire  d’employer  les  équations  (L)  pour 
obtenir  avec  justesse  les  termes  introduits  par  cette  seconde  approxi- 
mation dans  les  expressions  de  x et  y. 

86.  Pour  cela  , je  remarque  d’abord , que , en  faisant  dans  ces 
équations  ; 

~=zn',  — ?= — 180'— 47— XJÏSinn;  et  p=n—Çn  — ^, 

on  peut  les  écrire  ainsi  : 
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u-,wünr^\  ; 

. . Jîî^(£^)  ]s_»™(,-  U*lHsma)\sin{U-lHtM)i 


\s  — isin{^^U-*-lHsinn)\cM{U—J.UsinVi)-, 


3rt*  ( rt«  )•  I Â — C 

{i^ss) 


actuellement , si  l’on  supprime  les  termes  du  quatrième  ordre,  elles 
se  réduisent  à celles-ci  j 

!^=  £>n-  3n*  (^)  (fltt)’  ( U-  iHsin  n ) ; 

= 3n{^){au)\s-6sin,){U-lHsinny, 

^-t-n  7 = “ -9sw»?-t-5cos  î (C/— sin  n)  j . 


Par  le  même  motif,  on  peut  faire  au=i  dans  la  seconde  de  ces 
é<|uations  , et  au=  i-hecosc.nl  dans  la  troisième,  ce  qui  donne; 


(//■).. 


(C—B\ 
\ ^ ; 

tir  1 

IA  — C\ 

|,=-3»-C'ï')j' 

\ B ] 

Or,  en  examinant  les  différens  termes  qui  composent  l’expression 
de  la  latitude  de  la  Lune  (Voyez  pages  704-16)  on  voit,  que,  en 
négligeant  les  quaiitiiés  d’un  ordre  supérieur  au  second,  il  suffit 
de  prendre 


.s=-(sing.nt—ey  ^sin(jg.tU—c.nt')—sin(jg.nt-hc.nt)^-h^m-)sin(^'iE.nt — g-nt). 

La  substitution  de  cette  valeur  de  s dans  les  deux  équations  précé- 
dentes donne,  eu  négligeant  toujours  les  quantités  du  quatrième  ordre; 
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^ sing.nl  — 9 sin^")  (47— Zjff5*>»n)  j 


T singjit-i-^sin^g.nt — c.nt) 

B )7=3n  ( ÿ ')^-i-^eysin(g.nt-i-c.nt')-*-^mysin(2E.nt — g-nt) 
— 6 s//»p  ( I •+•  3e  COJ  c.«f)  6 COJ  ? ( 47  — XHsin  n ) 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  qu’on  a 


‘‘1 

rfy 

rfr 

dr  d‘x 

rf<~  rfi* 

dl> 

^ ^ "rfï* 

dz 

^ — 

HT 

-ny. 

'l=—di 

Donc  en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 


rfy  . {J*B—C\dje  . WC—B\ 

\—)r= 

3n  I X — 7J/ng.nt|(47— 2/4f/nn); 

d’x  /A.*-B—C\  <fy  . iJ(C  — A\ 

(7  sing.nt-*-^^  sin  ( g. ni  — c.n/  ) -»- 1 cy  sin  (grf»<  + c.«/) 


^ w/  sin  {^L.nt — g.nt)  — 3are  coj  c.nt  -t-y  {U—lU  sin\î)\ 


Dans  le  second  membre  de  ces  équations  on  peut  substituer  pour 
•T,  y leurs  valeurs  fournies  par  la  première  approximation;  c’est-à-dire 
(Voyez  p.  76G) 

j:  = — ynsing.nl  ; y=s—yHCOS g.nt. 

En  outre,  il  suffit  de  prendre  pour  U—2,Hsin^  le  seul  terme  du 
premier  ordre  — ze  sin  c.nt  (V^oyer  page  574)-  Alors  on  obtient; 
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-+-/x)c7  ^cosÇg.rit — c.Ti/)  — cos{g.nt’^cjit)^  j 


<i*x  /A-*-  B—C\dy  / */C — A\ 

r-)s-^4n  (— )*= 

3 

■/  5/w  g.nf  -H  g /717  5m  {7.E.nl  — g-fit) 

■4-  ( I + fji)  Y 1 5m  ( g.nt  — c./i/)  ■+•  5 sin  {g.nt  ■+•  c.nt)  | 

Maintenant , si  l’on  considère  seulement  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment g.nt  — c.nt  f il  est  clair  que  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  y sont  de  la  forme 

ar=iW(i  -hii)eysin(jg.nt  — c.?ity,  y=iN{i  -¥•  [i)e^i  cos  {g.nt— c,nt). 

En  substituant  ces  valeurs  on  obtient  pour  déterminer  les  coeûlciens 
M ex  N ces  deux  équations; 


N{jg-c)  H-  ^ j 4 (^)  - fe-  «)■  ! =1  (^) . 

lesquelles  donnent  ; 


(g— c)»  {A-*-B-CY^ 
AB 


En  retenant  seulement  la  partie  principale  de  ces  coefiiciens  on  aurait; 
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M— 3(C— B) 


3(C— 


•»(g-c)(^  + B— C)> 


et  par  conséquent 


^ = ■Ci^c)(A^S^c-  ■*n»n{g.ju-c.nt)i 
y = >{glcHJ^7-C)  ■ ^ {g-nt-CMt). 


Ce  résultat  est  d’accord  avec  celui  que  Laplace  a publié  dans  le 
cinquième  volume  de  sa  Mécanique  Céleste  (Voyez  page  386),  en 
observant,  que  rien  n’empêche  ici  de  remplacer  le  facteur  — C 
par  A,  ou  par  B (”). 

87.  D’après  nos  dénominations , la  longitude  moyenne  du  noeud 
ascendant  de  l’orbite  est  exprimée  par 


6,  — (^g—i){nt—J' !;ndt)-^rj' 'indt, 

et  celle  du  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  est  égale  à — ij/ , 
lorsqu’on  veut  la  compter , comme  la  première , suivant  l’ordre  des 
signes.  Donc,  en  nommant  û l’angle  au  centre  de  la  Lune  formé 
par  les  lignes  tirées  à ces  deux  noeuds  , on  a 

0 = — f — 0^-h(g — i){nt~J'  t^ndi)~J' indl. 

Mais  on  a vu  plus  haut,  que,  en  négligeant  dans  l’expression  de  U 
les  termes  périodiques,  on  a l'équation 


C)  Le  terme  de  l’expression  de  j'  diffère  un  peu  de  celui  qu’on  voit  dans  1a  page  aa3  de  la  Conn* 
des  Tems  pour  Tancée  i8it;  pareeque  M/  Poisson  a pris,  dans  la  valeur  de  x,  — > i >4- 4 
il  la  place  de  — i pour  le  coeflicieDi  da  terme  eysin{g  ,nt—c  .nt):  mais  nous  avons 
négligé  la  quantité  du  second  ordre  dcsignce  par  k pour  nous  conformer  aux  principes 
de  la  méthode  des  approximatioDS  successives.  D’ailleoi's  la  véritable  valeur  de  A qu’il 
faudrait  employer  dans  le  cas  actuel  où  le  temps  t (et  non  la  longitude  v de  la  Lune) 

c«t  la  variable  indépendante,  serait  etc.  (Voyez 

pages  ço5  et  497  volume). 
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U=s^—<i — i8o*—  i-nt-¥‘J' ïmûsso; 

partant , 

A=  i8o*— p— ^ lndt)—J' 9ndt  j 

ou  bien  n=i8o* — 9+g^nr;  en  écrivant  seulement  gnt  h la  place  de 
— 5, — ^ iindt , suivant  notre  coutume. 

Les  expressions  précédentes  de  x,  y,  donnent,  en  retenant  seu- 
lement les  deux  argumens  gnt , gnt — cnt } 

(i)  . . itsinif  = — y;ising.nt-i-M(^i-t-ix)eysin(jg.nt — c.n/), 

(a)  . . acos<f——mcosgJit-i-N(i-t-ii)e-/cos(jg.nt—c.rU). 

De  U on  conclut  aisément  ces  trois  équations  ; 

asin(jf — = jC‘V — N)sin{ifja — CJU) — A')»inf./u;j  J 


uCOs(ip — g.nf)=  — 7.U.—  j(.V — A'Jco»{ig.iU  — CJI/)  — (M+iV)t0Jfju)j  ; 

tang C? - 1 8o'- g.nt)  = (' , 

îü  — (i  + m)  A'jcojcjV  — {.W — ff)cos(igjU — c.n»)| 


Maintenant , pour  tirer  de  la  dernière  de  ces  équations  la  valeur  de 
l’arc  9 — i8o* — g-nt,  on  fera,  comme  Lagrange-, 


9 — i8o” — g.nt=-^d^\jQg_ 


I y/ — I tang  (y  — i8o*-— g jtf  ) 

I — itto* — gja)  ^ 


ce  qui  fournit  l’équation 


9—  i8o“— g.ntssjj^Log.ji 


an 


e(i  n-n)(A/-t-iV), 
an 


c.nf  1f.i 


c(t  •4~fi){M-—N) 


(aff— c)nlT 
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X désigaaut  la  base  des  logarithmes  hyperboliques.  Cela  posé,  si  Ton 
développe  ces 'deux  logarithmes  on  aura,  en  retenant  seulement  les 
deux  premiers  termes  j 

(3)  — ft  = y — 1 80“  — ^ I ( ■+■  N)sinc.nt  — (.V — N}siii  {ig.nt  — c.«<)|  . 

« 

Eu  ajoutant  les  carrés  des  équations  (1)  et  (2)  on  en  tirera,  en 
supprimant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  de  d/  et  IV -, 

(4)  • • o — yfJ.  — I ( iV)  cos  c.nt — (iW — N)  cos [-xg.nl — c.n/)|  . 


En  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  approchées  de  d/,  N 
trouvées  plus  haut , il  viendra  j 


(5)  , . = - 

(6)  . . o=7.u- 


3e[  I -4-m)  j 

/c- 

(g  — c)  1 

\ XÜ 

(C-. 

1 

Cl 

\ ’^D 

c-n\  . , '/c—A 

c—n\  , /c—A 


88.  Ces  memes  formules  donnent  aisément  l’angle  formé  par  l’axe 
instantané  de  rotation,  et  le  troisième  axe  principal  (fj)  : en  désignant 

cet  angle  par  on  sait  que  son  sinus  est  exprimé  par 

mais  on  peut  ici,  faire  /;  = » et  négliger  la  puissance  | de  ? 

ainsi  que  la  diflerence  entre  l’arc  et  le  sinus.  Alors,  on  a 


d’où  l’on  tire , en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  des  coeffi- 
ciens  df  et  TVj 

(7) . . = (^- 1 ) j iV-i- (d/-iV)  (g  - c)  j cos  C.7lf 

— '*  I M—  iV-H  (df -4- iV) (g — c) I cof  ( 2g. nt — c.nf). 

98 
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89.  11  est  facile  de  tirer  des  formules  précédentes  la  longitude  et  la 
latitude  sélénocentrique  d’un  point  donné  sur  la  surface  de  la  Louie. 
Soient  x",  y" , z"  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes 
principaux;  et  x',  y,  z'  les  coordonnées  du  même  point,  par  rapport 
aux  axes  menés  par  le  centre  de  la  Lune  parallèlement  à ceux  qui 
déterminent  son  mouvement  autour  de  la  Terre. 

Puisqu’on  néglige  ici  le  carré  de  l’angle  désigné  par  fl , les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées  donneront  (Voyez 
page  73  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste) 

!x'=x"cos(y  — Ç<) — y"sin(^f  — f)-i-z".  Cs/ni  , 

y —x" sin  — , 

z'  = z"  — 5 {^y"  cos  P -h  x"  sm  ç ). 

D'un  autre  côté  nous  avons 

x"  = Jî  cos  /.  cos  zr,  y"  = R cos  X sin  a , z"  = R sin  X , 
x'  =Rcos\cosU,  y R cos sinll , z'=RsinA, 

pour  les  coordonnées  polaires  du  point  considéré  sur  la  surface  de 
la  Lune  ; R étant  son  rayon  vecteur  mené  par  le  centre  de  la  Lune  ; 
X et  cr  sa  latitude  et  sa  longitude  sélénograpliiquc;  A et  n sa  latitude 
et  sa  longitude  sélénocentrique.  Donc  , en  substituant  ces  valeurs  , 
il  viendra 

coî  A cos  n = cos  ).  cos  ( ç — -t-  O ) -+•  5 . s/n  X s/rtif  ; 
cos  sin  n = cos  ).  s/n  ( ç — -t-  o ) -t-  fl  ,'sin  /.  t os  f ; 
sin  A =:  siji  X — fl . cos  Xsin  ( (p  4-  o ). 

L.t  dernière  do  ces  trois  équations  peut  être  mise  sous  la  forme 
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a sin  J (A — X)  C05  J (a  -H  X) = — fl . cos  X sin  (?  + o) } 

ainsi,  il  est  évident  qn’on  a,  A — X =— fl.»R(f>  + o),  lorsqu’on  néglige 
le  carré  de  fl. 

Les  deux  premières  des  mêmes  équa^ons  donnent  ; 

tane  j n — (o — ! as  — ^ 

^ ( \*  * /}  COS  6 .stnXsiu{f 

Donc  en  négligeant  le  carré  de  fl , on  obtient 

n = f — i// + w -t- fl . /a/ig  X cof  ( f + O ) . 

Mais  nous  avons 

t/’=9  — l/l  — i8o“ — t — n/-H  J' Çndt-, 


partant,  si  l’on  change  fl  en  u (ce  qui  est  permis  sans  erreur  sen> 
sible)  il  viendra 

AasX — ti.sin 

n=*r-I*  i8o’-^t-*-nt—y'i/uii-t-U'-*-».titng}.cos(^-*‘d)  ; 


ou  bien,  à cause  de  x = osinf , yzsacosf  •, 


(8) 


1A=X  —xcosrs—ysinv  ; 

n=ïCT-i-  i8o°-4-(«r-»-i  —J' ^nd£)-^  U ■¥tang\(^ycoSTi—xsinzs'). 


En  retenant  dans  l’expression  de  U les  deux  principaux  termes  pé- 
riodiques seulement,  ce  qui  revient  à prendre  (Voyez  pages  ^63  , 
619,  618). 

* /U 1 666’' ,644 a*64>”i6î6. J*ne.n« j 

on  aura,  après  avoir  substitué  les  valeurs  précédentes  de  sc,y; 
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IA  = >.  -I-  Yft . sm  ( -I-  ST  ) 

_ry(^ j ^c.nl-h^)-{N~M)sin(g.nt-c.nt-^) { ; 
n=a-i-iSo‘-*-(nt-hi—J^  i;ndt)  — yiJ..tangy.cos(g.7U-t-a) 

^.f^) tang\{NA- M)cos{g.nt-c.nt-^r^) 

^ ( n-^)  tang'i.  {N—  M)  cos  {g.nt—c.nt  — tr) 

Pour  niduire  eu  nombres  ces  dernières  formules,  nous  prendrons 
(Voyez  pages  i6  et  606) 

3(^Î^)=o,ooiG9I7;  3(^)  = o,ooi79i  i;  3 (^=^)  = 0,000099.3; 

g— I =0,00402159;  1 — c = o,oo845oo5. 

De  là  on  lire  (Voyez  pages  7G6,  771  et  585) 

= i1/=,-^g=o,oo79G2i;  N=,^^=^o,o-}iSoà , 

4- A^^=  0,079760 ; N — iV=o,o6384i  ; Yft=  i".28'.4*")f> j 


et  par  conséquent; 

'•  A =).  -I-  ( 1°.  2 8'.  4 * "?  ®) 

l — 52'',2  7s//j(g.n<—  c.n<-i-®)-t-4‘*j84s»«(g''”^— c.ni  — w); 
(iü)/n=®-»-!8o'’-H(«t-4-ï— y* iSg"  ,'jS  sinc'm.nt 

I — 39",2i  sinc.n/  — (i”.28'.4«"»6)/a7ig).cos(g^.nt-l-B) 

[ -*-lang/i\52",2jcos(g.nt  — c.rit  + o)-t-4i",84cos(g.nt — c.nt—  b)1. 
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On  ne  doit ‘pas  perdre  de  vue,  que  la  longitude  sélënograpliique 
est  censée  comptée  depuis  l’axe  dirigé  vers  la  'l'crre  dans  le  sens 
du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune. 

90.  L’observation  des  taches  de  la  Lune  fournit  directement  les 
valeurs  de  A et  H,  à l’aide  dus  latitudes  et  des  longitudes  géocen- 
triques , en  supposant  connu  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  Les 
équations  qui  lient  ces  différentes  cootdonnées  sont  faciles  à former. 
En  effet;  soient  a,  ji',  la  latitude  et  la  longitude  géocentriquc  d’un 
point  pris  sur  la  surface  de  la  Lune,  et  0'  sa  distance  au  centre 
de  la  Terre:  si  l’on  représente  par  a,  p,  p ce  que  deviennent  ces 
coordonnées  par  rapport  au  centre  de  la  Lune,  il  est  clair  qu’on  a 
ces  équations  ; 

!p'.  cos  a!  cos^'  — P . cos  a cos  fi=x'  = J{.  cos  -V  cos  n , 
p'.  cos  «'  sin  [i'  — p ■ cos  a sin  (i  =y  = R . cos  A sin  FI  , 
p’.  sin  a — p . sin  u.  = z'=iR.  sin  A. 

Actuellement  si  l’on  désigne  par  p',  , , (3’,  ce  que  deviennent, 

respectivement,  les  trois  quantités  p',  a,  p',  lorsqu’on  les  observe 
d’un  point  pris  sur  la  surface  de  la  Terre  , dont  R'  soit  la  distance  à 
son  centre  et  A',  U'  la  latitude  et  la  longitude  de  son  zénith,  on  aura 

1p'  cos  a cos  = p',  cos  a\  cos  Çi',  -1-  /f  cos  A'  cos  II' , 
p'  ens  a sinfi'  = p',  cos  a\  sin  ,S',  -i-  R cos  A'  sin  n' , 
p'  sin  «'=[>’,  sin  a\  -t-  R sin  A’. 

Cela  posé,  je  regarde,  pour  plus  de  généralité,  la  figure  delà  surface 
de  la  Lune  comme  ellipiitjue  ; de  manière  que  son  équation  rapportée 
;\  ses  axes  principaux  soit , 

a*"»  y’*  Z*'* 

{Bÿ  {UT‘  ~ *■ 

Maintenant,  pour  rapporter  cette  équation  aux  coordonnées  x',  y,  ’z’, 
je  remarque  , que  les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées 
donnent 
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x"=  x'  COS  (9  — <ji)  -hy  sin  (jf  — 'f)—  6 siriŸi 

y = — x'  sin  (9  — -hy  cos  (9  — ifi)  — z',  0 cos  f } 
z'=  / -+-  $Çx'sin<li-l-ycos<j>). 

(Voyez  page  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

11  suit  de  là,  et  des  équations  (y')  et  {/"'),  que 

xf  = p'.  J cos  coi  (9  — ^ — P',)  — ô . s m 9 f m I 
— P \cosa  cos(jf — ) — ô.sinfsina  | 

-H/f  jcos  A'cos(9—  <I> — n')-.ô.si'n9smA'  I; 

y = - p',  1 cos  sin(<f—<ji — P',)  9 . cos  9 s»/t  | 

P Jcosa  sm(9— ^ — P )-h9.C0S9SI««  } 

—if  jcosA's/n(9  — 1/-  — n')-t-9.cos9smA'  |; 

z"  = p',|sm«',-»-fi.cosa'.s»rt(if  + p',)l 
, — P |sm«  -»*9.oasa  sin(<l>-hp  )j 

-*-Jf  |smA'+9.cosA'sm(';/-4-Il')|. 

Donc  en  écrivant , pour  plus  de  simplicité  ; 

= /'«-G'p'.+Cp-A'iî'}  *'*rp’.-fp^-A"’/rj 

et  nommant  A,  A',  A"  les  angles  sous  lesquels  on  verrait  du  centre 
de  la  Terre  les  trois  axes  {^À) , (B) , (C) , on  aura 

(.^)=p.si>iA  ; (5)=p.xô»A’;  (C)=p .sini!' •, 

ce  qui  change  l’équation  de  la  surface  de  la  Lune  en  celle-ci; 

» 1 (ff'i  — ff+Aunn")*  (C'ï-C-t-A'wnn'')*  (F'*  — 

• •}'= •* ' î 

où  l’on  a fait  /?  = p.smn",  p'.scp.t. 
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Ainsi,  on  aura  par  cette  équation  la  valeur  de  j>',,  lorsque  celles  de 
P , A , a',  à!'  seront  connues.  On  suppose  taciteniunt , que  la  valeur 
de  f— a été  calculée  à l’aide  de  l’équation 

f — = i8o'-*-(n<-t-ï— j' XndC)-\-U  ; 

et  que  les  valeurs  de  Ssin9,  9 cos  9 ont  été  calculées  à l’aide  des 
équatious  (1)  et  (2)  trouvées  dans  la  page  772’ 

Cela  posé  , les  équations  (y')  et  {/"')  donneront  les  valeurs  de  A 
et  n , puisqu’on  en  tire  ; 


_ X .eo5«t', /Ml  ff^^cosAsinB’*’sinïV' CO!  sinV\* 

X co/ftcoi  sinrï*cos  A' coi II' ^ 

^ cos  n I X . /I  n <t', . — sin  « *<-  sin  H"  sin  AM 

”0  » . cos  cos  ff, — cot  teos B -t-  sin  n"  COI  h! cos  il'  ' 


11  est  facile  d’éliminer  de  ces  expressions  les  quantités  A'  et  n'.  En 
effet,  si  nous  nommons  L la  latitude  géographique  du  lieu  de  l’oh- 
servation;  S'  le  temps  sidéral,  et  0 l’obliquité  de  l’écliptique,  on 
a,  comme  on  sait,  ces  trois  équations 

Icos  A'  sin  n’  = sin  a sin  L’-^-cos  a'  cos  L’ sin  5' j 
cos  A'  cas  a'  *=  cos  L cos  S'  ; 

sin  A'  =:  cos  a'  sin  II  — sin  a'  cos  L' sin  S. 

On  peut  donc  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (12)  et  écrire 
ainsi  les  coefficiens  de  R qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
de  x",  y,  z"\  savoir 

A’  =cos  (9  — ij>)  cos  L'cosS + sin  (9  — iji)  | sin  a’  sin  L cos  a'  cos  L' sin  S' } 

— 0 . sin  9 1 cos  a'  sin  11 — sin  a’  cos  L' sin  S j ; 

K!=sin(^—<f)cos  L'cosS'  — cos(f  — ii)\sin  a'  sinL'  -t-cosa  cos  L' sin  S'  ] 

-+-  9 . cos  9 I cot  a'  sin  11 — sin  a'  cos  11  sin  S'  ( > 
K'’=cos<àsinL'^sino'cosL'sinS-¥‘COsL'cosS\6MnifCOs(^—<f)—Oxos<isin (?-  i)  I 
-t- cos  (9  — f ) . 9 . cos  9 (sin  a'  sin  L'  cos  a'  cos  L' sin  S') 

-4-  sin  (9  — f ) . 9 . sin  9 (sin  u sin  L'  •+■  cos  si  cos  L' sin  S). 


é 
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91.  L’cquaiion  (11)  se  simplifie  considérablement,  lorsqu’on  sup- 
pose la  figure  de  la  Lune  sphérique;  c'est-à-dire  à=a'=a".  Alors, 
en  développant  les  différens  termes  qui  composent  cette  équation  , 
on  trouve  égale  à zéro  la  partie  multipliée  par  la  première  puissance 
<le  $ : et  comme  on  néglige  dans  celte  analyse  le  carré  de  $ , il  en 
résulte  , que  l'iiypoihèse  de  la  figure  sphérique  réduit  l’équation  (11) 
à celle-ci  ; 


(i4)  . • o = z’—  2z(cosÿ — s;nri’cos5")-*-cos'iV-+-«/»*n''—  ismn’'coj5"'; 
où  l’on  a fait , pour  plus  de  simplicité  ; 

Îcos  5'  = sin  a\  sin  a -t-cos  a',  cos  a . cos  (|5',  — P ) ; 
cos  i"=  sin  a,  sin  A'  cos  a',  cos  A' . cos  — n')  ; 
cos'J"=sin  X sin X' -t-cos  a cos  X'. cos  — II'). 

Maintenant,  si  l’on  fait  z=i — on  trouvera,  en  résolvant  l’équa- 
tion (i4j  par  rapport  à 


S = 2sin'.  t-+-s/w  nVosS" — 

3 


{^isin'^-t-sin  n’’cos  — s/>*’Il"-t-s/>j*  a) 


— ^^sin'~  — J sinTS!'  (cosù" — cos(T) 

sin'  A — sin'  n"  sin'  5''—  sin'  9 


d’où  l’on  lire 

(16)  . . .r=i  — ï.sin'X — 5/nn"cos5"- 


•asm  n"  ( cos  9" — cos  9.  cos  9'  ) 


Le  système  des  é<[uaiions  (i  2),  (i3),  (i  5) , (16)  offre  donc  le  moyen 
de  calculer  les  valeurs  de  A et  n par  l’observation  des  taches  de  la 
Lune.  Ensuite,  la  comparaison  de  ces  valeurs,  avec  celles  données 
par  les  équations  (g),  fournira  un  système  d’équatious  de  condition 
propre  à déterminer  les  quatre  constantes  X,  u,  . 

92.  On  pourrait  envisager  celte  recherche  sous  un  autre  point  de 
vue  fondé  sur  celte  remarque.  Les  équations  (y)  posées  dans  la 
page  774 J donnent 
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x'  sin<^  -^y  cos  f = x"  sin  ÿ 7 -+-  s"S. 

Donc , en  négligeant  le  carré  de  9 , la  troisième  des  mêmes  équa- 
tions (_/)  donne 


2' = z"  — X.  0 sin  <ji  — y.  0 ços 


Mais  nous  avons  z’'^Rsin\^|>.sin^sin'k , et  les  équations  , (_/") 
donnent 

^=p-Q!i  y=p-Q“;  ^=p-Q"i 

en  posant , pour  pitis  de  simplicité  , 


(•7)-  • 
donc  on  a 


Q'  = Z . cof  a',  cos  P', — cos  a , cos  p -I-  sin  II",  cos  A',  cos  n'  j 
Q"= Z . cos  »,  sin  p',  — cos  » . sin  |3  -+-  sin  n".  cos  A',  sin  n'  j 
(y=z  .sin»',  — sinx-+-  sin  n".  sin  A'  : 


(18) s//»Asin).=:Q'.5sm'É-+-Q".9cos'|i-t-Q". 

Maintenant , il  faut  observer  , que  , 

0sin<li  = 6sin\f  — (7  — 1^)  t = ® ^i^ 7 . coî (7  — ÿ)  — 9 cos 7 . sin (jf  — 'f)  , 
9coî'^  = 9cost?  — (?  — t)l=9cos7.coï(7 — ‘-f^  + Ssin  7. ««(7 — <f)  , 
Ÿ — i'=  \8o°-h(nl-^t— yindt)+U, 


et  que  par  conséquent  nous  avons,  en  négligeant  le  carré  de  U ; 

Osinifi=:  $cosif.sin(nt-i-i—^^dt)  —9sinŸ-cos(nt-*-s—^Çndt) 

-^^U^OcoS!f.cos(nt^^-t—^t;ndt)-^-Ssin^.sin(nt-^•t— j 

6cos^!s—9cosif.cos(^iit’t-t~-^Çndt) — 9sin<f.sin(nl-i-t—J\ndt') 

■^U\9cos^.sin(nt’¥t—J\ndC)-^9sin<t.cos{nt’^t—J'^idC)Y 
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£n  écrivant  a au  lieu  de  9 dans  le  second  inembre  de  ces  équa- 
tions, et  éliminant  ensuite  asinf,  acosç,  à l’aide  des  équations  (1) 
et  (3) , on  trouvera , en  négligeant  les  termes  multipHés  par  UM  ou 
par  UN  ; 

5 sin  sin  {g.nt  — nt)—yiiU.  cos  (g. ni — ni) 

•+■  I (iV— M)  sin  {g.nt  — c.nt  «l)  -h  (iV-t-M)  sin  {g. ni  — c.nl  —ni)  J ; 

Ccos^=yii.cos(g.nl  — nt)-t-yn  U. sin(g.nl  — nt) 

^ç]Y_jij'^f;os(g.nl—c.nl-i-nt)-i-(^N+M)  cos  (g.nt— c.nt  — ni  ^j. 

Cela  posé,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (18),  on  aura; 

Isin  A sin  >.  — Q”'  = 

I (Q'-l-  U Q')  sin  (g.nt  — ni)  -+-  (Q’’ — UQ[)  cos  (g.nt  — ni)  j 

j Q»  (g.nt — c.nt  -t-  ni)  — Q'  cos  (g.nt  -c.nt-*-  ni)  j 

j (g-ni  — c.nt  — ni) — Q'cos(g.nt — c.nt—  «<)|. 

Celle  équation  a l’avantage  de  renfermer  seulement  les  trois  incon- 
nues À,  fl,  après  qu’on  y a remplacé  U,  M,  N par  leurs 

valeurs.  Mais  il  vaudra  mieux  l’employer  en  y supprimant  d’abord  les 
termes  multipliés  par  U’,  ce  qui  la  réduit  .à 

(20)  . . sin  à sin).—  Q"-i-  yfi  [ Q'  sin  (g.nt  — 7it)-hQ'  cos  (g.nt  — ni)  1 • 

q3.  Si  l’on  veut  compléter  les  formules  précédentes  par  l’addition 
des  termes , qui  renferment  les  quatre  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  valeurs  Ae  x , y , il  faudra  reprendre  les  équations  (L") 
posées  dans  la  page  764,  et  les  intégrer  apres  y avoir  fait  s = o. 
Cette  intégration  étant  exécutée  par  la  méthode  de  Lagrange  (Voyez 
pages  284,  285,  et  291  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
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l’année  1780)  donne  / en  négligeant  les  quantités  Je  l’ordre  du  carré 
ou  du  produit  de  et  } 

X = M' sin  (ni  -4- p’nt  M’'sin  (j>"nt  -k-f"  ) ; 

y—M'  cos  (lit  p’îît  p"  M"  cos  {p"nt  -yf"  ) ; 

où  M\  désignent  quatre  constantes  arbitraires,  et 


Ces  valeurs  de  ar , ^ donnent , en  négligeant  les  termes  multipliés 
par  U ; 

Qsîri'if^  — M’  sin{p’nt-^f')  <, 

M"  j (p*—  sin  {nt  -+-  p"ni  -+-/")  (//"-♦-  sin  {nt — fut  —f")  | ; 

û cos  M' cos  {p'nt  ->r-f'  ) 

— M"  I {p"—  I)  cos  {lit  -4-  p"nt  -4- /")  + I)  00s  (nt  --p'nt  —f")  | . 

Les  formules  (8)  (Voyez  page  775)  démontrent,  que  ces  mêmes  va- 
leurs de  X J y introduisent  dans  la  valeur  de  A les  termes 

— M’  sin(nt-hp'nt  + ®-4^) 

-M"  I sin  ( p"nt^n+/")  - (/'- 1)  sin  (j,"nt  - =+/")|  ; 

et  dans  la  valeur  de  n , les  ternies 

-4-  M' tang^.cos  (jit  p'nt  -t-  cr  -4-/  ') 

-4-  M"  tang  X j (^p'"-^- 1 ) cos  {p"nt  -4-  cr  -^f")  -H  {p'"^  f ) cos  {p"nt  — c -4-/")  j 


En  considérant  l’expression  de  tang(y — 180® — g-nC)  posée  dans  la  page 
77a  , il  est  aisé  de  voir,  que  son  numérateur  augmente  des  termes 
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^ ( M’sin  i(gr__i) n«  —p'nt—f\  —M"{^--p”'^sin{g.nt-¥fnt  +/") 

et  sou  dénominateur  des  termes 

M"  cos  [(j— i)n/ — p‘ni—f\  —M”  {^—p'”^cos(jg.nt-*-p"nt’*-J^ 
+ M"  -4-/>’")  cos  {g.iH  —p"nt  —f”) 

de  sorte  que  l'expression  de  — Ci  donnée  dans  la  page  778  sera  aug- 
mentée des  termes 

t .V' smj(g^-i)n< -/?’«/ -/'I  ^ 

<=7  sin(g.nt+p"nt  +p"'^  sin  {g.nt—p"nt—f) 

q4-  Kn  rénéchissant  sur  la  forme  des  argumens , dont  les  coefliciens 
,sont  fonction  des  trois  constantes  arbitraires  G , M‘,  ]M",  il  devient 
difficile  de  croire  , que  l’omission  de  ces  termes  puisse  avoir  eu  une 
influence  considérable  sur  les  deux  quantités  3 (^^^^^  = 0,001 791 1 , 

3 (^^^^^  = 0,0016917  , déduites  d’un  grand  nombre  d’observations  de 
la  tache  Manilius.  11  est  vrai , que  ces  résultats  sont  loin  de  s’accor- 
der avec  ceux  tirés  de  l’hypothèse  de  la  fluidité  primitive  de  la  Lune 
par  couches  de  densités  v'ariables.  Neanmoins  , il  me  semble  qu’on 
s’approchera  davantage  de  la  vérité,  en  abandonnant  cette  hypothèse, 

(c  iü  /I  \ 

~ë~)’  3(^-1  des 

erreurs  assez  grandes  , pour  pouvoir  les  regarder  i comme  la  cause 
unique  de  cet  écart  entre  la  théorie  et  l’observation. 

Probablement  , de  nouvelles  recherches  Axeront  mieux  nos  idées 
sur  cette  anomalie  , cl  nous  mettront  en  état  d’apprécier  avec  plus 
de  justesse  tout  ce  qu’il  peut  y avoir  de  réel  dans  l’ingénieuse 
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explication  donnée  par  Laplace  sur  les  progrès  de  la  cause,  qui  a 
d’abord  fait  naître  et  ensuite  détruit  le  ternie 

G . sin  j n/ 1/  3 j 

dans  l’expression  de  la  libration  en  longitude  (Voyez  page  4^4  tlu 
Système  du  Monde,  cinquième  édition). 

S’il  est  permis  d’appliquer  ici  une  hypothèse  émise  par  Lagrange 
(Voyez  page  75  du  second  volume  de  la  Mécanique  Analytique)  on 
dira,  que  ce  terme  de  la  libration  a pu  être  anéanti  par  l’effet  d’une 
explosion  interne  dans  le  globe  de  la  Lune  ; et  on  accordera  en  même 
temps,  que  sa  renaissance,  en  vertu  d’une  cause  semblable,  n’est  pas 
démontrée  impossible. 

S <4- 

Note  sur  le  mois  Lunaire  synodique. 


q5.  Si  les  mouvemens  de  la  Lune  et  du  Soleil  étaient  parfaitement 
uniformes,  il  est  évident  que,  en  nommant  X le  nombre  des  jours 
moyens  compris  entre  deux  oppositions  consécutives  de  leurs  centres 
de  gravité,  on  aurait  l’équation  «AT— n'Ar=3Go°,  et  par  conséquent 


C’est  cette  quantité  (constante  d’après  sa  définition)  qu’on  a cou- 
tume de  nommer  mois  lunaire  synodique,  ou  intervalle  mtyen  entre 
deux  pleines  lunes  consécutives. 

Pour  pouvoir  déterminer  la  valeur  de  X,  à l’aide  d'observations 
faites  sur  le  mouvement  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  l’état  réel  des. 
choses,  il  faut  en  avoir  l’expression  par  d’autres  quantités  susceptibles 
d’être  mesurées  d’après  les  phénomènes.  Pour  cela,  remarquons  d’abord 


Digitized  by  Google 


y86  THÉORIE  DC  MOUTEMCNT  DE  LA  LUNE 

(|ue  , en  nommant  v , V deux  longitudes  vraies  de  la  Lune  cotrespon* 
dames  aux  instans  t,  T'y  on  a 


F(t),  F (T)  éuut  la  somme  des  termes  périodiques.  Ces  deux  équa- 
tions donnent 

(2)  . . . r~v  = n{T-t)-f'i;dv+f^^dv^F{T)-F{t). 

Soient  v,  V les  longitudes  vraies  du  Soleil,  qui  ont  lieu  aux  mêmes 
instans  I,  7';  on  aura  semblablement 

(3)  ^-v'=»'(?’-0+/(r)-/(0- 

Donc , en  retranchant  l’équation  (3)  de  l’équation  (2)  il  viendra 

(4)...n-n  = } 

et  par  conséquent  j 

(r-()36o» 

(ÿ-  -JXdv  |_ \F{  T)-Fii)  1+ |/fD-/(0 1 • 

Analytiquement  parlant,  cette  expression  ne  donne  pas  la  solution 
du  problème,  puisque  les  quantités  n et  n',  ainsi  que  les  autres 
élëmens  des  deux  orbites,  s’y  trouvent  renfermés:  cependant,  on  peut 
l'appliquer  avec  un  grand  succès  , en  choisissant  convenablement  les 
lems  t et  T.  En  effet;  si  cos  deux  époques  sont  séparées  par  un  fort 
grand  nombre  d’années,  la  quantité  progressive  (F'—v)  — (F*  — v') 
pourra  devenir  incomparablement  plus  grande  que  la  quantité 

/ïrf.-/  5rf._jF(70-nOK{/Cn-/(O}, 

composée  de  termes  périodiques  : et  alors  on  pourra  réduire  la  for- 
mule précédente  à celle-ci  j 


(5)...X 
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(6)  . . . 


(T—t)36ao 
(A'—v)  — — v')> 


qui  a l’avantage  d’étre  indépendante  de  tout  ce  qui  exige  une  con- 
naissance approfondie  de  la  théorie  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Pour 
en  faciliter  davantage  l’application  , on  pourrait  choisir  pour  t et  7' 
les  instans  correspondans  à deux  oppositions  , lesquels  sont  rendus 
visibles  par  la  pleine  Lune  : alors,  le  dénominateur  — v»)  — 
est  égal  à autant  de  fois  36o°  qu’il  y a eu  de  pleines  Lunes  dans 
l’intervalle  T — t : de  sorte  que , eu  désignant  par  i ce  multiple  de 
.36o“,  on  aura 


Pour  perfectionner  cette  méthode,  et  éliminer  l’indécision  que  laisse 
l’observation  des  instans  de  la  pleine  Lune , il  faudra  choisir  deux 
oppositions  correspondantes  à deux  éclipses  de  Lune  , et  prendre  pour 
t fit  T les  instans  qui  ont  lieu  au  mibeu  de  l’éclipse.  Ces  instans  ne 
sont  pas  toujours  ceux  de  l’opposition  précisément  ; mais  la  grandeur 
du  dénominateur  i pourra  atténuer  l’erreur  de  quelques  minutes,  que 
cette  manière  de  voir  laisse  dans  la  mesure  de  l’intervalle  T — t.  Les 
anciens  ont  employé  cetin  méthode  sans  savoir  au  juste  le  degré  de 
précision  dont  elle  était  susceptible.  Si  l’on  veut , dans  l’état  actuel 
delà  science,  connaître  la  correction  qui  doit  être  faite  aux  évalua- 
tions de  ce  genre  du  mois  Lunaire  , on  calculera  les  quantités 


R f |F(7o-r(o|  - jy(n-/(0î , 

qui  avaient  lieu  aux  instans  t et  7’,  et  on  prendra 


('8'!  r-(r-«)36o°_(r-036o»i  1 « , t etc 

.A—  jff  JU‘^  • 


Bemarquons  maintenant,  que  l’expression  de  la  longitude  vraie  de  la 
Lune  posée  dans  les  pages  748  , 749  1 donne 
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H- 19860", 799  pour  la  somme  des  coefficiens  affectés  du  signe  +j 

— 946",4i8  pour  la  somme  des  coefficiens  affectés  du  signe  — j 

et  qu’e.T  conséquence  la  quantité  R ne  peut  pas  surpasser  10*  dans 

les  cas  les  plus  défavorables.  Si  à cette  circonstance  on  ajoute  celle-ci; 
que  dans  les  observations  d’éclipses  on  peut  supposer  la  quantité  M 
égale  à un  nombre  exact  de  circonférences  (du  moins  à l’égard  de 
la  fraction  on  en  conclura  que 


«<. 

XI  ^ K.ÎÜ& 


A.3(i  > 


K désignant  un  nombre  entier. 

96.  Soit  Y la  durée  moyenne  de, la  révolution  sidérale  du  Soleil; 

nous  aurons  36o°  = n'i’';  donc  en  introduisant  cette  valeur  dans 

l’équation  (i),  il  viendra 

/ \ ^ ^ ^ 

(.9)  • • \ 


En  nommant  Y'  la  durée  moyenne  de  l’année  tropique  ou  équino- 
xiale, on  sait  que  , _ 

SOI  ) 

iadeuouoi  > ' '• 


Y'=Y\  I 


partant  nous  avons 


(10)  . . 


.Y  _ m 

y I —m 


sot  r’ 

7l29«üUüüi  • 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  donné  par  les  observations 
astronomiques,  d’après  lesquelles  on  a; 

y_30S242aC396S9 

7 ~ isâauswsssi 


(Voyez  pages  266  et  3 18  du  second  volume  de  l’Astronomie  de 
Delanibre)'.  mais  si  l’on  veut  exprimer  ce  rapport  plus  simplement  et 
avec  un  peu  moins  de  précision,  il  faut  réduire  cette  fraction  en 
fraction  continue,  et  former  la  suite  des  fractions  convergentes:  voici 
ces  fractions  avec  les  quotients  correspondans  : > ' 
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12 

a 

I a 

I 

I 17 

I 

I 

1 

13 

15  8? 

99 

138  135 

4181 

4366 

s> 

1 » 

1 » T > 

T » 

11  » 19 

» "SSÎ  > 

W » 

l 

4 

5 

3 

t 

3 

I 

mn 

11868 

59949 

341608 

997773 

1310381 

4918916 

657  > 

lüBT 

» 1517  > 

15175  > 

80671  > 

103947  > 

398518  ’ 

18 

9 

I 

5 

1 

6139297  117136161  10618656SS  1178601917  6934375110 

601160  ’ 0178798  ’ 85813697  ’ 0519239Ô'  ’ 661275517  ’ 


3 

8181977157 
65^567987  ’ 


I 

il87847iaOit 
1819771583^  » 


81858306711 
2584979858  > 


418068168134 
88802884371  > 


4 

39486183868 
8191547195  > 


5 

646867894185 
52800600201  ’ 


18919844118S 
1530516^38  ’ 


3651411539639 
395805885891  * 


La  septième  de  ces  fractions  convergentes , c'est-à-dire  ^ nous  pré- 
sente  le  rapport  de  Méton,  «t  la  neuvième , , est  fort  approchante 

du  rapport  qa’ Hipparque  a substitué  à celui  de  Méton:  car  on  a 

J"  _ 4866  _ 4368  X 845  _ 1506170  _^“’'3S8_  4367,054 
U*,/  • • Jf  “ 858  “ 845  X 858  ” à4S  X SSft  345  345  ’ 


Au  reste,  pour  trouver  le  rapport  de  Méton,  il  n’est  pas  nécessaire 
que  l’année  tropique  et  le  mois  lunaire  synodique  soient  déterminés 

avec  une  très-grande  précision.  En  prenant,  par  exemple, 


et  réduisant  ce  rapport  en  fraction  continue  on  obtient  cette  suite 
de  quodents  et  de  fracdons  convergentes,  savoir 


12 

a 

I 

2 

1 

12 

15 

87 

U » 

1 > 

2 » 

3 > 

Tome  / 

272 

M m 1744 

8 » 19  > TÏT  > 


I 6 

3713  5467  36535 

801  ’ lïï  ’ 1958  • 

too 
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97.  Si  noos  supposons  parfaitement  uniforme  le  mouvement  de  la 
Lune  et  celui  du  noeud  ascendant  de  son  orbite,  on  aura,  en  nom- 
mant X'  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  à ce 
noeud,  nX' = 366° -,  d’où  l’on  tire 


(12) 


jjTf  360® 36o« 

“ n(i— m)* 


Soit  X"  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  au  périgée; 
on  aura  de  même  l’équation  nX" — (i — c)»Jir"=36o'’,  qui  donne 


' * * ne  m)*  c * 6 


36o®  I — 


En  nommant  X”  la  durée  moyenne'  de  la  révolution  sidérale  du 
noeud,  on  aura  l’équation  nX'(g—i)  = 36o°‘,  d’où  l’on  tire 


(i4)  . . X”= 


36o® 


36o*  I — n 


n(^-i)  n(r — m)  * j — i 


Nous  avons  (Voyez  pages  4^3,  6oG) 

m = 0,07  480  i3o;  gf— I =0,004021595  j t — c = o,oo845ôo56. 
11  suit  de  là  que  , 


ce  qui  donne 


I -m_  98S1WI<0 
g ~ 1WMU2139  » 


X _ 100402159  . 
X'~  92S19870  » 


i-m_92S19870  _ 
e “99154994  » 


X _ 99151994 
A’ “94519870  • 


En  réduisant  ces  fractions  en  fraction  continue  on  aura  cette  suite 
de  quotiens  et  de  fractions  convergentes  : 
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X 

■ ■ 

. 

X'  ■ 

I 1 1 

I 

3 ] 

‘ 4 

3 i8 

\ I 

I 

1 1 

13 

13  88  SI 

343  777  14228 

15005 

0 > 1 

» 11 

> 

13  > Ss  > » 

Ü8  ’ 716  ’ Ï3ÏÏ1 

’ Ï882? 

5 

1 

1 

6 

I 

3? 

29333 

161170 

190103 

851573 

2299841 

3651414 

100403159 

26938  > 

148517 

> 

1754SS  > 

333973  > 

ill83S7  ’ 

3443359  > 

93519870  ' 

X 

■ 

XP' 

, 

i3 

1 

i6 

l 

5 a 

1 

3 

1 

I 

U 

15 

354 

289  1599 

3467 

5066 

ü ’ 

î > 

13 

» n » 

S8Î  ’ 

251  > Ü9i  ’ 3335  ’ 

45Ï7  > 

a 

a~ 

4 

4 

S 

3 

18665 

42396 

103457 

456334 

1928358 

15883048 

99154994 

Ï74Ï6  ’ 

39559 

9 

96534  ’ 

435695  ’ 

1799814  > 

1482U20?  ’ 

93S1987Ü' 

Sur  cela  je  remarque,  qu’en  prenant  en  divisant 

par  5 les  deux  termes  de  cette  fraction 


X 


sm.i 


5387. 


3 > 


et  qu’en  prenant, 


190403  190403  x 5438 

17Î4SS  ~ 175455  X 5458  > 


(.5)  . . . 


5923. 


175064 

175455 


5458 


Suit  A'"  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune  , 
nous  avons  n X"'=:36o° , ou  bien 
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Mais  36o*=n'F;  partant 


X"z=~Y=mY, 


d’où  l’on  lire 
Nons  avons  aussi; 


X" 


r=m,|i— J 


SOI 


X 

parunt  -pr  = (i— m)y,,  ou  bien 


r 

xrr= 


Donc  en  prenant 


t r _ t y 

~m’  X~ü,nêim70ll‘ 


4M7  J? 

r _ 9ii 
H «45  ’ 


StS.E' 


on  aura 

ai9,r'_  asa  _ //?  / 

(16;  . . . __^_4G,2,o4. 

L’équation  (i3)  donne  ainsi  on  a 

r^=T=^  (4267 -t-^)  = cx46«  2,04  ; 


84S . r 
X’ 


d’où  l’on  tire 


(17)  . . . =4Gi2,o4  — (»—c)-46i2, 04  = 4573, 07. 


Les  équations  (n),  (i5)  , (16)  et  (17)  fournissent  les  résultats 
A’Hipparque  cités  par  Laplace  dans  la  page  282  du  second  volume 
du  Système  du  Monde  (cinquième  édition).  Par  la  manière  même 
dont  ils  sont  ici  retrouvés,  on  conçoit,  qu’ils  n’ont  lien  qu’à  l'égard 
des  moyens  monvements  proprement  dits , et  abstraction  faite  des 
inégalités  séculaires  qu’ils  renferment. 
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Note  sur  la  page  asS  du  second  volume. 

Dans  la  valeur  de  il  y a aussi  les  deux  termes 

coscv  e ^^mt'‘^-i-coscv  e^ — 

donnés  par  le  multiplicateur  a.cosc'mv  ‘ mais  il  se  détruisent. 

Note  sur  la  page  2']i  du  second  volume. 

A la  rigueur  , cette  expression  de  35,  ds  doit  aussi  renfermer  les 
deux  termes 


cosc'mv  l'v’^ 

cosc'mv  l/rae'-f-^OTy*— 

qui  se  détruisent. 

Note  sur  la  page  10  du  troisième  volume. 

Depuis  l'impression  de  cette  page,  la  correction  qu’on  doit  faire 
au  cocflicient  ^ > a par“  <îans  la  C.'  des  Tems  pour 

l’année  iSSa  (Voyez  page  g3  des  Additions). 

Note  sur  la  page  1 1 8 troisième  volume. 

Il  faut  supprimer  les  deux  termes 

2Ev  ■+■  cmv  l' ^ — ÿ/n*^+“3£'i»--  c'mv  «' 
posés  dans  la  quatrième  ligne  (en  remontant). 
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Note  sur  la  page  797  du  troisième  volume. 

Il  faut  ôler  le  terme  cinquième  ligne 

(eu  rcmoiuant). 


FIN  DE  PREMIER  VOLUME. 
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